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RESUMO

O presente trabalho surgiu de uma necessidade de proporcionar aos alunos do Ensino
Médio uma visdo complementar dos numeros, a ligacdo que estes nimeros t€m com a
natureza, a beleza que suas propriedades apresentam e o enfoque histérico que os alunos
muitas vezes desconhecem. Para isso, esse trabalhado € respaldado em autores com grande
reputacdo sobre o tema como lan Stewart, Georges Ifrah, Howard Eves, entre outros. A obra
classica de Ifrah “Os numeros: a historia de uma grande inven¢do” narra, de maneira
simples e interessante, a origem dos nimeros e como eles sofreram grandes alteracdes no
decorrer dos séculos, até chegar nos algarismos que utilizamos hoje. J4 as obras de Stewart
e Eves desenvolvem temadticas extremamente fascinantes acerca da Matemadtica e de suas
propriedades. Dividido em trés capitulos, este trabalho tenta, de maneira inovadora,
apresentar o mundo dos nimeros como um universo simples, envolvente e essencialmente
regido por padrdes, reafirmando, assim, a tdo célebre frase de Pitdgoras de que os nimeros
governam o mundo.

Palavras-chave: Padrao numérico. Histéria dos ntiimeros. Contagem. Sequéncias.



ABSTRACT

The present work arose from a need to provide high school students with a
complementary view of the numbers, the connection that these numbers have with nature,
the beauty that their properties present, and the historical focus that students often do not
know. For this, this work is supported in authors with great reputation on the subject as lan
Stewart, Georges Ifrah, Howard Eves, among others. Ifrah's classic work "The Numbers:
The Story of a Great Invention" tells in a simple and interesting way the origin of the numbers
and how they have undergone great changes over the centuries until we reach the figures we
use today. On the other hand, the works of Stewart and Eves develop extremely fascinating
themes about Mathematics and its properties. Divided into three chapters, this paper
attempts, in an innovative way, to present the world of numbers as a simple universe,
encompassing and essentially governed by patterns, thus reaffirming Pythagoras' most
famous phrase that numbers rule the world.

Keywords: Numerical pattern. History of numbers. Score. Sequences.
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INTRODUCAO

A Matematica sempre esteve presente nas mais diversas atividades humanas, sendo
os niimeros os principais elos da “rainha” das ciéncias com as demais dreas do conhecimento.
Ela é acima de tudo uma forma de raciocinio que nos permite compreender o mundo,
classificar as coisas, estabelecer padrdes e encontrar respostas que vao desde os problemas
mais simples, como € o caso da pratica da contagem, até os casos mais enigmaticos, que as
vezes levam séculos para serem resolvidos.

A fascinacdo que os nimeros exercem através das belezas de suas propriedades nos
proporciona incontdveis formas de descrever o mundo que conhecemos. Levanta-se, entdo,
um questionamento: a realidade na sua totalidade pode ser descrita por propriedades
numéricas? Ou seja, tudo € realmente nimero?

Este trabalho foi desenvolvido através de uma pesquisa bibliogréfica, em que se fez
um levantamento dos principais autores que relacionam a histéria da Matemética com as
propriedades dos nimeros. A ideia surgiu de uma aparente divida de um jogo de domind:
Por que no domind, quando o jogo se diz “fechado”, a paridade da soma dos pontos de cada
uma das duas duplas que estdo jogando sempre deve ser a mesma? A partir dai, e de tantas
outras curiosidades sobre nimeros, a busca por autores e obras de renome foi incessante,
dentre os quais Ifrah e Stewart sdo os mais mencionados.

Neste trabalho mostraremos que apesar da Matemdtica muitas vezes encontrar
obstaculos para descrever o mundo, ela é um instrumento poderosissimo capaz de fascinar
o ser humano com a sutileza que os nimeros proporcionam. Para isso, abordaremos temas
interessantes para o aluno do Ensino Médio, tais como: a regra dos “noves fora”, o nimero
de ouro, nimeros primos e propriedades, sequéncias numéricas, nimeros intrigantes, a
relacdo entre os numeros € a natureza, bem como a origem do 0 e aplicagdo do 7.

Alguns desses temas serdo abordados sob um viés histérico uma vez que conceitos
matemadticos, quando trabalhados nessa perspectiva, aproximam didaticamente os alunos,

que conseguem perceber a estrita relacido entre a Matematica e suas proprias vidas.

A histéria da matemadtica pode oferecer uma importante contribuicdo ao
processo de ensino e aprendizagem dessa drea do conhecimento. Ao
revelar a matemdtica como uma condicio humana, ao mostrar as
necessidades e preocupacdes de diferentes culturas, em diferentes
momentos histéricos, ao estabelecer comparagdes entre conceitos e
processos matemdticos do passado e do presente, o professor cria
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condicdes para que o aluno desenvolva atitudes e valores mais
favordveis diante desse conhecimento. (BRASIL, 1998, p.37)

O presente trabalho também objetiva-se a servir como base para muitos professores
de Matematica que utilizam as propriedades dos niimeros como forma de encurtar a distancia
entre o abstrato e o concreto. Servird como modelo para que muitos educadores consigam
diminuir a aflicdo de seus alunos (e as suas proprias) e projetar o ensino da Matematica cada
vez mais associado ao dia-a-dia.

Este trabalho divide-se em trés capitulos: o primeiro capitulo narra o surgimento e
a evolugdo histérica dos nimeros bem como das técnicas primitivas de contagem. O segundo
capitulo trata de padrdoes numéricos, cujo enfoque foram os nimeros primos e suas elegantes
propriedades. J4 o terceiro trata de curiosidades numéricas, onde alguns numeros
interessantes serao apresentados ao leitor, usando a esséncia dos nimeros e de suas
propriedades como ferramenta para motivd-los na busca de problemas divertidos e

intrigantes.
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1. A TRAJETORIA HISTORICA DOS NUMEROS E DA CONTAGEM

1.1 A Pré-histéria dos niimeros

O conceito de nimero é um dos mais fundamentais da Matemdtica. A necessidade
de contar objetos deu origem ao numero natural, e todas as civiliza¢cdes que criaram alguma
forma de linguagem escrita desenvolveram simbolos para os nlimeros naturais e operaram
com eles. Num primeiro estdgio, ndo havia conceito de nimero. O nimero era designado
por um nome. Num estdgio mais avangado, os ndmeros foram separados dos objetos e se
tornaram entes abstratos. Foram criados, entdo, os sistemas numeéricos.

Qual € a origem dos nimeros? Qual o motivo de tanto fascinio que eles exercem?
Muitas dessas perguntas t€ém suscitado ddvidas e despertado muito interesse entre aqueles
que gostam de brincar com ndmeros.

E dificil ao certo fazer um relato cronoldgico do surgimento do conceito de niimero.
Mas ha quase um consenso de que esse conceito surgiu a partir dos primeiros esforcos
humanos em sistematizar a relagdo entre objetos de diferentes conjuntos.

O que se sabe € que houve um momento em que o homem nio sabia contar. Ainda
hoje existem homens em sociedades desprovidas de qualquer tipo de nocdo abstrata de
numero. Para estes, o nimero ndo consegue ser concebido através da abstracao. Ele é sentido
da forma como conseguimos cheirar, distinguir uma cor, ouvir um ruido.

Essa € uma realidade que vem de muito tempo como afirma Ifrah:

[...] O homem das épocas mais remotas desta histéria devia também ser
incapaz de conceber os nimeros em si mesmos. E suas possibilidades
numéricas deviam, do mesmo modo, resumir-se numa apreciagdo global
do espaco ocupado pelos seres e pelos objetos vizinhos. Nosso ancestral
remoto devia no maximo poder estabelecer uma nitida diferenca entre a
unidade, o par e a pluralidade. (IFRAH, 1989, p.16-17)

Apesar da auséncia do significado de nimero, os seres humanos, mesmo nas épocas
mais remotas, tinham algum tipo de senso numérico. Nao no sentido de fazer operacdes entre
elementos, mas no sentido de reconhecer mais e menos quando se acrescentavam ou
retiravam elementos de um determinado conjunto. Alids, existem estudos de que até mesmo

animais sdo dotados desse tipo de senso, como salienta Ifrah:

Determinadas espécies animais também si3o dotadas de um tipo de
percepgdo direta dos nimeros. Em alguns casos, esta capacidade natural
lhes permite reconhecer que um conjunto (numericamente reduzido),
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observado pela segunda vez, sofreu uma modificacdo depois que um ou
varios componentes foram retirados ou acrescidos. (IFRAH, 1989, p.19)

Ha relatos, por exemplo, de pintassilgos que eram capazes de distinguir quantidades
diferentes de graos em seus alimentos e até de rouxindis que eram capazes de diferenciar
quantidades concretas de um a quatro. (Para mais detalhes vide IFRAH, G. A histéria

universal dos algarismos. Rio de Janeiro: Editora Nova Fronteira, 1997, p.26-30)

1.2 A pratica de contar

Historicamente uma das grandes inquietagdes que vem desde os tempos remotos da
Matemética foi a esséncia do nimero. Mas afinal, o que € nimero? Uma coerente defini¢ao
de ndmero foi dada em 1884 pelo matemético alemao Gottlob Frege na obra As fundacoes
da Aritmética indicando que o nimero seria a classe de todas as classes que estdo em
necessaria correspondéncia com uma determinada classe (Frege apud Stewart, 2015, p.27).
Isto quer dizer, por exemplo, que um conjunto de sete xicaras ou de sete pires, apesar de
quantificarem objetos distintos, representam essencialmente o nimero 7.

Frege referiu-se ao fato de que a nocao de nimero independe de qualquer forma de
representacao simbodlica, mas na verdade constitui-se de uma correspondéncia entre dois
conjuntos.

A milenar histéria dos nimeros sempre refletiu a necessidade do homem em
quantificar as coisas. Quantificar € o ato que consiste em mensurar uma quantidade,
expressando-a através de nimeros. Em suma, quantificar € determinar a quantidade de
elementos de um conjunto. No entanto, para que o homem possa quantificar as coisas €
necessario que ele saiba contar. Mas afinal, o que significa contar objetos?

Contar objetos significa atribuir a cada um desses elementos um simbolo que
corresponde a um nimero que estd associado a uma sequéncia, comecando com a unidade e
prosseguindo até o encerramento dos elementos.

Como exemplo, temos uma fila com 50 pessoas. Se tivermos a necessidade de
contar o numero de pessoas dessa fila procedemos atribuindo o “niimerol” a primeira pessoa
da fila, o “niimero 2” a segunda, e assim por diante, até que o niumero 50 seja atribuido a
ultima pessoa da fila. Poderemos entdo garantir que havia 50 pessoas na fila.

Notemos que a enumeragdo por este ou aquele elemento sempre conduzird ao
mesmo resultado, ou seja, a qualquer pessoa da fila poderia ser atribuido o “ntimerol”, desde

que se esgotassem todos os elementos do conjunto.



18

Para Ifrah, a contagem pressupde um entendimento sobre a no¢ao de sucessdo. Ele
afirma que:
Na verdade, todo integrante da sequéncia regular dos nimeros inteiros

7

diferente de “1” ¢ obtido pelo acréscimo de uma unidade ao nimero que o
precede nesta sucessdo natural. E o chamado principio da recorréncia, do
qual se conclui, segundo a expressao do filésofo alemao Schopenhauer,
que “todo nimero inteiro natural pressupde os precedentes como causa de
sua existéncia”. Isto é, nosso espirito [sic] s6 é capaz de conceber um
nimero sob o dngulo da abstragdo se jd tiver assimilado os niimeros
precedentes; sem esta capacidade intelectual, os nimeros voltam a ser
nocdes globais bastante confusas no espirito do homem. (IFRAH, 1989,
p-47)

A questdao do conceito de ndmero, que de inicio parecia elementar, agora se torna
algo sofisticado. Essa nocio abrange dois aspectos complementares: o nimero cardinal e o
nimero ordinal.

Como exemplo, podemos utilizar o més de junho. Esse més tem 30 dias. O nimero
30 representa a quantidade de dias que esse més tem. Nesse caso € um nimero cardinal. Por
outro lado, se considerarmos a expressdo “dia 30 de junho”, o nimero 30 ndo esta sendo
empregado no aspecto cardinal. Ele designa uma ordenacdo: o trigésimo dia do més de
junho. Ou seja, ele especifica a posi¢do desse elemento (o ultimo da sucessdo dos dias desse
més). Trata-se entdo de um nimero ordinal.

Aprendemos de forma tdo natural a passar do nimero cardinal para o ordinal que
nao conseguimos distinguir esses dois aspectos. Quando aprendemos o conceito de niimero
cardinal ndo precisamos mais recorrer a outro conjunto para equiparar seus elementos:
simplesmente o contamos. No entanto, o conceito de contagem estd associado ao de
sucessao, que € a esséncia do nimero ordinal. Isso nos mostra que os sistemas de numeragao
estdo intimamente relacionados a esses aspectos: o de correspondéncia e o de sucessao.

O principio da correspondéncia deu sentido a pratica da contagem. Tribos passaram
a ter a necessidade, por exemplo, de saber quantos eram os seus membros, qual era o
tamanho de seus rebanhos, etc. Isso mostra que a invencao dos nimeros estd associada a
problemas de ordem pratica, como contar coisas.

De acordo com Ifrah “Tudo comegou com este artificio conhecido como
correspondéncia um a um, que confere, mesmo aos espiritos mais desprovidos, a
possibilidade de comparar com facilidade duas colecdes de seres ou de objetos, da mesma

natureza ou nio, sem ter de recorrer a contagem abstrata” (IFRAH, 1989, p.25). E muito

provavel que a arte de contar tenha surgido através desse conceito que hoje denominamos
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de relacdo biunivoca (relacdo entre dois conjuntos de forma que cada elemento do primeiro
conjunto esteja em correspondéncia tnica com outro elemento do segundo conjunto).

Para entendermos essa correspondéncia um a um tomemos como exemplo um
teatro com assentos para seus convidados. Nesse exemplo estamos diante de dois conjuntos:
assentos e convidados. Através da correspondéncia um a um podemos estabelecer se esses
conjuntos tém a mesma quantidade de elementos ou ndo, mesmo sem ter uma representacao
simbolica para representar suas quantidades.

Dessa forma, se cada convidado estiver associado a um uUnico assento €, da mesma
maneira, cada assento estiver associado a um unico convidado, entdo se existirem assentos
vazios e se ninguém estiver em pé no teatro, hd mais assentos do que convidados. Por outro
lado, se alguns convidados estiverem em pé, e se nao hd mais nenhum assento vazio, entao
saberemos que ha mais convidados do que assentos. Por fim, se ndo hd nenhum convidado
em pé, e se ndo hd nenhum assento vazio, saberemos que hd tantos assentos quanto
convidados. Nesse dltimo caso, hd uma equiparagdo entre os dois conjuntos, ou seja, existe
uma bijecdo entre o conjunto de convidados e o de assentos.

Essa possibilidade de equiparacdo entre dois conjuntos distintos € retratada por

Ifrah:

Quando queremos equiparar termo a termo os elementos de uma primeira
colecdo com os de uma segunda, origina-se uma nogdo abstrata,
inteiramente independente da natureza dos seres ou dos objetos presentes
e que exprime uma caracteristica comum a estas duas colecdes. Desta
forma, conjuntos como o dia e a noite, os gémeos, um casal de animais, as
asas de um passaro ou ainda os olhos, as orelhas, os bragos, os seios ou as
pernas de um ser humano apresentam um cardter comum, totalmente
abstrato, que € justamente o de “ser dois”. (IFRAH, 1989, p.30)

Assim, a propriedade de equiparacdo retira a distincdo que existe entre os dois
conjuntos mencionados, em razdo da natureza de seus elementos respectivos. A partir dai, a
correspondéncia um a um exerce importante papel na enumeragdo de elementos de um
determinado conjunto.

Esse método de correspondéncia ndo apenas possibilita a comparagao de conjuntos
distintos, mas também oferece uma maneira de englobar varios nimeros mesmo sem ter o
conhecimento das quantidades envolvidas. Foi através desse método que o homem pré-

histérico conseguiu praticar a aritmética mesmo sem ter a no¢ao abstrata de nimero.
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Ao contrério dessa percepcao direta dos ndmeros, a arte de contar ndo € uma aptidao
natural. Ela é uma caracteristica exclusivamente humana pois, apesar de alguns animais
demostrarem algum senso numérico, os animais nao contam da mesma forma que nos.

1.3 O surgimento das bases de contagem

1.3.1 O surgimento da base

Gracas as nocdes de abstracdo dos numeros e a distin¢do entre nimero cardinal e
ordinal € que o homem passou a enxergar os seus instrumentos sob a 6tica da contagem.
Mesmo com a utilizagdo de seus instrumentos como simbolos numéricos, 0 homem passou
a enfrentar obstaculos ao conceber nimeros cada vez mais extensos. Assim, o nimero de
dedos das maos ou das partes do corpo ja ndo era mais suficiente para contar. O homem
passou entdo a buscar solugdes para essa necessidade: a de tentar expressar nimeros cada
vez maiores com o minimo possivel de simbolos.

As bases se transformaram em preciosas ferramentas de contagem como afirma

Eves:

Quando se tornou necessario efetuar contagens mais extensas, 0 processo
de contar teve de ser sistematizado. Isso foi feito dispondo-se os nimeros
em grupos bdsicos convenientes, sendo a ordem de grandeza desses grupos
determinada em grande parte pelo processo de correspondéncia
empregado. Esquematizando as ideias, o método consistia em escolher um
certo niimero » como base e atribuir nomes aos ndmeros 1, 2, ..., b. Para os
nimeros maiores do que b os nomes eram essencialmente combinacdes dos
nimeros ja escolhidos. (EVES, 2004, p.27)

Assim, dizemos que um ndmero n estd escrito em uma base b, se n puder ser
representado como combinagdo dos elementos da base b. Como exemplo, o ndmero 245
escrito na base decimal pode ser representado da seguinte forma:

245 = 2.10% + 4.10' + 5.10°
1.3.2 Bases primitivas

Existem poucas evidéncias de quais teriam sido as primeiras bases a serem
utilizadas pelo ser humano. Suspeita-se que 2, 3 e 4 foram as primeiras bases a serem
utilizadas. Alguns registros apontam agrupamentos de objetos em pares ou trios. Ja o sistema
de base 5 tem origem antropomorfica. A base quindria tem sua razao de existéncia no fato
de que alguns povos passaram a contar numa Unica mao, agrupando os objetos por feixes de

cinco. E curioso como era feito a préitica da contagem no sistema quindrio, como cita Ifrah:
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Contam-se incialmente as cinco primeiras unidades, estendendo
sucessivamente os dedos da mao esquerda. Em seguida, quando se chega
ao numero 5, dobra-se o polegar direito. Depois se continua a contar até
10, estendendo novamente os dedos da mao esquerda, para dobrar o
indicador direito quando as cinco unidades suplementares tiverem sido
consideradas. Assim se poderd contar até 25. E, se ndo bastar, a operacio
podera ser prolongada até 30, voltando de novo aos dedos da mao esquerda,
agora livre. (IFRAH, 1989, p.60)

Figuras 1 e 2: Préticas primitivas de contagem.

MAO ESQUERDA

Fonte: http://www.ebah.com.br/content/ ABAAAexUsAG/resumo

Ha indicios também de que o homem pré-histdrico utilizava a contagem por duzias,
principalmente em relacdo a medidas. A utilizacao da base 12 certamente trouxe um sistema
de numeracdo mais comodo do que as 2, 3, 4 e 5, pelo fato do 12 ser divisivel por 1, 2, 3, 4
e 6.

Esta numerac¢do foi muito utilizada em antigos sistemas comerciais. Os sumérios
tinham o hdbito de subdividir o dia em doze partes iguais, aos quais chamavam danna, que
hoje equivalem a duas de nossas horas. Até hoje tem-se o hdbito de contar banana e paes na
base 12. Nao ¢ a toa que a expressao “duzia de padeiro” ficou consagrada.

A origem da base duodecimal talvez esteja fundamentada na mao. O préprio Ifrah

chega a uma hipétese, quando sugere que:

[...] Com efeito, é possivel contar de 1 a 12 usando os dedos de uma tnica
mao: basta apoiar o polegar, sucessivamente, em cada uma das trés


http://www.ebah.com.br/content/ABAAAexUsAG/resumo
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falanges (ou articula¢des) dos quatro dedos opostos da mesma mao. Tendo
cada dedo trés falanges, e estando as do polegar excluidas da conta (pois é

o dedo que efetua a operagdo), a dizia pode impor-se deste modo como
base de um sistema numérico. (IFRAH, 1989, p.67)

Figura 3: Prética da contagem duodecimal.
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Fonte: https://qualeoxisdaquestao.wordpress.com/tag/contagem-com-as-maos/

Outros povos preferiram, no entanto, agrupar objetos em colecdes de vintenas ou
poténcias de 20. Foi, por exemplo, o caso de povos do Senegal, Guiné, Nigéria e outros
povos africanos, além dos maias e astecas da América pré-colombiana.

A contagem dos astecas se baseava em partes do corpo como destaca a figura:

Figura 4: Representacdo da forma de contagem asteca.
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Fonte: http://docplayer.com.br/178681-Soroba-suas-implicacoes-e-possibilidades-na-construcao-do-numero-
e-no-processo-operatorio-do-aluno-com-deficiencia-visual.html



https://qualeoxisdaquestao.wordpress.com/tag/contagem-com-as-maos/
http://docplayer.com.br/178681-Soroba-suas-implicacoes-e-possibilidades-na-construcao-do-numero-e-no-processo-operatorio-do-aluno-com-deficiencia-visual.html
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Mesmo se desenvolvendo em grandes civilizagdes, como a asteca, a numeragao
vigesimal ndo foi muito difundida no decorrer da histéria. Porém percebe-se em diversas
linguas tracos de sua utilizacdo. Expressoes inglesas envolvendo a base 20 sdo empregadas

até hoje como one score, two scores, three scores, etc., significam respectivamente 20, 40,

60 etc.
1.3.3 A base sexagesimal

A origem da base 60 ainda € desconhecida. Até hoje ndo se sabe o motivo pelo qual
os sumérios (possivelmente o primeiro povo a empregar essa base) escolheram uma base tao
elevada. H4 varias hipéteses para explicar o surgimento dessa base, entre as quais a mais
aceitdvel é a de que ela teria surgido da combinag@o das bases 5 e 12. A prépria lingua
suméria sugere isso quando, por exemplo, representa o nimero 6, escrito como ash (= a +
sh=1a+gesh=1+)95).

Outra teoria sugere que o arredondamento do nimero de dias do ano para 360,
possibilitou a divisdo do circulo em 360°. E, j4 que a corda do sextante € igual ao raio
correspondente, este nimero teria influenciado a divisao do circulo em seis partes de 60°,
possibilitando a preferéncia pela base sexagesimal.

Uma hipétese curiosa € a da fusdo de duas praticas de contagem: uma que utilizava
a contagem por duzias (que era muito utilizada pelos sumérios) e outra que utilizava a
contagem por dezenas. Isto teria favorecido a utilizagdo da sessentena como base principal,
devido o 60 ser o minimo miiltiplo comum entre essas bases secunddrias, além de ser o menor
nimero que apresenta os seis primeiros nimeros naturais como divisores.

De qualquer maneira, essa forma de contar possibilitou outra interessante técnica
com os dedos, onde o 60 aparecia como base principal e 12 e 5 como bases auxiliares. Nas

palavras de Ifrah, essa técnica era utilizada da seguinte forma:

Na maio direita conta-se de 1 a 12, apoiando o polegar, sucessivamente, nas
trés falanges dos quatro dedos opostos da mesma mao. Ao atingir a ddzia
nesta mao, dobra-se o mindinho esquerdo. Volta-se a primeira mao e conta-
se de 13 a 24 repetindo a mesma técnica. Uma vez atingido o 24, dobra-se
o anular esquerdo e se continua a contar do mesmo modo na mao direita
de 25 a 36. Abaixa-se em seguida o médio da mado esquerda e se procede
do mesmo modo até 48 (quando se dobra o indicador esquerdo), e depois
até 60, quando os cinco dedos da mio esquerda sdo dobrados. (IFRAH,
1989, p.70)
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Figura 5: Retratando a forma de contagem sexagesimal.
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Fonte: https://qualeoxisdaquestao.wordpress.com/tag/contagem-com-as-maos/

1.3.4 A base decimal

A base 10 tem possivelmente origem no fato de pastores (possivelmente do Oriente
médio), em épocas muito remotas, terem o costume de contar seus rebanhos empregando
uma técnica que utilizava conchas e fio de 1a branca. Para cada grupo de 10 animais, o colar
feito de conchas era desmanchado e se introduzia uma concha agora numa 13 azul, que
representava as dezenas. E se continuava o processo até chegar ao vigésimo animal (em que
novamente outra concha era introduzida no fio de 13 azul). O processo era feito até que se
chegasse a 100 animais. Nesse momento, o colar das dezenas era desfeito e uma concha era
posta numa linha de 13 vermelha, representando as centenas.

E razodvel, portanto, supor que o emprego da base 10 também tem raiz
antropomorfica. O homem passou a agrupar objetos em grupos de 10 associando cada
elemento a um dos dedos das maos. A sua utilizagdo tem vantagens claras, motivo pelo qual
a base 10 € universalmente utilizada e adotada até os dias atuais. Uma dessas vantagens
reside no fato de que nio € uma base grande, como a vigesimal e a sexagesimal, portanto,
apresenta poucos simbolos para representar seus elementos.

Logo, uma simples tabela de multiplicagdo seria de facil memorizacdo. Da mesma
forma, a base decimal tem vantagem sobre as bases pequenas, como a bindria e a quindria,
pois evita uma representacao extensa do numeral. Para se ter uma ideia o nimero 53, escrito

na base 10 tem 2 algarismos. J4 na base bindria ele é escrito com 6 algarismos.

1.4 Os primeiros instrumentos de contagem
1.4.1 A mao como primeiro instrumento de contagem

Historicamente a mdo se tornou 0 nosso primeiro instrumento de contagem. O

método que utilizamos hoje consiste em atribuir a cada dedo um nimero natural, iniciando


https://qualeoxisdaquestao.wordpress.com/tag/contagem-com-as-maos/
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a contagem de forma sucessiva e tendo a unidade como ponto de “partida”. Sobre o uso das

maos, Ifrah comenta:

O procedimento a que as vezes recorremos, e através do qual as criangas
aprendem a contar, € o mais comum. Ele consiste em atribuir um valor
inteiro a cada dedo na ordem da sucessao regular dos nimeros, comeg¢ando
pela unidade. Nesta técnica digital, que apresenta variagdes mdltiplas em
todo o mundo, a atribuicdo numérica € feita ora levantando sucessivamente
os dedos — comegando com as maos fechadas -, ora baixando-os uns apds
os outros a partir de uma posi¢do aberta. Além disso, a ordem desta
distribui¢do pode ser tanto da direita para esquerda quanto da esquerda para
a direita. Finalmente, esta contagem pode comecar tanto pelo polegar
quanto pelo mindinho, ou ainda pelo indicador, como fazem os
mucgulmanos do norte da Africa. (IFRAH, 1989, p-80)

Uma técnica muito comum até hoje na China e na India € a contagem usando as

falanges dos dedos das maos. Com essa técnica € possivel contar de 1 a 14 em uma das maos

(e até 28 usando as duas maos). Para isso, deve-se levar em conta que cada falange tem valor

de unidade, comecando a contagem em uma das maos pela falange inferior do dedo

mindinho e prosseguindo até a falange superior do polegar.

Figura 6: Técnica de contagem para os nimeros de 1 a 28.
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Fonte: Ifrah, 1989, p.83.

1.4.2 O calculo com as maos

A mao, além de ser um importante instrumento de contagem, também pode ser

utilizada para efetuar diversas operacdes aritméticas bdsicas, como a multiplicacdo. Ha

vestigios de povos antigos que efetuavam célculos aritméticos com os dedos das maos sem

recorrer a nenhum tipo de artificio, quer seja geométrico ou algébrico.

Ifrah (1989, p.94-95) afirma que um amigo seu, como exemplo, para multiplicar 8

por 9 dobrava numa das maos tantos dedos quantas unidades suplementares hd em 8 com
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relacdo a 5 (3 dedos) e mantinha os dois outros estendidos. Em seguida, dobrava na outra
mao os dedos correspondentes as unidades, suplementares de 9 em relacdo a 5 (4 dedos),
mantendo o ultimo estendido. A partir dai ele encontrava o resultado multiplicando
inicialmente por 10 o nimero de dedos dobrados nas duas maos — o que dava (3+4)x10 = 70
-, acrescentando em seguida este resultado parcial ao produto dos dedos levantados da
primeira mao pelos dedos idénticos da outra (isto é: 2x1=2). Assim, ele chegava a 8x9 = (3
+4) x10 + (2x1) = 72.

O fato de essa técnica funcionar perfeitamente para qualquer multiplicacdo de
nimeros que estejam compreendidos entre 5 e 10 € justificado da seguinte forma (nos dias
atuais e de maneira algébrica): Considere x e y dois niimeros compreendidos entre 5 e 10 (os
quais pretendemos multiplicar). Ao dobrarmos numa das maos os dedos correspondentes as
unidades suplementares de x em relacdo a 5, teremos (x —5) dedos dobrados numa das maos,
e na outra, tantos dedos quanto forem as unidades suplementares de y em relacdo a 5, ou
seja, teremos (y — 5) dedos dobrados na outra mao.

Em relacdo ao nimero de dedos dobrados nas duas maos, ele serd igual:

D=x-5+(y-5=x+y-10.

Chamemos agora de E e F o nimero de dedos levantados em cada mio. A regra se
resume a seguinte expressao algébrica:

(1I0xD)+ (ExF)

Essa expressao é o produto do nimero total de dedos dobrados por 10, somado com

o produto dos dedos levantados. Desenvolvendo a expressao temos:
10X +y—-10)+[5-x-9I5-(-9)]=
10x + 10y — 100 + [10 — x][10 — y] =
10x + 10y — 100 + 100 — 10x — 10y + xy = xy.

Ifrah (1989, p.96-97) também afirma que seu amigo camponés era capaz de
multiplicar nimeros compreendidos entre 10 e 15 e, de maneira semelhante, entre 15 e 20,
e assim por diante. Ele narra que, para multiplicar 14 por 13, por exemplo, o camponés
dobrava numa das maos os dedos correspondentes as unidades suplementares de 14 em
relacdo a 10 (4 dedos) e na outra, tantos dedos quantas sdo as unidades suplementares de 13
em relacdo a 10 (3 dedos). O camponés chegava ao resultado multiplicando, de cabega, por
10 o nimero total de dedos dobrados — o que dava (4 + 3)x10 = 70, acrescentando a esse
resultado o produto dos dedos dobrados, ou seja, (4x3 = 12). Enfim, ele acrescentava a este

resultado o nimero 100.
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Dessa forma, ele chegava a:
14x13=10x (4 +3)+ (4 x3)+100=182.
A justificativa algébrica desse método € andloga a do método anterior:
Para multiplicarmos dois nimeros x e y, compreendidos entre 10 e 15 fazemos:
10[(x — 10) + (y — 10)] + (x — 10)(y — 10) + 100 = xy.
A figura 7 mostra dois exemplos de como eram feitas as multiplicagdes de nimeros

compreendidos entre 5 e 10, recorrendo-se ao cdlculo com os dedos:

Figura 7: O célculo com os dedos

Fonte: Ifrah, 1989, p.95.
Ja a figura 8 nos fornece exemplos de como eram feitas as multiplicagdes que

envolvem ndmeros entre 10 e 15 e entre 15 e 20 usando o célculo com os dedos:

Figura 8: Multiplicacdo de nimeros entre 10 e 15 e entre 15 e 20.

Fonte: Ifrah, 1989, p.97.
Exemplos como estes sugerem que, durante séculos, os homens usaram diversos

recursos para efetuar cdlculos com as maos, mesmo ndo tendo um sistema numérico

consolidado.
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1.4.3 Instrumentos primitivos de contagem

Inimeras foram as ferramentas desenvolvidas pelo homem no intuito de aperfeicoar
a contagem. A civilizacdo inca usava, em seu sistema de contabilidade, um sistema
interessante de corddes em nés. Esse sistema era denominado guipu (que significa “no”). O
quipu em esséncia era uma corda de aproximadamente 60 cm de comprimento em que eram
amarrados varios fios (corddes) coloridos e postos em intervalos regulares.

O quipu era um instrumento que se baseava na base decimal e tinha uma grande
utilidade no sistema de contabilidade dos incas. A forma como os incas utilizavam os nos

nos corddes para representar determinado nimero € exposta por Ifrah:

Num cordido munido de diversas marcas consecutivas, equidistantes umas
das outras, as nove unidades simples eram representadas efetuando-se
tantos nds quantos fossem necessdrios no nivel da primeira marca, a partir
da ponta do corddo pendente. Em seguida, figuravam-se as nove dezenas
pelo mesmo niimero de nés no nivel da segunda marca, as nove centenas
fazendo o mesmo na terceira marca, e assim por diante. Para representar o
nimero 3643, por exemplo, faziam-se trés nds ao nivel da primeira marca,
quatro na segunda, seis na terceira e trés na quarta. (IFRAH, 1989, p.100)

Figura 9: Representacdo da forma inca de contagem (quipu).
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Fonte: http://parquedaciencia.blogspot.com.br/2014/1 1/matematica-na-antiguidade-os-incas.html

Outra técnica primitiva que permitia a memorizacdo e representacao dos nimeros
era o entalhe. Os primeiros indicios do aparecimento dessa técnica datam periodo
aurignacense (35000 a 20000 a.C), um periodo que estima-se ter se iniciado ha 45 mil anos
numa cultura material do que se convencionou chamar de Paleolitico Superior. Os entalhes
mais antigos mostram que o homem primitivo ji concebia a no¢do de base, visto que os
entalhes eram divididos de modo regular, quando na verdade a pratica do entalhe consistia

apenas numa série continua de tracos.
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A finalidade desses entalhes ainda continua um mistério, mas esse método ja
demonstrava um rudimentar senso aritmético. A cada vez, por exemplo, que o homem
matava um animal, ele fazia um pequeno traco num osso. Para nao ter a necessidade de
contar vdrias vezes o conjunto de entalhes, o homem acabava por agrupa-los de cinco em
cinco, provavelmente tendo como referéncia os cinco dedos da mao. Dessa forma, o homem

estabeleceu uma notacao grafica dos primeiros nimeros inteiros na base quinaria.

Figura 10: Representacdo de uma forma primitiva de contagem (entalhe).
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Fonte: https://www.matematicaefacil.com.br/2016/07/matematica-continente-africano-osso-ishango.html

Outro método que desempenhou um papel importante na aritmética e na
contabilidade foi o uso dos “montes de pedrinhas” (ou outros objetos que pudessem ser de
facil acesso e de facil agrupamento). Essa pratica, que € tao rudimentar quanto a prética do
entalhe, € o ponto de partida de qualquer método numérico, pois ndo exige nenhuma
memoriza¢do nem conhecimento abstrato dos nlimeros.

Mas foi a partir do momento em que o homem passou a ter um dominio razodvel
do conceito de base é que esse método permitiu grandes progressos na arte da contagem.

Sobre isso, Ifrah comenta:

Este método desempenhou um papel importante na histdria da aritmética
na medida em que foram as pedras que permitiram verdadeiramente ao
homem iniciar-se na arte do calculo. E, quando dizemos “calculo”, a
prépria palavra nos remete a este processo que vem do fundo dos tempos,
pois em latim calculus significa precisamente “pequena pedra”, etimologia
que encontramos nas linguas grega e drabe, por exemplo: na primeira,
pséphos significa a0 mesmo tempo “um numero” e “uma pedra”, e na
segunda a palavra haswa, que significa “pedra”, tem o mesmo radical que

7

Isa, cujo sentido ¢ “enumeragdo” ou estatistica”. (IFRAH, 1989, p.117)
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1.4.4 O surgimento do abaco

As pedras estdo intimamente relacionadas a origem dos dbacos. A palavra dbaco
deriva do grego abakos, derivado da palavra abax (tdbua de calculos). Este instrumento teve
origem provavelmente na Babilonia e foi de extrema importdncia no comércio,
impulsionando o surgimento das primeiras mdquinas de calcular. Historiadores acreditam
que abaco tenha surgido das tdbuas de cdlculos desenvolvidas pelo homem na tentativa de
criar instrumentos que possibilitassem o registro e a simplificacdo de contagens.

Dentre os primeiros dbacos destaca-se o dbaco de bolso romano, que consistia numa
placa metdlica com um determinado nimero de ranhuras paralelas, em que botdes moveis
deslizavam ao longo dessas ranhuras.

Ifrah explica como era feita a representagcdo dos nimeros no dbaco de bolso romano:

Cada uma dessas ranhuras correspondia geralmente a uma ordem decimal,
com excecdo das duas primeiras a direita, reservadas as fracdes do as (mais
precisamente as ongas, ou doze avos desta unidade aritmética, monetaria
ou ponderdvel, assim como a metade, ao quarto e ao terco de onca).
Partindo da direita para esquerda, a terceira ranhura correspondia de fato
as unidades simples (ou, para os cdlculos monetarios ou de peso, aos as),
a quarta, as dezenas, a quinta, as centenas, a sexta, aos milhares, e assim
por diante. Além disso, cada ranhura associada a uma ordem de inteiros
era subdividida em duas pegas distintas: uma, em posi¢ao inferior, tinha
quatro botdes valendo, cada um, uma unidade da ordem decimal
correspondente; a outra, mais curta € em posi¢do superior, com um botio
apenas, de valor cinco vezes maior. (IFRAH, 1989, p.121-122)

Figura 11: Representacdo de um dbaco romano.

Fonte: http://slideplayer.it/slide/529846/
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O édbaco foi se incorporando as grandes civilizagdes como um poderoso instrumento

para efetuar cdlculos. Outro dbaco que ficou muito conhecido foi a dbaco chinés.

Figura 12: Abaco chinés representando o nimero 6.302.715.408.
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Fonte: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/af/Abacus_6.png

Este poderoso instrumento de célculo era constituido, em geral, de um quadro
retangular de madeira, formado por uma quantidade definida de hastes nas quais se
encontravam bolas méveis que poderiam ser aproximadas de uma vareta horizontal, que
dividia o quadro em duas partes.

Dessa forma, a disposicdo das bolas era feita de tal maneira que sempre
configuravam duas bolas em cima da haste transversal e cinco bolas embaixo. Cada haste
representava uma ordem decimal especifica. Por convengdo, a haste situada a esquerda tem
valor dez vezes maior que a haste situada a sua direita. As bolas situadas acima da haste
transversal representam multiplos de 5(0, 5 e 10). A figura 12 mostra a representacdo do
nimero 6.302.715.408 no dbaco chinés. Na primeira haste (da direita para a esquerda), por
exemplo, nota-se que na parte superior uma bola foi aproximada a transversal, e na parte
inferior, trés bolas foram aproximadas. Como cada bola na parte superior vale 5 unidades e
cada bola na parte inferior tem valor de 1 unidade temos entdao 5 + 3 = 8.

Dessa maneira, para indicar o nimero 2, por exemplo, basta suspender duas bolas
da parte inferior da haste das unidades. Por outro lado, para indicar o niimero 7, € necessario
abaixar uma bola da haste superior das unidades e suspender duas bolas da parte inferior
dessa mesma haste.

Numeros decimais também eram representados nessa ferramenta de calculo. Ifrah

salienta:

Em geral, os usudrios do contador chinés ndo comecam pelas duas
primeiras hastes (da direita para a esquerda), reservando-as para as fracdes
decimais de primeira e segunda ordem, isto €, para os décimos e centésimos
da unidade. Neste caso, a terceira haste é destinada as unidades simples, a
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seguinte, as dezenas, a quinta, as centenas, e assim por diante. (IFRAH,
1989, p.126)

Dessa forma, para representar o nimero 26,57 é necessario elevar inicialmente duas
bolas inferiores da haste dos centésimos e abaixar uma bola superior dessa mesma haste. Em
seguida, abaixa-se uma bola superior da haste dos décimos. Depois, na haste das unidades,
ergue-se apenas uma bola inferior e abaixa-se também uma bola superior. Por fim, na haste

das dezenas, erguem-se duas bolas inferiores.

1.5 A invencao dos algarismos

Um dos acontecimentos mais revoluciondrios da histéria da humanidade foi a
invencdo dos algarismos. Muitos foram os povos que sentiram necessidade de criar seus
proprios sistemas de numeragao. Dentre estes povos, os babildnios, os gregos, os romanos,
os maias, os chineses e os hindus desenvolveram importantes sistemas numéricos, no intuito
de conseguir aperfeicoar a arte da contagem.

Isso facilitou a manipulagdo de vérias operagdes envolvendo os nimeros, que agora
seriam representados através de simbolos graficos. Portanto, essa inciativa do homem em
sistematizar a contagem foi uma tentativa de contornar os obstaculos que surgiram quando
0 homem passou a operar com nimeros muito extensos.

O homem possui aquilo a que podemos chamar de iniciativa simbdlica, isto €, ele
pode atribuir simbolos para representar objetos ou ideias, estabelecer relagdes entre eles e
operar com eles num nivel conceitual (WILDER, 1968, p.4).

Os nimeros passaram a ser dispostos em grupos, adotando-se um niimero b como
base. Eles foram distribuidos de maneira regular e hierarquizada, fundamentados em suas
respectivas bases. Em termos nao muito formais, mas suficientemente descritivos, diremos
que “base” ¢ o numero de unidades que se convenciona tomar para com elas construir uma
unidade maior, de ordem imediatamente superior, num processo que, em principio, se pode
repetir até ao infinito (NOGUEIRA, 2001, p.39).

Grande parte dos sistemas numéricos utilizados no decorrer da historia
evidenciavam muitas dificuldades estruturais. Uma dessas dificuldades consistia na
representacdo de valores muito elevados. Mas foi gragas a existéncia de simbolos para
valores superiores a base, que o homem conseguiu atenuar as dificuldades colocadas pela

auséncia de unidades de certa ordem.
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Um passo importantissimo para isso foi a utilizacdo do principio de posi¢ao, onde
o valor de um determinado algarismo depende exclusivamente da posi¢do que o mesmo

ocupa na representacao.

Para que uma notagdo numérica seja perfeitamente adaptada a pratica das operagdes
escritas € necessdrio, ndo somente que ela repouse sobre o principio de posi¢do, mas que
possua também simbolos significativos distintos (...). Outra condi¢do fundamental para que
um sistema de numeracao seja tao perfeito e eficaz € possuir o zero. Enquanto outros povos
usaram numerac¢des nao posicionais, a necessidade desse conceito nao se fez sentir. (IFRAH,
1997, p.684). Isso deve-se ao fato de que na auséncia do principio posicional, cada nimero
era designado pela soma dos algarismos que formavam esse nimero, independentemente da
ordem que os mesmos ocupavam na representacdo. Espacos deixados entre dois algarismos
nao tinham nenhuma interferéncia numérica no principio aditivo.

1.5.1 Sistema de numeracao mesopotamico

O sistema de numeracdo mesopotamico tem muita semelhanca com o sistema
egipcio (principalmente os 9 primeiros algarismos). Fundamentado na base 60, seus

simbolos eram gravados em forma de cunhas em pedacos de argila.

Também conhecido como sistema de numeracdo babilonico, o sistema de

numeracao mesopotamico usava apenas 2 simbolos.

* um pequeno “‘prego” vertical, que representava a unidade.

* uma “viga”, para representar a dezena.

Figura 13: Sistema de Numeracdo Mesopotamico de Base 60.
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Em suas tabelas numéricas, encontram-se também representacdoes para 600

2 2 3
(60x10), para 3600 (60 ), para 36000 (60 x10) e para 216000 (60 ). No entanto, essas
representagdes eram conseguidas através de composi¢des recorrendo aos pictogramas

abaixo apresentados:

e 60 era associado a um prego vertical grande.

* 600 por um “prego” vertical associado a uma “viga” 2

* 3600 por um poligono formado pela reunido de quatro “pregos”. :

* 36000 por um poligono precedente, munido de uma “viga ”.

* 216000 reunindo o poligono de 3600 unidades com o prego das sessenta

unidades. ﬁ

A partir dos simbolos da base, 0os nove primeiros “numeros naturais” eram
representados repetindo-se o simbolo da unidade quantas vezes fossem necessdrias. Para
os numeros 20, 30, 40 e 50, repetia-se 0 nimero de vezes necessdrias 0 pictograma que
exprimia a dezena. Usando esse mesmo principio, os nimeros120, 180, 240 e demais
multiplos de 60, eram representados repetindo o nimero de vezes necessarias o pictograma
das sessenta unidades, e assim prosseguindo de forma ordenada.

As imagens a seguir mostram como o nimero 69 deveria ser escrito (figura 14) se
o principio aditivo persistisse € como ele de fato é representado (figura 15) usando-se o

principio posicional.

Figura 14: Principio aditivo

Figura 15: Principio posicional
L

Fonte: Ifrah, 1989, p.237.
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O alicerce da numeragdo suméria assentava entdo no principio aditivo. Os simbolos
podiam ser repetidos até nove vezes. O cravo (prego vertical) era utilizado para representar
os nimeros de 1 a 9. J4 a asna (viga) representava os nimeros de 10 a 90.

A numeragdo suméria exigia, nesse caso, repeticoes de sinais idénticos, ja que se
apoiava no principio da justaposi¢ao dos simbolos pela simples adi¢cdo de valores. Dessa
forma, qualquer nimero desse sistema poderia ser representado com o uso desses dois

simbolos.

1.5.2 O sistema babilonico

As tdbuas numéricas desvendaram uma numeracao cientifica posicional babildnica
alicercada numa base sexagesimal. Isto significa dizer que sessenta unidades de certa ordem

eram equivalentes a uma unidade de ordem imediatamente superior.

[...] Os nimeros de 1 a 59 formavam, assim, as unidades simples ou
unidades de primeira ordem; os de sessenta constitufam as unidades de
segunda ordem; os multiplos de 60 (ou “sessenta vezes sessenta”)
correspondiam as unidades de terceira ordem; e assim por diante. (IFRAH,
1989, p.237)

Os babilonios utilizavam como simbolos apenas um “prego” vertical que
representava a unidade e uma ‘“viga” associada as dez unidades, tornando seu sistema
numérico muito repetitivo.

T ~C

1 10
As ferramentas de escrita, no entanto, trouxeram limitacdes drasticas em relagdo a

variedade de novas marcas, impossibilitando assim o surgimento de novos simbolos.

“Os numeros de 1 a 59 eram representados de modo aditivo, repetindo cada um
desses dois signos tantas vezes quantas fosse necessario” (IFRAH, 1989, p.237)

Esse principio também persistia no interior de cada ordem de unidades. A partir do
60, no entanto, o principio se tornava multiplicativo ja que a base adotada era a sexagesimal.
A partir dai, a representacdo de um numero se tornaria mais simplificada, pois o sistema,
sendo posicional, exigiria uma quantidade menor de simbolos para representé-lo.

Dessa forma, o niimero 19 tinha a seguinte configuragao:

<Fi

Ja o numero 75, com o uso do principio da numeracio posicional, era escrito da
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seguinte forma:

T <F%

Com o surgimento dessa nova forma de escrita, os babilonios abreviaram de uma
forma expressiva a escrita dos seus nimeros. Como exemplo, extraido de Ifrah (1997,
p-299), podemos representar o nimero 1859 usando os dois sistemas, sistema aditivo
sumério contra o sistema posicional babilonico. Nota-se entdo que a simplificacio da escrita
ocorre de maneira satisfatdria:

No sistema sumério (principio aditivo):

HFE%W 1859 = 600+ 600 + 600 + 50 +9

No sistema babildnico (principio posicional):
< EEBF 1859 =30%60+59

Percebe-se notadamente nestas circunstancias a diferenca entre o sistema de
numeracdo suméria e o sistema erudito babildnico.

Os eruditos babilonicos passaram a perceber que esse principio podia ser estendido
a representacdo de todos os inteiros, abolindo-se deste modo os antigos simbolos sumérios
para as unidades superiores a 60.

Apesar de toda a facilidade de utilizagdo do sistema sexagesimal, o sistema
babildonico ndo estava isento de imprecisdes e dificuldades. Uma dessas dificuldades
encontrava-se na auséncia do zero. No inicio, os babilonios nao dispunham de um simbolo
pra representar a auséncia de um ndmero em uma determinada posi¢ao, o que muitas das
vezes gerava registros ambiguos.

Por exemplo, o nimero 80(60+2x10), nesse sistema de numeragdo, era

representado da seguinte forma:

P« «

J4 o nimero 3620 (60° + 0x60 + 2x10) era representado assim:

F <«

Note que ambos 0s niimeros sdo escritos com uso dos mesmos simbolos. A Unica
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diferenca estd no espacamento dos dois primeiros simbolos a esquerda. Esse espacamento
indicava a auséncia de uma poténcia de base 60. Ou seja, tudo dependeria da presenca ou
nao do zero.

Os babilonios até tentaram contornar essa dificuldade. Mas vez ou outra esse tipo

de numeragdo gerou confusio:

[...] ndo tinham nenhum simbolo para o zero; para obviar essa
dificuldade, eles deixavam algumas vezes um espago em branco quando
ndo havia unidades de certa ordem, mas nunca esse espago em branco
aparecia no fim da representacdo de nimeros (ESTRADA, 2000b, p.71).

O sistema de numeracgdo posicional ressentiu-se, até depois do ano 300 a.C., da
falta de um simbolo para o zero que pudesse representar as poténcias ausentes de 60,
originando deste modo alguns mal entendidos na expressdao de um dado nimero.

Para tentar superar essa dificuldade, os babilonios deixaram por vezes um espago
vazio para indicar dessa forma a poténcia de sessenta que faltava (o que ainda gerava
polémica visto que era dificil representar nimeros que tinham ausé€ncias consecutivas de

poténcias de base 60).

T

Assim sendo, representaria:

2
1x60 + 0x60+35
Essa dificuldade foi contornada quando se introduziu um novo simbolo,

3

constituido de dois “pregos” inclinados ou duas “vigas” inclinadas. No entanto, esse
simbolo sé era usado para indicar, dentro de um nimero, a auséncia de uma poténcia
60, e ndo quando ela ocorria no final da sequéncia. Esse simbolo, portanto, era apenas um
zero parcial, pois um zero verdadeiro serve para indicar as poténcias ausentes da base, tanto
no meio como no final das sequéncias de simbolos numéricos.

Um belo exemplo € o referido por Ifrah (1997, p.309), que foi encontrado numa
tdbua astronémica datando da época seléucida (periodo compreendido entre o fim do século
IV a.C. eI a.C.), onde surge o nimero:

4 3 2
2x60 +0x60 +25%x60 +38x60+4
o qual, recorrendo a escrita cuneiforme, assumiria a seguinte configuracao:

e«

A introducdo das vigas inclinadas foi uma das primeiras tentativas do homem em
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representar o zero, apesar do “zero” babilonico ndo ser concebido como uma quantidade.

Sobre isso Ifrah comenta:

O cravo duplo obliquo dos sdbios mesopotdmicos foi sem duvida
compreendido no sentido do vazio (ou melhor, “do lugar vazio que marca
a auséncia das unidades de uma certa ordem’), mas nao do niumero zero
(isto ¢, “quantidade nula”). Vazio e nada ja eram concebidos, mas ainda
ndo eram considerados sindnimos. (IFRAH, 1989, p.243)

Apesar de toda a preocupacdo em representar auséncias de poténcias de 60, a
dificuldade (ou distragdo) dos escribas em simbolizar a auséncia de duas ou mais ordens de
unidades consecutivas ainda continuou presente. Mesmo assim, o contexto tornava claro o
que o escriba queria dizer (o que, para eles, tornava o seu sistema de numeracgao algo facil

de entender).

1.5.3 O sistema atico

Muitas civilizacdes antigas, como a egipcia e a mesopotamica, aprenderam a
pensar os nimeros associados a uma aplicagcdo prética. Os gregos, no entanto, foram os
primeiros a usar uma abordagem dissociada do concreto.

Para os pitagdricos a Matematica lida com abstracdes, onde a no¢do de nimero
tem papel fundamental e que tudo pode ser expresso recorrendo-se aos nimeros naturais e

as suas propriedades.

Na procura das leis eternas do universo, os pitagéricos estudaram
geometria, aritmética, astronomia e musica (o que mais tarde se chamaria
o quadrivium) (...) Os nimeros, isto €, os inteiros, chamados arithmoi,
eram divididos em classes: impares e pares, primos e compostos,
perfeitos, amigos, triangulares, quadrados, pentagonais, etc. (...) oS
pitagéricos investigavam  as  propriedades = desses  numeros,
acrescentando-lhes uma marca do seu misticismo e colocando-os no centro
de uma filosofia césmica que tentava reduzir todas as relagdes

fundamentais a relagdes numéricas («tudo é nimero»)(STRUIK, 1997,
p-78).

Os gregos ndo adotaram um sistema numérico posicional. No decorrer de sua
histdria, eles recorriam a dois sistemas de numeracio, ambos decimais: o atico (em que os
nimeros eram arranjados por ordem e agrupados) e o jonico (que se apresentava na forma
de sistema alfabético).

A referéncia mais antiga de que se tem noticia da utilizacdo do sistema 4tico € uma

inscri¢do cuja datagdo aponta para cerca de 450 a.C. De qualquer forma, no periodo cldssico
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j4 aparecem um maior nimero de vestigios que permitem estudar a implementacdo desse
sistema.

Ha4 indicios de que o uso do sistema dtico se generalizou gradualmente no século
de Péricles, quando do apogeu de Atenas como cidade-estado. A supremacia de Atenas teria
contribuido para o sucesso do sistema. Os atenienses continuaram a utilizar a numeragao
atica durante muito tempo, e assim o fizeram nas suas inscri¢des publicas, mesmo apds a
expansdo do sistema jonico.

A numeracao atica usava 6 simbolos. O niimero 1 era representado por um trago
vertical. Havia representacdes para as poténcias 10, 102, 10% 10% as quais eram,
respectivamente, A, H, X e M.

Havia também um simbolo para representar o numero 5, designado por I', simbolo
que é uma antiga forma de I1 (pi), a letra inicial da palavra grega pente (cinco).

Recorrendo assim aos simbolos numéricos aticos, a seguinte sequéncia
HHHAAT

representaria trezentos e vinte e cinco unidades. Percebe-se que a ordem dos termos €
irrelevante para o cdlculo do ndmero apresentado, pois o valor depende unicamente dos
proprios simbolos e ndo depende da posi¢do que estes ocupam na sequéncia.

Dessa forma, bastard somar os valores que cada um deles simboliza para se obter
o nimero em questdo. Contudo, a convenc¢ao adotada foi ordenar os simbolos por ordem
decrescente do seu valor da esquerda para a direita, o que parece 16gico, pois corresponde
a forma de escrita grega.

A representacdo dos nimeros de 1 a 10 no sistema 4tico aparece na tabela:

Figura 16: Representacdo atica dos algarismos de 1 a 10.

p P T PP e e e A

l 1 z 3 % S B i o = 10
Fonte: Almeida, 2007, p.53.

|

Assim como os sistemas de numeracdo antecessores, o sistema dtico também
enfrentou alguns problemas no momento de representar certos nimeros.

Por ser um sistema aditivo, seriam necessdrios varios simbolos para exibir
determinadas quantidades como, por exemplo, o nimero 9999, que precisaria de
impressionantes 36 simbolos.

Para contornar essa dificuldade, eles introduziram novos simbolos para 5, 50 e
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500, o que possibilitou uma reducdo considerdvel na quantidade de simbolos utilizados

numa representacao.
O simbolo do nimero cinco, I', tanto foi usado sozinho, como também apareceu

em combina¢do com outros simbolos, no intuito de encurtar a representacdo numérica.
Recorreu-se a um principio multiplicativo. Nesses novos simbolos, o I" do cinco € também

associado as letras das poténcias de 10: um pequeno A inscrito no I' designara 50, e assim

por diante.
Em suma, a numeragdo atica passou de um simples sistema decimal aditivo para

um sistema de agrupamento multiplicativo.
Figura 17: Representacdo do método multiplicativo do sistema &tico.

AlFIHIFIXIFIMIT
so | 100 | 500 | 1000 | 5000 |10000 | 50000

Fonte: Almeida, 2007, p.53.
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Ja o sistema jonico passou a ser utilizado aproximadamente no ano de 200 a. C.,
apesar do sistema dtico perdurar por mais um século em Atenas. Esse sistema aditivo e

decimal empregava vinte e sete simbolos e quatro letras do alfabeto grego, além de mais

trés do alfabeto fenicio (diganima para 6, koppa para 90 e sampi para 900).

Figura 18: Representagdo do sistema jonico.
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Fonte: Eves, 2004, p.35.

Os exemplos a seguir, retirados de Eves (2004, p.35), mostram o uso desses

simbolos para representar alguns ndmeros:
Figura 19: Representacido de nimeros no sistema jonico.

12 = 1f, 21 = xa, 247 = ouC.

Fonte: Eves, 2004, p.35.
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Assim como no sistema de numeracdo mesopotamico, o sistema atico e o jonico
ndo apresentavam o zero. Além disso, os gregos ignoravam as fragdes: “Diz-se que os
gregos do periodo cldssico consideravam os inteiros como os Unicos nimeros existentes.
As fragdes nao poderiam existir como nimeros na medida em que os gregos consideravam
como sendo impossivel a divisdo da unidade” (COUSQUER, 1994, p.42). De qualquer
forma, a descoberta dos nimeros incomensurdveis pelos pitagdricos trouxe um novo

conceito de nimero para os gregos.

1.5.4 O sistema egipcio
O sistema de numeragdo hieroglifico era decimal, existindo simbolos para os

nimeros 1, 10, 100, 1.000, 10.000 e 1.000.000, como se observa na figura:

Figura 20: Representacdo do sistema de numeracdo hieroglifico.

=imbolo egipcio descricio nosso nAmers

I ‘bhastio 1

ﬁ calcanhar 10

9 rolo de corda 100
i flor de I&tus 1000

o dedo apontando 10000
o peixe 100000
w homem 1000000

Fonte: http://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematica/sistema-numeracao-egipcios.htm

Devido a forma como se organizava, o sistema hieroglifico era tido como um
sistema de agrupamento simples. Um valor b era escolhido como base e logo depois
escolhiam-se simbolos para 1, b, b%, b®, b*, etc.

Cada simbolo podia ser repetido até nove vezes, exprimindo adi¢do. Num sistema
deste tipo a ordem dos simbolos ndo tem consequéncias, mas 0s egipcios usualmente
escreviam os simbolos por ordem decrescente, ou da esquerda para a direita ou da direita
para a esquerda. (GULLBERG, 1997, p.34)

Um exemplo da forma como os niimeros eram representados pelos egipcios € a

representacao do niumero 1.143.254:


http://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematica/sistema-numeracao-egipcios.htm
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Figura 21: Representagdo no sistema numérico hieroglifico.

ﬁ’[’,_\l\__ 11'1@@ nnA

Fonte: Gullberg, 1997, p.34.

Pelo fato de ndo ser posicional, mas sim aditivo, o sistema hieroglifico apresentou
a mesmas dificuldades do sistema dtico na Grécia: determinadas quantidades, para serem
representadas, necessitavam de um niimero elevado de simbolos. Para diminuir o excesso de
simbolos, os egipcios recorreram a sobreposicao de sinais, passando a exprimir um principio

multiplicativo.

Figura 22: Representacdo do método multiplicativo egipcio.

W TTT 85 6E

Fonte: Austin, 2000, p.80.

1.5.5 O sistema romano

O sistema de numeragdo romano € um sistema decimal de agrupamento simples,
em que os simbolos graficos pertencentes a esse sistema de numeracdo parecem ter sido

extraidos de letras do alfabeto latino.

Figura 23: Representacdo do sistema de numeracao romano.

I v x L C D M
| S0 %0 0 S0 L0

Fonte: Ifrah, 1997, p.397.
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Os simbolos romanos eram originalmente assim representados:

Figura 24: Representacdo primitiva dos algarismos romanos.

A S 20 SR ﬁ

i B 0 50 100 500 1000

Fonte: Ifrah, 1997, p.397.

Com o decorrer do tempo, novas alteracOes na grafia foram introduzidas,
ocasionando uma transformacao grifica na representacdo desses simbolos. Um exemplo
disso € o processo evolutivo que ocorreu com o simbolo que representa o 50 (nos dias atuais)

até chegar ao conhecido L.

Figura 25: Evolucdo historica do “L” no sistema romano.

¢ = o LA |

Fonte: Ifrah, 1997, p.397.

O sistema de numeracdo romano baseava-se no principio aditivo € no principio
subtrativo. O principio aditivo ndo era exclusividade do sistema romano (o sistema &tico e
hieroglifico, por exemplo, adotavam esse principio), mas o subtrativo representou uma
novidade nos sistemas de numeragao.

Este principio consistia no fato de que, um simbolo de uma unidade menor colocado
antes do simbolo de uma unidade maior significa a diferencga entre as duas unidades. Segundo
Eves, “no uso do principio subtrativo deve-se levar em conta, porém, a seguinte regra: o [
s6 pode preceder o V ou X, o X s6 pode preceder o L ouo Ce o C sé pode preceder o D
ouo M” (EVES, 2004, p.33).

Como exemplo disso, podemos analisar o nimero 2944. Se fosse aplicado apenas
o principio aditivo, esse nimero seria escrito assim MMDCCCCXXXXIIII. Com o uso do

principio subtrativo, a representacdo se reduz a MMCMXLIV.

1.5.6 O sistema de numeracao hindu
Os primeiros sinais de atividade matematica hindu foram encontrados, segundo
Cousquer (1994, p.46)), em hinos litirgicos que datam do séc. XV a.C. No entanto, ha uma

dificuldade em datar com precisdo algumas descobertas feitas pelos hindus.
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Todavia Cousquer (1994, p.46) afirma que “foi no norte da India, por volta do séc.
V da nossa era, que nasceu o antepassado do nosso sistema de numeracido e onde foram
estabelecidas as bases do célculo escrito que conhecemos hoje”.

Hoje em dia hd um consenso na comunidade cientifica quando se atribui aos hindus
a proveniéncia do nosso sistema de numeracao. A expressao “algarismos arabes” soa, entao,
de maneira enganosa, visto que, apesar da grande contribuicdo feita pelos drabes, os drabes

retomaram o sistema de numeragao hindu.

O sistema posicional decimal que hoje usamos ter-se-4 originado na India.
Depois, ter-se-4 espalhado pelas regides vizinhas; os povos isldmicos terdo
tido dele conhecimento ainda no século VIII, ou diretamente, ou através de
uma visita de sabios hindus a Bagdad, no tempo de al-Mansur (754-775).
Estes sdbios terdo trazido um texto astronémico, Siddhanta, que depois de
traduzido terd influenciado o interesse dos sdbios islamicos pela
astronomia e pelo sistema de numeracdo decimal. (ESTRADA, 2000c,
p-409)

O periodo da histéria da matemadtica hindu que compreende 200 a.C. a 1200 d.C.
foi uma das mais importantes etapas da matematica hindu. Nesse periodo, matemaéticos
hindus brilhantes desenvolveram importantes trabalhos nos campos da Algebra e
Aritmética. Dentre eles, aparecem os nomes de Aryabhata, nascido aproximadamente em
476 d.C.,Brahmagupta, que viveu entre 598 e 660 d.C. aproximadamente, Mahavira no
século XI e Bhaskara no século XII.

Os hindus recorriam a algumas técnicas bastante hdbeis para fazer determinadas
manipulagdes aritméticas. Um exemplo disso foi o método da inversao, no qual se trabalha

para trds (substituicdo de cada operacdo pela sua inversa), a partir dos dados. Os hindus

também:

somavam progressoes aritméticas e geométricas e resolviam problemas
comerciais envolvendo juros simples e compostos (...) Grande parte do
conhecimento aritmético dos hindus provém do texto Lilavati de Bhaskara.
(EVES, 2004, p.255)

Ao longo da sua histdria, diversos foram os métodos aos quais os hindus recorreram
para escrever nimeros. No entanto, destacamos duas formas de escrita que se destacaram: o
Kaharosthi e o Brahmi.

A escrita Kharosthi, que era registrada da direita para a esquerda, espalhou-se
pelo norte da fndia. Com origem no alfabeto sirio-aramaico, a escrita Kharosthi apresentava

simbolos especificos para os seguintes nimeros:
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Figura 26: Numeros em escrita Kharosthi.

1 4 10 20 100

| X 7 3 l

Fonte: Van der Waerden, 1976a, p.36.

Os nimeros de 1 a 8 obedeciam ao principio aditivo como mostra a figura:

Figura 27: Principio aditivo na escrita Kharosthi.

I 5 “f ) 4] = 16
I B B > [ > 22 7

Fonte: Van der Waerden, 1976a, p.36.

De maneira andloga, a representagdo dos multiplos de 10 na numerag¢do Kharosthi
era da seguinte forma:

Figura 28: Muiltiplos de 10 na escrita Kharosthi.

3733 333 7333 51 4
20 50 60 70 100 200
Fonte: Van der Waerden, 1976a, p.36.

Ja o alfabeto Brahmi difere do alfabeto Kharosthi, pois é escrito da esquerda para a
direita. Nesse sistema de numeracdo, também de base decimal, atribuia-se um simbolo a
cada uma das unidades, dezenas, centenas, unidades de milhar e dezenas de milhar,
“seguindo o mesmo principio da numeragao grega” (COUSQUER, 1994, p.47)

Além de ndo ser um sistema posicional, o sistema Brahmi apresenta uma
caracteristica interessante: as unidades ndo sdo mais construidas por agrupamentos,

diferentemente do que acontecia em outros sistemas de numeracao.

Mais propriamente cada unidade recebe um simbolo individual, uma
“figura”. A existéncia de simbolos especiais para 1 ... 9 é uma das
importantes caracteristicas da aritmética hindu e proporciona o pré-
requisito para se avangar para um sistema decimal posicional (VAN
DER WAERDEN, 1976a, p.37).

A numerag¢do Brahmi apresentava, no séc. III a.C., simbolos diferentes para os
ndmeros um, quatro ... nove, entre outros.

Figura 29: Numeracio Brahmi
= = = I fr &P 7 5 s
2 3 4 5 6 7 8 9

Fonte: Kline, 1972, p.183.
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Além disso, o sistema Brahmi apresentava simbolos especificos para os multiplos

Figura 30: Multiplos de 10 no sistema de numera¢do Brahmi.

o o &+ ® 44 4 I o &

10

20 30 40 3 60 0 B0 90

Fonte: Van der Waerden, 1976a, p.37.

Multiplos de 100 também foram representados nesse sistema:

Figura 31: Miiltiplos de 100 no sistema de numeracdo Brahmi

7 100;7 200;%500; ? 1000 ; T‘- 4000 ; t-"77.70000

Fonte: Van der Waerden, 1976a, p.37.

E importante ressaltar que muitas especulagdes mostram-nos que a sequéncia dos

nimeros hindus j4 era decimal a muito tempo e que existiam palavras para representar nao

apenas os numeros de 1 a 9, como também diversas poténcias de 10.

Uma das caracterfsticas hindus € que a terminologia para as poténcias
de dez ndo parou em 104, tal como nos Gregos, ou tal como nos Romanos
em 103; eles ja tinham sinais para poténcias de dez até 10> no terceiro
século. Por conseguinte parece que o sistema hindu de escrever niimeros

era baseado no nimero 10 numa era da qual ndo hd evidéncias escritas.
(VAN DER WAERDEN, 19764, p.35).

1.5.7 O surgimento dos algarismos arabicos

Ao contréario da maioria dos povos cristdos da Europa, que continuaram adotando

sistemas numéricos arcaicos, os drabes apreciaram as vantagens do sistema hindu e passaram

a ser intermedidrios entre a India e o Ocidente. Esse interesse dos drabes pela cultura oriental

€ retratado por Ifrah:

[...] Com relacdo aos ndmeros, primeiro eles se interessaram pelas
numeracdes alfabéticas grega e judia, cujo uso foi adaptado as 28 letras de
seu proprio alfabeto. Por intermédio dos gregos e dos cristdos da Siria e
Mesopotamia, eles recuperaram também o velho sistema sexagesimal
posicional e o zero dos sdbios babilonios, adaptando-os a sua prépria
escrita em suas tabuas astronomicas. Mas quando eles tiveram acesso as
descobertas hindus, foi como uma iluminagdo. Mantendo frutuosas
relacdes comerciais com a India pelo golfo Pérsico a partir do porto de
Bassora, os drabes se iniciaram na astronomia, na aritmética e na dlgebra
dos sdbios desta civilizacdo. A partir do final do século VIII, adotaram o
conjunto do sistema numérico hindu: ndimeros, numeragcdo decimal de
posicao, zero e métodos de célculo. (IFRAH, 1989, p.297)
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Apesar dos drabes terem absorvido produtos das culturas grega, babildnica e hindu,
eles também trouxeram suas proprias contribuicdes, ao aliar com admirdvel sucesso, por
exemplo, o cardter rigoroso do pensamento matematico e filoséfico grego ao aspecto pratico
da ciéncia desenvolvida pelos hindus. Isso possibilitou um enorme progresso na Matemaética
e Astronomia da época.

No periodo do califado, os algarismos drabes ainda apresentavam uma grafia bem
proxima da numeracdo hindu. Apés algum tempo, eles assumiram um aspecto bem diferente

da grafia que lhes deu origem. Essa transformacdo é retratada na figura a seguir:

Figura 32: Desenvolvimento dos algarismos hindu-arabicos.

i N33 $F FI59
e N3AZHA FI959 e
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Atual 1 2 345 6 78 90

Fonte: http://criandonumeros.blogspot.com.br/ZOl2/0-5/

A superioridade da cultura e ci€ncia drabe em relagdo aos povos ocidentais se tornou
tdo evidente que, durante vérias geracdes, os simbolos acima representados ficaram
conhecidos, equivocadamente, como “algarismos arabicos”.

Dentre os matematicos que apresentaram destaque na cultura drabe, figura o nome
de al-Khowarizmi (aproximadamente 780-850). Um sdbio que contribuiu para a propagacao
de métodos algébricos e de cédlculo para o0 mundo ocidental.

As obras de al-Khowarizmi tiveram tamanha contribui¢ao e foram tao difundidas
que seu nome, latinizado, passou por diversas alteragdes e acabou dando origem as palavras

algoritmo e algarismo.

1.6 Um breve historico sobre a origem do zero

O sistema de numeracdo decimal permite perfeitamente a representacdo de
qualquer nimero com o auxilio de seus 10 algarismos. Essa facilidade de representacao
numérica nao estd relacionada com a natureza de sua base. Outras representagoes

equivalentes poderiam ser obtidas através de sistemas de numeracdo niao decimais. Mas a


http://criandonumeros.blogspot.com.br/2012/05/
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superioridade de nosso sistema de numeragdo atual deve-se principalmente a unido do
principio de posi¢do e do conceito de zero.

Ha4 indicios de que a origem do zero remonta do sistema de numeracao babildnico.
Por ser posicional, o sistema de numeragdo babilonico esbarrava em certas dificuldades
como, por exemplo, a insisténcia que os matemdticos e astronomos babildnios tinham em
ignorar o uso de um simbolo para representar o vazio. A aceitacao do zero incomodava-os

bastante, pois, segundo Ifrah:

Quando se aplica o principio de posi¢cdo, hd um momento em que é preciso
dispor de um signo gréfico especial para representar as unidades que estao
faltando. Um exemplo: € preciso escrever o nimero 10 utilizando nossa
atual numeragdo decimal de posicdo. Dez é a base do sistema: deve-se
entdo colocar o algarismo 1 na segunda posicdo para que ele signifique
“uma dezena”. Mas como significar que este “1” estd na segunda posi¢do
se ndo ha nada para colocar na primeira? Com doze € facil; escreve-se
primeiro um “1”, depois um “2” (uma dezena e duas unidades). Mas, e
dez? é preciso colocar um “1” e...nada. Assim, também para 702 ¢ preciso
colocar um “2” na primeira posi¢do, um “7” na terceira e nada entre os
dois. IFRAH, 1989, p.241)

Historicamente falando, as “vigas” inclinadas do sistema babilonico indicaram a
primeira representacdo do zero. Apesar disso, o zero babildonico ndo tinha a conotacdo de
nimero em sua esséncia: ele era apenas um recurso que a notacao exigia. Como salienta

Stewart:

Antes do século IX, o zero era visto como um simbolo conveniente para
calculos numéricos, mas ndo era considerado um nimero como tal.
Provavelmente porque ndo contava nada. Se alguém pergunta quantas
vacas vocé tem, e vocé tem algumas vacas, vocé aponta para elas, uma de
cada vez, e vai contando “um, dois, trés,...”. Mas se vocé ndo tem
nenhuma, ndo aponta para uma vaca ¢ diz “zero”, porque ndo ha vaca para
apontar. Como vocé ndo pode obter O por contagem, evidentemente nio é
um nimero. (STEWART, 2016, p.146)

O fato dos niimeros passarem a apresentar outras utilidades além da prética de
contagem e a rdpida propagacdo do zero para outras culturas e sistemas de numeragao
fortaleceu a ideia de que o zero poderia se comportar como qualquer outro nimero, apesar
de apresentar certas caracteristicas bem distintas em relacdo aos demais nimeros (como por
exemplo, o fato de que qualquer nimero ndo nulo multiplicado por zero resulta no préprio
Zero).

Apesar da brilhante ideia dos babilonicos de representar o zero usando o um signo,

o antigo sistema hindu traz um diferente ponto de vista sobre a sua invengao.
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Esta numeracdo apresentava uma caracteristica bem semelhante ao nosso sistema
de numeragdo moderno: todos os nimeros, de 1 a 9, eram representados por simbolos
distintos e, visualmente, ndo traziam consigo nenhuma relagdo com os nimeros que estavam
associados. Isso quer dizer que o nimero 7, por exemplo, ndo era mais representado por um

grupo de sete barras, e sim por um simbolo especifico.

Figura 33: Representacdo sequencial dos nimeros de 1 a 9 no antigo sistema de numeragdo hindu.

N33 %F £$7529

Fonte: http://pedagogasmatematica.blogspot.com.br/2013/11/ (adaptado)

Este sistema arcaico apresentou um grande obstdculo aos astronomos da época:
ndmeros grandes (acima de 100.000, por exemplo) ndo eram passiveis de representagao
neste sistema.

Para contornar essa dificuldade, houve a necessidade de recorrer aos nomes de
nimeros do sdnscrito, ou seja, tiveram a ideia de representar os niumeros ‘“por extenso”.

Assim, cada niimero recebeu um nome especifico.

Figura 34: Representagdo “por extenso” dos numeros de 1 a 9 no antigo sistema hindu.

1-eka 4 — catur 7 — sapta
2 —dvi 5 - pafica 8 — asta
3-tri 6 — gat 9 - nava

Fonte: https://sites.google.comy/site/fisiklain/home/1/matematica-hindu

Além destes numeros, as poténcias de 10 também receberam nomes particulares:

10 = dasa
100 = sata
1.000 = sahasra
10.000 = ayuta

100.000  =laksa
1.000.000 = prayuta
10.000.000 = koti
100.000.000 = vyarbuda
1.000.000.000 = padma

Considerando as poténcias de 10 e os nimeros de 1 a 9 agora com esta

nomenclatura, qualquer ndmero era facilmente representado.


http://pedagogasmatematica.blogspot.com.br/2013/11/
https://sites.google.com/site/fisiklain/home/1/matematica-hindu

Para exprimir um determinado ndmero, bastava colocar o nome
indicador da dezena (dasa) entre o das unidades simples e o das
unidades de segunda ordem, o nome indicador da centena (sata) entre
o das unidades de segunda e terceira ordens, em seguida o nome
indicador do milhar (sahasra) entre o das unidades de terceira e quarta
ordens, e assim por diante, conformando-se para tanto ao sentido da
leitura acima. (IFRAH, 1989, p.268)

Dessa forma, o nimero 435.712 era enunciado da seguinte forma: 2, I dasa, 7
sata, 5 sahasra, 3 ayuta, 4 laksa. (literalmente, dois, uma dezena, sete centenas, cinco
milhares...).

Apesar de todas essas novas contribuicdes e avangos, novas alteragdes no
sistema ainda eram imprescindiveis. Para abreviar a representacdo por extenso de um
determinado nimero, os matematicos e astronomos hindus passaram a omitir os nomes
que indicavam as poténcias de base 10 (dasa, sata, sahasra, ayuta, etc), mantendo apenas
a sequéncia regular das unidades de 1 a 9, de acordo com as poténcias crescentes de 10.

Dessa forma, com a nova “versdao”, o numero 5.347 passou a ser enunciado e
representado da seguinte maneira:

“Sete. Quatro. Trés. Cinco”
(7+4x10+3x100+5%x1000)

Esta nova forma de representacio trouxe um grande progresso ha escrita € nos
célculos da época. Assim, ao dizer: “dois, dois”, por exemplo, atribuia-se o valor de 2
unidades ao primeiro dois, e o valor de duas dezenas ao segundo, formando o nimero
22.

Mas esse progresso se esbarraria em uma nova dificuldade. Como expressar
nimeros que apresentam auséncias de unidades de uma certa ordem?

Tomemos por exemplo o nimero 403. Se ndo existia uma palavra especifica
para representar que nesse nimero nao ha dezena, entdo como representd-lo? Nao bastava
dizer “Trés. Quatro”, pois essa representagdo vocabular representaria 43 e nao 403.

Os hindus resolveram a dificuldade ao introduzir o vocdbulo sunya (vazio), para
representar a auséncia da unidade de uma determinada ordem. Assim o nimero 403 seria
enunciado como:

Tri sunya catur

(“Trés. Vazio. Quatro™)
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Com essa possibilidade de representar o “vazio”, ndo haveria mais possibilidade
de equivocos. Os hindus acabavam de inventar o zero. Eles detinham todos os elementos
necessarios para a construcao da numeracao moderna, a saber: a descoberta do zero, uso

do principio de posicao e algarismos distintos e isentos de qualquer intui¢cdo visual para

os numeros de 1 a 9.

De certa forma, o zero dos hindus ainda necessitava de um grande
aperfeicoamento, pois até o final do século VI sua unica funcdo era aparentemente

preencher “vazios” deixados pelas unidades ausentes. Era preciso fazer dele um nimero

como todos os demais.

A matemadtica hindu conseguiu entdo agregar duas nog¢des distintas e complexas:

a nocdo de nulidade e a de auséncia. Nas palavras de Ifrah:

Gragas a isto, 0 matematico e astrdnomo Brahmagupta pode ensinar,
numa obra do ano de 628, o modo de efetuar simplesmente as seis
operacdes fundamentais (adi¢do, subtracdo, multiplicacdo, divisdo,
elevacdo a poténcias e extracdo de raizes), em relacdo ao que foi
denominado “os bens”, “as dividas” e “o nada”, isto €, em termos
modernos, 0os nuimeros positivos, negativos ou nulos. A &lgebra
moderna acabava de nascer, e o sdbio descobrira uma de suas regras
fundamentais: uma divida subtraida do nada torna-se um bem, e um
bem subtraido do nada torna-se uma divida (o oposto de um nimero
positivo é negativo, e inversamente). (IFRAH, 1989, p.293)
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Mas a invenc¢do do zero ndo deve ser creditada apenas aos babilonios e hindus. Os

Maias também desenvolveram um interessante sistema de numeracao, fundamentado na base

20. Esse sistema, bem semelhante ao babil6nico, era restrito a apenas dois simbolos: um

ponto (.) para representar a unidade e um traco horizontal (—) para representar o nimero 5.

Figura 35: Representagcdo maia horizontal dos nimeros de 0 a 19.
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Fonte: http://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematica/o-sistema-numeracao-maia.htm
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Além de a base escolhida ser o nimero 20, os maias usavam um simbolo especifico
para representar o nada, isto €, para a auséncia de unidades que deveriam compor um
nimero. Para isso, eles representaram o zero usando uma concha, como mostra a figura 35.

Sobre essa representagdo simbdlica do zero, Gundlach apud Lovo & Souza &

Baraneck comenta:

Talvez o uso sistematico mais antigo de um simbolo para zero num sistema
de valor relativo se encontre na matemdtica dos maias das Américas
Central e do Sul. O simbolo maia do zero era usado para indicar a auséncia
de quaisquer unidades das varias ordens do sistema de base vinte
modificado. Esse sistema era muito mais usado, provavelmente, para

registrar o tempo em calendarios do que para propdsitos computacionais.
(GUNDLACH, 1992, p.35)

E curioso o fato de que no sistema de numeragio maia, os nimeros de 1 a 19 sejam
representados de forma simples por tragos e pontos, mas a partir do ndmero 20, cada
algarismo apresentava um valor que dependia exclusivamente de sua posi¢do na coluna
vertical. Isso tornava o sistema essencialmente semiposicional.

Dessa forma, para os nimeros de duas ordens, por exemplo, colocava-se o
algarismo das unidades embaixo e o algarismo das vintenas na parte superior. Assim, 0s

nimero 41(2x20+1) e 120(0+6x20) eram representados da seguinte maneira:

i -
29 = A1 ———— =120

* <>

Mais curioso ainda € o fato de que o sistema de numeracao maia era fundamentado

numa base vigesimal modificada. Nas palavras de Ifrah:

Normalmente, o patamar imediatamente superior (a terceira posicao deste
sistema de base vinte) deveria corresponder a valores vinte vezes maiores
que os do segundo patamar. Assim como para nds a terceira ordem ¢é
associada as centenas (isto €, aos multiplos de 10x10 = 100), a terceira
fileira desta numeracgio deve ter correspondido as “quatro centenas” (isto
¢, aos multiplos de 20x20 = 400). IFRAH, 1989, p.252)

A irregularidade no sistema encontrava-se no fato de que o terceiro patamar

indicava na verdade os multiplos de 360(18x20) e ndao de 400. Dessa forma, o niimero:



Indicava na verdade 11x360 + 2x20 + 6 e ndo 12x400 + 2x20 + 6.

Para as posicdes seguintes, voltava-se a um uso estrito da base vinte,
valendo cada patamar, a partir do quarto, vinte vezes mais do que o
patamar imediatamente inferior. Assim, em virtude da irregularidade
da terceira ordem, a quarta posi¢do correspondia, por sua vez, aos
multiplos de 7.220 = 20x360 (e ndo aos de 8.000 = 20x20x20), a
quinta posicdo aos mudltiplos de 144.000 = 20x7200 (e ndo aos
multiplos de 160.000 = 20x20x20x20), e assim por diante. (IFRAH,
1989, p.252)
A invengdo do zero foi fundamental para que cada algarismo ocupasse o seu
devido lugar mesmo que existissem unidades ausentes. Como exemplo, temos o seguinte

ndmero escrito na numeragao maia:

e
7

©,
@,

2

Na base vigesimal modificada este nimero pode ser transcrito da seguinte
forma: 7x7200 + 0x360 + 0x20 + 2 = 50.402.

Ressalta-se que a irregularidade causada pelo fato da terceira posi¢do nio ser
um multiplo de 400 tornou o zero maia impréprio para qualquer possibilidade operatoria.

Segundo Ifrah:

53
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Em nossa numeracao atual, o zero desempenha realmente um papel de
operador aritmético: o valor 460 (=4 x 100 + 6x 10 + 0) cuja escrita
foi deduzida por adjun¢do de um zero no final da representacdo do
nimero 46(=4 x 10 + 6), tem por valor o produto de 46 pela base 10
(460 =46 x 10).

Se a numeracdo maia tivesse sido estritamente vigesimal, seu zero
também disporia da propriedade operatdria: a adjuncio de um zero no
final da representacdo por algarismos teria multiplicado pela base vinte
o valor do nimero correspondente. (IFRAH, 1989, p.254)

Nao foi o caso, como podemos constatar no seguinte exemplo:

Figura 36: Irregularidade operatdria do zero maia

Fonte: Ifrah, 1989, p.254.

Esta irregularidade impossibilitou que os Maias desfrutassem de descobertas

esséncias nos ramos de Calculo e Matematica Abstrata.
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2. 0S PADROES NUMERICOS

A aprendizagem da Matemadtica inicia-se com a no¢do de nimero. Os numeros
estruturam esta ciéncia. Embora o estudo deles muitas vezes se atenha as suas propriedades,
¢ dominante no Ensino da Matemadtica a perspectiva que os concebem também vinculados
ao contexto histoérico que deu origem a eles.

Outro grande alicerce da Matematica sdo os padroes numéricos. Eles podem nos
revelar uma Matemadtica muito mais divertida e interessante do que se possa pensar. Existem
diversos tipos de padrdes, sendo os numéricos um dos que se apresentam de forma mais
interessante. O conceito de padrdo numérico é utilizado quando nos referimos a um
agrupamento de nimeros onde se detectam regularidades.

E incontestdvel que a natureza é regida por padres. Mas o que devemos fazer com
eles? A Matemadtica estudada no Ensino Médio é realmente tdo interessante e abrangente a
ponto de mostrar que, por exemplo, apesar do 7 ter incontdveis aplicagdes na trigonometria

e na geometria, ele pode aparecer em problemas que nem sequer envolvem circulos?

Vivemos sob um universo de padrdes, declarou Stewart (1996, p.11). E nesse

sentido, os padrdes ddo vida a matemética. Segundo o autor:

A mente e a cultura humanas desenvolveram um sistema formal de
pensamento para reconhecer, classificar e explorar padrdes. Nos o
chamamos Matemadtica. Usando a Matemadtica para organizar e
sistematizar nossas ideias a respeito de padrdes, descobrimos um grande
segredo: os padrdes da natureza nao existem somente para ser admirados,
eles sdo pistas vitais para as regras que governam 0s processos naturaisf...]
(STEWART, 1996, p.11)

A busca por uma Matematica divertida e intrigante tem impulsionado as pessoas a
implantar diversos tipos de enigmas e problemas de forma a instigd-las a desafiar suas
proprias mentes no intuito de estimular o desenvolvimento de habilidades baseadas nos
nlimeros e suas peculiaridades.

Poucos autores trabalham a Matematica lidica associada a um contexto histdrico.
Dentre esses, O professor Julio César de Mello e Souza, mais conhecido pelo pseuddnimo
de Malba Tahan, foi um dos que trouxeram excelentes obras de cariter pedagdgico para o

ensino de Matematica no Brasil.
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Na sua obra prima O homem que calculava, Malba Tahan traz uma narrativa
envolvendo Matematica e cultura drabe e apresenta solugdes simples para problemas
matematicos aparentemente complexos. Dessa forma, a obra expde em enfoque histérico
uma Matemadtica associada a problemas da vida cotidiana, como preconiza as exigéncias

curriculares nacionais de Matematica do Ensino Médio:

A forma de trabalhar os contetidos deve sempre agregar um valor
formativo no que diz respeito ao desenvolvimento do pensamento
matematico. Isso significa colocar os alunos em um processo de
aprendizagem que valorize o raciocinio matemdatico — nos aspectos de
formular questdes, perguntar-se sobre a existéncia de solugao, estabelecer
hipéteses e tirar conclusdes, apresentar exemplos e contraexemplos,
generalizar situagdes, abstrair regularidades, criar modelos, argumentar
com fundamentacdo 16gico-dedutiva. Também significa um processo de
ensino que valorize tanto a apresentacdo de propriedades matematicas
acompanhadas de explicacdo quanto a de férmulas acompanhadas de
deducio, e que valorize o uso da Matematica para a resolug@o de problemas
interessantes, quer sejam de aplicac@o ou de natureza simplesmente tedrica
(BRASIL, 2006, p.69-70)

Os autores citados nesse trabalho tentam mostrar que nao hd necessidade em
dissociar os aspectos “sérios” da Matematica dos aspectos divertidos, afinal, mesmo em
meio as brincadeiras e jogos matematicos existem muitas propriedades que estruturam

campos ainda ndo abordados pela rainha das ciéncias.

2.1 Par ou impar?

Denominamos de nimeros pares todos os nimeros que pertencem a sequéncia ..., -
4,-2,0,2,4,6,..., ou seja, todos os nimeros que podem ser escritos na forma 2k, em que k
¢ um inteiro qualquer. Consequentemente, um nimero € dito impar se pertencer a sequéncia
complementar..., -3, -1, 1, 3, 5,..., ou seja, sdo os nimeros da forma 2k + 1, em que k € algum
inteiro.

Em outras palavras, nimeros pares sdo nimeros divisiveis por 2 (nimeros que ao
serem divididos por 2 deixam resto 0); nlimeros impares deixam resto 1 quando sdo divididos
por 2.

Essa distin¢ao dos nimeros inteiros em pares e impares d4 origem a leis aritméticas
interessantes: a soma e o produto de dois numeros pares € sempre par, a soma de dois

numeros impares € sempre par, 0 quadrado de um niimero impar € impar, etc.
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Um importante conceito que surge a partir dai € o conceito de paridade. A paridade
de um nimero € a caracteristica desse numero em ser par ou impar. Dizemos que dois
nimeros t€ém a mesma paridade se ambos forem pares ou ambos forem impares. Dessa
forma, 2 e 8 t&ém a mesma paridade; ja 5 e 6 t€ém paridades distintas. Uma consequéncia disso
€ que a soma de dois nimeros com a mesma paridade € par e a soma de dois nimeros com
paridades distintas € impar.

A partir deste conceito surgem outras propriedades importantes:

e A soma de qualquer quantidade de inteiros pares € um nimero inteiro par.

e A soma de qualquer quantidade par de inteiros impares € um niimero inteiro par.

e A soma de uma quantidade impar de inteiros impares € um inteiro impar.

e A soma de um grupo de inteiros pares e impares € um inteiro que tem a mesma paridade
que a quantidade de parcelas impares que foram somadas.

Uma simples aplicagdo destas propriedades pode resolver facilmente o seguinte
exemplo:

Mostrar que em qualquer grupo é par o niimero de pessoas que jd apertaram
um numero impar de mdos nesse grupo.

De fato, seja N o nimero de pessoas de um determinado grupo, n, o nimero de
apertos de mao dados pela pessoa p e k o nimero de apertos de mao trocados. Assim temos:
ny+n2+n3+ -+ nNN= 2k.

Como a soma dos apertos de mao € par, entdo hd uma quantidade par de parcelas impares.

O conceito de paridade estende-se até as permutacdes. Permutacoes sao formas de
se reagrupar uma lista ordenada de objetos. Se o conjunto apresentar n objetos, entdo o
nimero de permutagdes possiveis serd dado por:

n'=nn—1Hn-2)(n-3)--3.2.1

As permutacdes sdo classificadas em dois tipos: permutacdes pares € permutacdes
impares. As permutagdes pares sdo assim chamadas, porque trocam a ordem de um nimero
par de pares de objetos distintos; j4 as permutacdes impares trocam a ordem de uma
quantidade impar de pares de objetos.

Stewart (2016, p.48-51) nos d4 uma maneira interessante para entendermos a
diferenca que h4 entre as permutacdes pares e impares usando diagramas com setas.
Suponha, por exemplo, uma permuta¢do X que inicia com a lista 1,2, 3, 4, 5 e logo em
seguida seus elementos sdo reordenados na seguinte maneira: 2, 3, 4, 5, 1. Usando setas para

representar a movimentacao dos nlimeros temos:
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Figura 37: Diagrama para a permutacdo X

[ 2] [ (<l

nadill

Fonte: Stewart, 2016, p.48.

Definicdo 1: Dizemos que uma permutacdo X é par se c(X) é par. De forma
complementar, uma permutacdo é dita impar se c(X) for impar. Em que c(X) representa o
nuimero de cruzamentos das setas da permutagdo X.

O diagrama da figura 37 mostra uma seta partindo de 1 e cruzando as demais setas.
Dizemos que essa permutacio X tem niimero de cruzamento 4, e representamos por ¢(X) =
4. Ja a permutacdo Y, indicada na figura abaixo, tem nimero de cruzamento 3, logo c(Y) =

3.

Figura 38: Diagrama para a permutacdo Y

g
Fonte: Stewart, 2016, p.48.
Uma operag@o muito interessante a respeito das permutacdes € a composigcdo de

permutacoes, isto €, a criacio de uma permutacio a partir de outras duas permutacoes.
Suponha que XY seja a composicdo das permutacdes X e Y, dadas anteriormente. Com o

uso do diagrama de setas podemos representar este tipo de composicao.

Figura 39: Diagrama para a permutagio X seguida de Y

Fonte: Stewart, 2016, p.49.
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Retirando-se a linha central de nimeros e logo em seguida unificando as setas,

obtemos a composicdo XY, cujo processo estd exemplificado nas figuras a seguir:

Figura 40: Diagrama para a permutagio Figura 41: Diagrama para a permutagio
XY, antes da unificag@o das setas. XY, apds a unifica¢do das setas.

Fonte: Stewart, 2016, p.49-50.

Note que, antes da unificacdo das setas, a soma do nimero de cruzamentos de X e
Y (7 no total) era justamente o nimero de cruzamentos da composicio XY. Com a
unificacdo, dois cruzamentos foram “cancelados”. Essa particularidade ¢ ressaltada por

Stewart:

Esta observacgdo vale genericamente. Se compusermos duas permutacdes
quaisquer A e B para obter AB, entdo, antes de unificarmos as setas, a
quantidade de cruzamentos para AB é a quantidade de A mais a
quantidade de B. Quando unificamos as setas, a quantidade de
cruzamentos ou fica a mesma, ou subtraimos um ndmero par. Entéo,
embora c (AB) ndo precise ser igual a c(A) + c(B), sua diferenca é sempre
par. E isso significa que a paridade de c(AB) € a soma das paridades de
c(A) e ¢(B). (STEWART, 2016, p.51).

A paridade de permutagdes apresenta importantes aplicacdes em demonstracoes
que envolvem problemas aritméticos, em especial problemas relacionados a invariantes
combinatorios. Um desses problemas é o enigma 14-15. Este quebra-cabeca é composto de
15 pecas quadradas e um quadrado vazio localizado no canto inferior direito que deslizam
num tabuleiro de 16 casas, em que o 14 e 15 sdo os Uinicos nimeros que ocupam posi¢coes
invertidas. O objetivo € deslizar os nimeros sucessivamente para o quadrado vazio no

intuito de obter a sequéncia numérica correta.
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Figura 42: Representacdo do enigma 14-15

Fonte: Stewart, 2016, p.52.

A paridade das permutacdes mostra que este enigma ndao tem solucdo. Cada
posi¢ao deste quebra-cabega € entendida como uma permutagdo da posic¢ao inicial. O quebra
cabeca € na verdade uma permutacdo impar da sequéncia correta, visto que hd apenas um
par de blocos trocados (14 e 15), isto €, se X representa a sequéncia com os nimeros 14 e
15 invertidos, entdo c¢(X) =1. Mas para que o problema fosse resolvido, os movimentos
possiveis deveriam sempre levar a permutacdes pares. (Para ver mais detalhes vide SINGH,
Simon. O Ultimo Teorema de Fermat: a histéria do enigma que confundiu as maiores
mentes do mundo durante 358 anos; traducao de Jorge Luiz Calife. 13ed. — Rio de Janeiro:

Record, 2008, p.139-144).

2.2 Divisao euclidiana
Teorema 1: Sejam a e b dois niimeros inteiros com a # 0. Existem dois unicos
niimeros inteiros q e r tais que:

b=aq +r; com0<r<]|al|, emque qé o quociente e r é o resto da divisdo de b por a.

Demonstracdo: Primeiramente devemos mostrar a existéncia de q e de r. Em
seguida mostraremos suas unicidades. Temos que b € um multiplo de a ou b estd
compreendido entre dois multiplos de a: aq e a(q+1) para algum q inteiro. Se b € um multiplo
de a, digamos, b = ak, trivialmente temos q =k e r = 0. Caso b ndo seja multiplo de a, teremos
aq < b < a(g+1). Nesta igualdade podemos subtrair aq de todos os membros, tendo assim, 0
<b—-aq<a. Tomando b —aq =rtemos b=aq +r, dai 0 <r <|a|. Segue que, quandor =0, b

¢ um multiplo de a.
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Para provarmos a unicidade de q e r, suponhamos que existam outros inteiros r’ €
q’ tais que b=aq’ +1’, com 0 <1’ <|a|. Dessa maneira temos b =aq +r=aq’ +1’. Ou seja,
(r—r’)=a(q—q’). Assim, (r — r’) ¢ um multiplo de a e como —a <r —1’ < a, 0 Unico valor
possivel ér—1’ =0, 0 que implica em r =1’ e, consequentemente, em q = q’.

Assim, o quociente e o resto da divisdo de 77 por 5 sdo g = 15 e r = 2. Dessa maneira,

o 77 pode ser escrito na forma 77 = 5(15) + 2. Ja a divisdo de -14 por 3resultaemq=-5er

=1eassim-14 =3(-5) + 1.

Com a divisao euclidiana, os niimeros inteiros sdo divididos em dois grupos: o dos
pares e o dos impares. Dessa maneira, se n € um inteiro qualquer, hd somente duas

possibilidades:

i) Um nimero serd par se for representado na forma n = 2q, em que q € Z.

i1) Um nimero serd impar se for representado na forman =2q + 1, em que q € Z.

O conhecimento deste tipo de classificagdo e da divisdo euclidiana possibilita a
andlise da paridade de algumas operagdes com nimeros inteiros. Por exemplo, se quisermos
saber a paridade do quadrado de um ndmero inteiro impar fazemos da seguinte forma: Seja
n um nimero inteiro impar. Logo n pode ser escrito na forma 2k + 1, em que k € um inteiro

qualquer. Dessa forma temos:
n?=2k+ 1) =4k> + 4k +1 = 4(K>+ k) + 1.
Fazendo k? + k = p, isso acarreta que n> = 4p +1, ou seja, que n’ é fmpar.
Proposicdo: Dado n € N, mostre que, se n é impar, entdo n? — 1 é divisivel por 8.
Demonstragio: Devemos mostrar que, dado n impar, n> — 1 = 8k, em que k € Z.
> —1=Qp+1)—1=@p>+4p+1)—1=4@p>+p)=4p(p+ 1).

Sendo p e p +1 sdo naturais consecutivos, entdo o produto entre eles € par. Logo, fazendo

p(p + 1) = 2k chegamos a n> — 1 = 4.2k = 8k, concluindo que n*— 1 ¢ divisivel por 8.

O método de divisdo euclidiana, quando feito de maneira sucessiva, possibilita

também a conversdo de bases. Pela divisdo euclidiana sabemos que:
a=bg+r;comr<b,emquea,b,qgere Neb>1.

Aplicando sucessivamente o algoritmo da divisdo temos:
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a=bqo+r10; 10 < b;
qo=bqi + ;11 <b;

qi =bqx +12; 12 < b;

gn-1 =bgn + ;1 <b.

A representacdo de um certo ndmero a para uma nova base b é dada por a = (rarn-
1...I2r'110)b, OU S€ja, para transformarmos um nimero a para uma nova base b dividimos a por
b, encontrando um quociente qo. Depois dividimos qo por b, encontrando um novo quociente
g1 e assim sucessivamente até encontrarmos um quociente nulo. Logo em seguida tomamos
a ordem inversa dos restos sucessivos dessas divisdes. Exemplificando, para transformarmos

(492)10 para a base 5, procedemos da seguinte maneira:
492 =598 +2
98=5.19+3
19=53+4
3=5.0+3
Portanto, o numero 492 na base 5 € representado por (3432)s.

2.3 A regra dos noves fora e o codigo de barras

A famosa prova dos noves, que em tempos passados era bastante difundida no
ensino de Matemdtica, € um teste aritmético de verificacdo de possiveis erros que um
resultado pode apresentar. Baseada em conceitos de divisibilidade e congruéncia, a regra dos
nove € condicdo necessdria, mas nao suficiente, para que um resultado de uma determinada
operagdo esteja correto.

Sobre o uso da regra dos noves surgem questionamentos importantes: Por que
utilizar o numero 9 nessa regra, em vez de tentar os demais? Por que ndo usamos, por
exemplo, a regra dos “onzes-fora” ou dos “quinzes-fora’? O que o nimero 15, por exemplo,
teria de diferente para que o 9 tivesse prioridade?

Uma coerente resposta € dada por Oliveira e Lustosa apud Lacava e Costa:

Niao existe nenhuma restri¢do tedrica em utilizarmos, por exemplo, uma
prova dos quinzes. O problema é essencialmente de ordem prética, pois o
resto da divisdo de um nimero natural ndo nulo por 15 nio € obtido tdo
simplesmente quanto o resto da divisdo por 9. Usamos a prova dos noves
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porque a base do nosso sistema de numeragdo € 10 e [...] cada nimero
natural e a soma dos algarismos da sua decomposicao decimal deixam o
mesmo resto quando divididos por nove. (OLIVEIRA; LUTOSA, 1998,

p.21)

A regra dos noves ¢ fundamentada no processo dos “noves-fora”, isto €, no processo
de subtrair de um dado ndmero natural » o maior multiplo de nove nele contido. Este
processo resulta em um nimero que nada mais € do que o resto da divisdao de n por 9. Dessa
forma, para tirar os “noves-fora” do nimero 42, por exemplo, deve-se subtrair do nimero
42 o maior multiplo de 9 nele contido, ou seja, subtrair 36 de 42, o que resulta em 6.
Dizemos entao que 42 “noves-fora” ¢ igual a 6.

No entanto, existe outra maneira de se obter os “noves-fora” de um niimero natural
n. Somam-se os algarismos do nlimero n que se deseja obter os “noves-fora” encontrando
outro numero. A partir deste novo nimero, somam-se novamente os algarismos deste e
assim sucessivamente até restar um nimero de um unico algarismo.

Assim, para tirarmos os “noves-fora” do nimero 763 devemos somar seus
algarismos, ou seja, 7 + 6 + 3 = 16. ApOs isso continuamos somando os algarismos do
resultado obtido até restar um nimero de um tnico algarismo. No exemplo anterior essa
soma ¢ 7. Logo 763 “noves-fora” ¢ igual a 7.

Esta regra prética de se obter o resto da divisio de um nimero n por 9, os
“noves-fora”, a partir da soma consecutiva de seus algarismos pode ser demonstrada
matematicamente, como a seguir:

Primeiramente, devemos mostrar por indu¢do que 10" — 1 € um multiplo de 9, para
todo n € N. Dessa forma, paran = 1 temos: 10'—1=10-1=09.

Hipdtese: Suponha que 10" — 1 € um multiplo de 9, para todo n € N. Entdo, vamos
provar paran + 1. Chamemos k =n + 1. Logo, teremos:

10—1=10"""'-1=10"10-1=10"9 + 1) -~ 1=9.10"+ 10" — 1.

De fato, 9.10" é miltiplo de 9. Além disso, por hipétese, 10" — 1 também &
multiplo de 9. Consequentemente, a soma 9.10" + 10" — 1 é multiplo de 9. Portanto,
provamos que 10" — 1€ multiplo de 9 para todo nimero natural n.

Agora provaremos que o resto da divisdo de um nimero natural n por 9 é 0 mesmo

que a soma consecutiva de seus algarismos.

Seja (XnXn-1...X1X0) a representacdo decimal de um nimero natural x, em que X; é
um algarismo do sistema decimal para todo i natural, com 0 <i<n. Logo, a decomposicao

decimal do niimero natural x pode ser representada da seguinte forma:
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X =(10"Xn + 10" 'y 1+ -+ + 10.X1 + X0).

Devemos mostrar que x € a soma dos seus algarismos, quando divididos por
9, deixam restos idénticos.

Sejam x e X" = (Xn + Xn-1 +*** + X1 + Xo) dois nimeros naturais definidos de tal
formaquex=9q+rex’=9q’+r’,emqueq,q’,r,r’ € N e além disso, devemos ter:

0<r<9e0<r <09
Pelo Algoritmo da divisdo, nota-se que r € r’ sdo os restos, respectivamente, das
divisdes de x e x” por 9.
Como sabemos que x = (10".x, + 10"~ 1.x4_ 1 + -+ + 10.X1 + X0), entdo temos:

x=[(10" =1+ Dx, + (10" =14+ Dxp_q + -+ (10 — 1 + 1)x; + Xq].
x = [(10" — Dx, + (10" — Dxp_q + -+ (10 — Dxq + Xy + Xpoq + - + X1 + X0

Consideremos a = (10" — 1)xy + (10" ! — Dxp.1 + ... + (10 — 1)x;. Note que a é
divisivel por 9, pois todas as parcelas sdo nimeros miultiplos de 9. Dessa forma, x =a + x’.
Lembrando que x =9q +re x’ =9q’ + r’, podemos entdo escrever (9q +r)=a + (9q” + ).
Como a ¢ multiplo de 9, escrevemos a = 997, em que q” é natural. Consequentemente,

teremos (9q + 1) =9q” + (99 + r’). Logo:
Oq+t1=q+Oq +1)=9%q+q)+r
9q+r=9q"+q)+r.

Como 9q ¢ 9(q” + q’) sdo ambos multiplos de 9, podemos concluir que r = r’,
pois r e r’ sdo menores que 9.

Portanto x e x’ deixam o mesmo resto quando divididos por 9, garantindo assim
que os restos das divisdes de um nimero natural n e da soma dos seus algarismos por 9 sejam
iguais.

Definicdo 2: Seja n um niimero natural. Denominamos excesso de n ao resto da
divisdo de n por 9.

Para melhor compreensdo, exemplifiquemos com a seguinte situacdo: Na adicao,
para verificarmos o resultado de uma soma usando a prova dos nove, primeiramente
calculamos os noves-fora de cada uma das parcelas da adi¢do e logo em seguida os
somamos. A partir dai, verificamos se o valor dos noves-fora dessa soma € igual ao valor

dos noves-fora do resultado. Por exemplo:
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345
+854

1199

Verificacdo da regra dos noves:

Noves-fora da 1* parcela: 3 +4+5=12-9=3
Noves-fora da 2% parcela: 8 +5+4=17-9=38

Soma dos noves-fora das parcelas: 3 + 8 =11
Noves-fora dessa soma (se for possivel): 1 + 1 =2
Noves-fora doresultado: 1 +1+9+9=20=2+0=2

Quando o excesso da soma € igual ao excesso da soma dos excessos das parcelas,
a regra dos noves indica que a operacdo estd correta. Uma demonstragdo disso € indicada
abaixo:

Sejam x, y, z € N, tais que x + y = z. Pelo Algoritmo da divisdo, podemos escrever:
X=9q1+11,y=9q + 2 e z=9q3 + 13, onde qi, q2, g3, I'1, 12, 13 € N e 11, 12 € 13 sdo tais que
0<1r<90<rn<9e0<r3;<9. Como consequéncia:

9q1 + 1] +9q2+r2:9q3+r3
9(qi + Q) + 11 + 12 =9q3 + 13.

Portanto, ri + n=r3seri+n<9%ouri+n=9+rrseri+rn=9,emquer;éo
excesso da soma e 11 e 2 s30 0s excessos das parcelas.

A prova dos nove identifica um erro quando o resultado de uma determinada
operacdo aritmética estd errado. O curioso € que nem todos os erros podem ser identificados
por essa regra, ou seja, ao aplicar a prova dos nove e ela apontar que ndo hé erros, ainda
assim, pode ser que aquela operacdo aritmética esteja incorreta. Qual o motivo disso
acontecer? Quais os tipos de erros que a regra nao detecta?

A possibilidade da regra dos noves ndo detectar um pequeno erro acontece pelo fato
de que a regra se baseia na soma dos algarismos dos niimeros envolvidos. Na adi¢do, por
exemplo, caso haja permutagdo entre dois algarismos, a soma continuard inalterada, mas o
erro ndo serd detectado pela regra dos noves. Ou seja, se o resultado for 173 e um aluno
colocar (por descuido talvez) 137, a prova dos noves indicard que a operacdo estd correta,

pois ambos os numeros deixam resto 2 quando divididos por 9. Além do erro de transposi¢ao,
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a regra dos noves ndo detecta o erro compensatorio, isto €, o erro que acontece quando o
resultado apresenta algarismos distintos dos algarismos que deveriam compor o resultado
correto € que mesmo assim possuem excesso igual ao excesso dos algarismos do resultado
correto.

Assim, se o resultado de uma adi¢do for 345, o resultado da operagdo dos noves-
fora continuard dando 3 mesmo que o aluno escreva 363, 255, 192, etc.

Os possiveis erros decorrentes dos cdlculos que envolvem aritmética dos restos
podem ser identificados com o uso do chamado digito verificador.

Como exemplo temos o uso do sistema EAN-13 (European Article Number) dos
codigos de barras.

Com a difusdo dos codigos de barras, algumas duvidas surgem acerca de sua
utilizacdo. Se, por um descuido, ao se digitar os nimeros contidos num cédigo de barras,
aconteca uma inversao de ordem entre dois algarismos adjacentes ou mesmo a digitacao
errada de um ndmero, o erro seria detectado?

Para que estes tipos de erros sejam imediatamente identificados, o sistema EAN -
13 de cédigo de barras utiliza um digito verificador (13° algarismo). A figura abaixo mostra

um exemplo de cddigo de barras nesse sistema:

Figura 43: Cédigo de barras

M8983571410015

Fonte: https://www.gs1br.org/codigos-e-padroes/codigo-de-barras

Os trés primeiros digitos servem para indicar o pais de origem do produto. Os quatro
digitos restantes antes das barras centrais indicam o fabricante. J4 os cinco primeiros digitos
do lado direito das barras centrais identificam o produto especifico do fabricante. O ultimo
digito, chamado de digito de verificacdo, é acrescentado ao final do processo de elaboragao

do cddigo de barras e serve para detectar erros de digitacao.


https://www.gs1br.org/codigos-e-padroes/codigo-de-barras
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Suponha que um determinado produto esteja identificado, no sistema EAN-13, por
uma sequéncia de digitos da forma ajaz ...a12a13,em que 0 < ax <9.
Representando esta sequéncia de nimeros na forma de sequéncia ordenada, temos:
a= (a,,a,,...,a;},a,,X).

O sistema EAN-13 utiliza uma sequéncia fixa de pesos w para encontrar o digito
verificador:
w=(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3, 1).

Calcula-se entdo o somatério dos produtos ordenados, obtendo-se o ndimero:
a; +3a, +ay+3a, +as+3a; +a;+3a3 +ay+3a,,+a;; +3a,+ X

O digito de verificagdo x se escolhe de tal maneira que o nimero acima seja

um multiplo de 10.

Sendo assim, no caso do codigo de barras da figura 43, os nimeros que indicam
o pais de origem, o fabricante e o produto sdao 789835741001. O digito de verificagdao
foi determinado da seguinte forma: chamando este digito verificador de x, temos:7 + 3 x8
+9+3x84+3+3x5+7+3x44+1+3x04+0+3x1+x=105+ x.

Consequentemente, como 0 < x< 9, para que esse numero seja um multiplo de
10, o valor de x deverd ser igual a 5.

Dessa forma, a deteccdo de um erro acontece facilmente, como indica o
proximo exemplo: Suponha que o c6digo de barras de um livro foi digitado na seguinte
sequéncia 9782004125021. Ao fazer a verificacao de leitura, o computador recebe a
informacao e faz as devidas operagoes:

9+3x7+8+3%x2+0+3x0+4+3x1+2+3x5+0+3x2+1=75.
Como o resultado obtido ndo é um muiltiplo de 10, ele avisa imediatamente que algum
erro foi cometido.

Um leitor atento notard que, se houver apenas um unico erro de digitagcao,
trocando-se um dos digitos a; por qualquer outro valor distinto, o erro serd detectado.
No entanto, se mais de um erro de digitacdo acontecer, ndo haverd garantia de que os erros
sejam identificados, pois alguns podem se “compensar” de tal maneira que a soma ainda
continue sendo um multiplo de 10.

Além disso, hd alguns erros de transposicao de algarismos adjacentes que ndo sao
detectados neste sistema. Como exemplo, suponha que ao se digitar o nimero

9781402002380 tenha-se cometido um erro de transposicdo, e que o ndimero de fato
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digitado fosse 9781402002830. Efetuando os devidos cédlculos temos:
94+214+8+3+44+2+6+ 3+ 24 =280, que € um multiplo de 10.
Todos estes fatos mostram que o sistema de detec¢do de erros ndo consegue
detectar qualquer tipo de erro de transposi¢do cometido. Alids, pode-se provar que a
transposicao de dois termos consecutivos a; € ai+1 € detectada por este sistema se, € somente

se, lai — ai+11 # 5. (Para ver a demonstracdo vide TAKAHASHI, Cassia Regina dos Santos.
A matemidtica dos codigos de barras. 20013, p.39-45)

2.4 Sequéncias numéricas

As sequéncias numéricas sempre estiveram intimamente relacionadas a processos
de contagem e desenvolvimento de sistemas de numeracdo. Na propria cultura babilénica
encontramos tdbuas de cdlculo onde era comum encontrar sequéncias numéricas de
quadrados e cubos de numeros inteiros. J4 na civilizacdo grega encontramos diversos
exemplos de sequéncias numéricas notaveis, como € o caso dos nimeros figurados. O
proprio Leonardo de Pisa (1175 — 1240), conhecido como Fibonacci, estabeleceu um
problema que gerava uma sequéncia extremamente interessante € que leva o seu nome.

As sequéncias numéricas trazem consigo interessantes propriedades numéricas de
ordem prética. Elas ajudam, por exemplo, na previsdo de um préximo eclipse ou passagem
de um cometa. Mas para entendermos melhor suas aplicacdes e curiosidades devemos
primeiramente entender sua defini¢ao.

Definicdo 3: Uma sequéncia numérica é uma fun¢do de dominio no conjunto N e
contradominio no conjunto R, ou seja, é uma fungdo f: N — R, que associa cada niimero
natural n, um niimero real f(n). Denominemos de f(1) = x1, f(2) = x2, f(3) = x3, e assim por
diante. Denotemos entdo a sequéncia numérica por (X1, X2, ... , Xn, ... ), em que x, é chamado

de n- ésimo termo da sequéncia numérica

As sequéncias numéricas podem ser classificadas de acordo com alguma relacdo
que ha entre seus elementos, como a seguir.

Defini¢cdo 4: Uma sequéncia (X,) é denominada:
a) crescente se X, < Xn+1, para todon > 1, ou seja, x; < x2 < x3 < .... < xp < ...
b) decrescente se xn > Xn+1, para todo n > 1, ou seja, x; > X2 > X3 > ... > Xp > ...

¢) ndo decrescente se X, <Xn+1, para todo n > 1.
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d) ndo crescente se x, > Xn+1, para todo n > 1.
Algumas sequéncias numéricas podem ser representadas por leis de recorréncias.
A lei de recorréncia € uma fung¢ao f que possibilita determinar cada termo de uma sequéncia
a partir de seus termos anteriores, desde que o primeiro termo (ou 0s primeiros) esteja
explicitamente determinado. Ou seja, usando a linguagem matematica:
ap =1 (ap-1, an-2, ...,a2, a1).
Defini¢do 5: Seja k a quantidade de termos anteriores necessdrios para determinar
o proximo termo de uma sequéncia numérica. Dizemos entdo que a sequéncia recorrente é
de ordem k e a representamos por:
an+k = f (an+k-1, An+k-25 +-. An+l, an)-
Assim, a sequéncia (1, 2, 4, 8, 16, ...) poderia ser representada pela seguinte lei de
recorréncia:
ar=1
dn = Zan—l, n=2.
Ja a sequéncia (1, 3, 4,7, 11, ...) € de ordem 2 e pode ser definida recursivamente
da seguinte forma:
ar=1
a=3

An+2=an+1+ an.

2.4.1. Progressoes Aritméticas

Definicdo 6: Uma sequéncia numérica em que a diferenca entre dois termos
consecutivos, a partir do segundo termo, é constante é chamada de Progressdo Aritmética
(P.A.). Essa constante é indicada por r denominada razdo da progressdo aritmética.

Em linguagem recursiva, se a; é o primeiro termo da P.A. e r € a sua razdo, entdo
cada termo da P.A. pode ser determinado usando-se a lei de recorréncia:

ap=ap_1+1r,n=>2.

Dessa forma, a sequéncia (2, 5, 8, 11, ...) representa uma P.A. de razdo 3 e a; = 2.
J4 uma sequéncia de termos idénticos representa uma P.A. de razdo nula.

Apesar de uma P.A. apresentar explicitamente alguns de seus termos, muitas das
vezes estamos interessados num termo especifico da sequéncia que nao foi explicitamente

representado. Para encontrarmos esse n-€simo termo, procedemos da seguinte maneira: Seja
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(a1, a2, ..., an, ...) uma P.A. Entdo da defini¢do temos,

al—a1:0
a —aj=r
ay—ax=r
a4 —a3z=r
as—a4 =71
dn —adn-1 =T

Somando-se e cancelando-se os termos opostos obtemos uma férmula para o

chamado rermo geral:
an=ar+(m-1Dr
Ha situacdes em que € necessario o conhecimento da soma dos termos de uma P.A.
finita. Para isso, definamos a soma dos termos de uma P.A. por S,. Assim, a soma dos
termos da P.A. pode ser representada de duas formas distintas.
Ss=ar+ax+az+--+an-1+an

Sn:an+an-]+an-2+"'+az+ a],

Somando-se membro a membro temos:
2Sn=(ar+an) + (a2 +an—1) + -+ + (an+ ay).
Usando o termo geral da progressao aritmética, verificamos que todas as parcelas
sdo iguais, isto é:
alt+tap=a2+ap-1=a3+ap-2=-"-=an+ ar.

Dessa forma, temos:

2Sn = (a; + an)
Sn = (a; +ay)
2

Um interessante problema, cuja resolu¢do depende do uso do termo geral da P.A.
e da soma de seus termos, € apresentado a seguir:

(PROFMAT - MA12 - PROVA 3 - 2011) A sequéncia 0, 3,7, 10, 14, 17, 21, ... é
formada a partir do nimero 0 somando-se alternadamente 3 ou 4 ao termo anterior, isto &,

o primeiro termo € 0, o segundo é 3 a mais que o primeiro, o terceiro € 4 a mais que o
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segundo, o quarto é 3 a mais que o terceiro, o quinto é 4 a mais que o quarto € assim

sucessivamente.

a) Qual € o centésimo termo dessa sequéncia?

b) Qual é a soma dos 100 primeiros termos dessa sequéncia?

c) Algum termo desta sequéncia € igual a 2.000? Por qué?

Resolugdo:

a) Note que a sequéncia formada pelos termos de ordem impar (a1, a3, as, ...) ¢ uma P.A. de
primeiro termo O e razdo 7. J4 a sequéncia dos termos de ordem par (a2, a4, as, ...) € uma
P.A. de primeiro termo 3 e razdo 7. Logo o centésimo termo € o 50° termo da sequéncia
dos pares. Assim:
ajpo=3+(50-1).7
ajo =3 + 343
ajoo = 346

b) Uma maneira pratica seria encontrar separadamente a soma dos termos da sequéncia dos

termos de ordem impar e de ordem par. Chamando-as, respectivamente, de S; e S»,

temos:

S1=(0+343).50 =8.575
2

So=(3 +346).50 =8.725
2

Portanto S; + S> = 17.300

c) Note que os termos de ordem ifmpar e os termos de ordem par diminuidos de 3 sdo
multiplos de 7. Em outras palavras, se n € impar entdo a, ¢ multiplo de 7, se n € par entao
an — 3 € miiltiplo de 7. Usando o algoritmo da divisdao sabemos que 2000 = 285.7 + 5 e
que 1997 = 285.7 + 2. Logo nem 2000 e nem 1997 sdo multiplos de 7, pois deixam
restos diferentes de 0. Portanto a, ndo podera ser igual a 2000 nem para um valor par

nem para um valor impar de n.
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2.4.2 Progressoes Geométricas

Definicdo 7: Uma sequéncia numérica em que a razdo entre dois termos
consecutivos, a partir do segundo termo, é constante é chamada de Progressdo Geométrica
(P.G.). Essa constante é indicada por q denominada razdo da progressdo geométrica.

Fazendo uso da recorréncia, se a; € o primeiro termo da P.G. e q € a sua razdo,
entdo cada termo da P.G. pode ser determinado usando-se a lei de recorréncia:

an=an-1.q,n = 2.

Assim, a sequéncia (5, 10, 20, 40, ...) ¢ uma P.G. de primeiro termo 5 e razdo 2. A
sequéncia com termos idénticos pode ser interpretada como uma P.G. de razao 1.

Para determinarmos o n-ésimo termo de uma P.G. usamos o seguinte raciocinio,

baseado na defini¢do:

ar = aj
az = ai.q
az = az.q
dn = an-l.q

Isolando-se a razdo q no segundo membro, multiplicando-se todos os termos do

primeiro membro e cancelando-se os devidos termos chegamos a:
an=ar.q""!, comn>1.

Para determinarmos a soma dos termos de uma P.G. finita, também usamos um
interessante artificio algébrico:

Seja (a1, a2, as, ..., an, ...) uma P.G. com q # 1. Entdo a soma dos n primeiros termos
¢ dada por:

Sh=ar+a+az3+...+ap1 +an
Multiplicando ambos os membros da igualdade por g, obtemos:
gSn =qai + qaz + qaz + ... + qan-1 + qan.
Ja que a, = qan -1, entdo:
QShn=az+az+..+an+an+1.
Subtraindo as duas igualdades anteriores e eliminando-se os termos comuns temos:
Sn— an= a] - an+1.

Como consequéncia temos:

(1 -q)San=ar—ai.q"
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(I -g@)Sn=a1.(1-q")
Para q # 1 temos a formula da soma dos termos de uma P.G. finita:

Sh=ai(1-q")
(I-q

Para uma P.G. de termos infinitos e -1 < q < 1, q" tende a zero para valores cada vez
maiores de n. Dessa forma, a féormula da soma de termos se reduz a:
Sn=ar
I—-q
Uma aplicacdo da soma de termos da P.G. infinita é a determinagdo da fracdo
geratriz de uma dizima periddica. Se quisermos descobrir a geratriz da dizima 1,32323232...,
devemos proceder da seguinte maneira:
Seja x = 1,32323232..., podemos escrever x na forma:
x=1+0,32 +0,0032 + 0,000032 + ...
A sequéncia (0,32; 0,0032; 0,000032,...) representa uma P.G. infinita de razao
q = 1/100 . Assim:

Sn=32

100
1-1_
100

Sn = 2
99
Logo x =1+ 32 =131, que € a nossa fracdo geratriz procurada.
99 99

2.4.3 Nameros poligonais

Os numeros figurados que possibilitam uma constru¢do geométrica de pontos
equidistantes no formato de poligono regular sdo denominados niimeros poligonais. Os
principais nimeros poligonais sdo: os triangulares, os quadrados, os pentagonais € 0s
hexagonais. Eles apresentam interessantes propriedades que estio relacionadas com a soma
de termos de uma sequéncia numérica.

Os nimeros triangulares sdo representados por pontos dispostos no formato de

triangulos.
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Figura 44: Nimeros triangulares.
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Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%B Amero_triangular

Propriedade 1: O n-ésimo niimero triangular T, é igual a soma dos n primeiros
nimeros naturais.

Analisando a figura 44 podemos representar recursivamente a sequéncia dos

triangulares:
Tr=T+2
T3=T2+3
Ts=T3+4
Ts=Ts+5
Te=Ts5+6
Th=Tu1+n,

Em que n € um nimero natural maior que 1 e T, indica 0 n-€simo nimero
triangular.
Somando-se os termos, membro a membro, e cancelando-se 0s termos opostos
temos:
To=T1+ 243+ ... +n)
Th=14+2+3+..+n
Logo, Tn € a soma de n termos de uma P.A com a; = 1 e a, = n. Portanto, € dado

algebricamente por:

To=nn+1)
2


https://pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_triangular
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Os ndmeros quadrados se apresentam na forma de um quadrilatero regular e sdao

indicados por Q.

Figura 45: Nimeros quadrangulares
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Fonte: https://www.phylos.net/2017-12-13/matematica-grecia-antiga/

Propriedade 2: Todo niimero quadrado é a soma de dois niimeros triangulares

consecutivos.

Sejam T, e Tqs1 dois ndmeros triangulares consecutivos € Q, 0 n-ésimo ndmero

quadrado. Devemos mostrar que Ty + Tn+1 = Qn+1, em que Q, = n?.

Th+Tosi=nn+ 1)+ (+D(n+2)
2 2
To+ Tori=n2+n+n>+3n+2
2 2

To+Tor1=20"+4n +2
2
To+Tosi=n’+2n+1

Tn + Tn+1 = (n + 1)2

Tn + Tn+1 = Qn+l.

Os nimeros pentagonais sdao aqueles dispostos na forma de pentdgonos regulares.

Figura 46: Numeros pentagonais
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Fonte: http://www.matematica.br/historia/nfigurados.html


https://www.phylos.net/2017-12-13/matematica-grecia-antiga/
http://www.matematica.br/historia/nfigurados.html
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Propriedade 3: O n-ésimo niimero pentagonal é igual a n mais trés vezes o (n-1)-ésimo
niimero triangular.
Seja P, 0 n-ésimo ntimero pentagonal. Como P, é dado pela soma dos n primeiros termos

da progressao aritmética (1, 4, 7, ..., 3n — 2), entdo:

P.=n3n-1)
2
P.=3n*—n
2
P.=3n’-3n+2n
2
Po=n+ 3n(n—-1)
2
Pn =n+ 3.Tn-1.

J4 os niimeros hexagonais sdo nimeros representados geometricamente por pontos

distribuidos no formato de hexdgonos regulares.

Figura 47: Nimeros hexagonais
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Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%B Amero_poligonal

Seja Hi 0 n-ésimo numero hexagonal. Para obtermos o numero hexagonal seguinte,
precisamos somar 4 lados de comprimento (n + 1) e subtrairmos em seguida 3 unidades que
sdo justamente as quantidades sobrepostas nos cantos.

Dessa forma, a sequéncia dos hexagonais € dada recursivamente por:

Hi=1
Hh+1=Ha+4n+ 1.

Algebricamente, os nimeros hexagonais podem ser expressos através da expressao
H, =n(2n — 1). Assim os 10 primeiros hexagonais sdo 1, 6, 15, 28, 45, 66, 91, 120, 153 ¢
190. Existem muitas propriedades interessantes acerca dos nimeros hexagonais como, por
exemplo, o fato de que todos os hexagonais sdo nimeros triangulares e que os dnicos

triangulares que sdo hexagonais sio os de ordem impar.


https://pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_poligonal
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2.4.4 A sequéncia de Fibonacci

Leonardo de Pisa (mais conhecido como Leonardo Fibonacci) foi um grande
matematico italiano que viveu em Pisa e foi autor da obra O Liber Abaci (o livro do dbaco).
Ele ficou conhecido pela introdug¢do dos algarismos ardbicos na Europa e pela sequéncia
numérica que hoje leva o seu nome.

A sequéncia de Fibonacci tem a seguinte formacao: os dois primeiros termos desta
sequéncia sdo iguais a 1 e os demais termos sdo obtidos pela soma de seus dois termos
predecessores.

Dessa forma, a; =1, a2 = 1, a3 = a1 + a», a4 = a2 + a3, e assim por diante. Logo a

sequéncia se apresenta da seguinte forma:
1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, ...
De modo geral, se F, indica o n-ésimo nimero da sequéncia de Fibonacci
entdo, recursivamente temos:
Fl = 1
F.=1

Fo=F,.1+Fyo2,comn€Nen>3.

A sequéncia de Fibonacci apresenta propriedades importantes e interessantes
que podem ser verificadas com o uso da recorréncia.

Propriedade 4: A soma S, dos n primeiros termos da sequéncia de
Fibonacci, com n > 1, pode ser expressa por S, = Fn 42— 1.

Para determinar S, = F; + Fo + Fz3+ ... + F, .1 +F,, note primeiramente que:

Fi=F-F

Fo=Fs+—-Fs

Fz:=Fs—-F4
1:n—ZZFn_Fn—l
Foha=Fa+F

Fo=Fiv2+Fol
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A partir dai temos:
Si=(FB-F)+FE-F)+ ..+ (FEn—Faa) + (Fav—Fo) + (Fas2—Fav)
Cancelando os termos opostos e lembrando que F> = 1, teremos:
Shn=Fnsp—1.

Propriedade 5: A soma dos quadrados dos n primeiros termos da sequéncia

de Fibonacci é dada por (F1)? + (F2)?> + ... + (Fn-1)? + (Fn)? = Fn.Fy 1.
Note que Fi = Fa. Logo (F1)? = F1.Fa. Dessa forma, para n >1:

(F1)?’ =F1.F2

(F2)? = F2.F; - F1.F,

(F3)> = F3.F4 — F2.F3

(Fn-2)?>=Fn2.Fn-1—Fy3.Fa2
(Fn-1)?>=Fn-1.Fa — Fn 2. Fa
(Fn)? = Fo.Foi1— Fn.1.Fy
Somando membro a membro e cancelando os termos opostos encontramos:
Sn = Fn.Fn41.
Propriedade 06: Dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci sdo

primos entre Ssi.

Sejam F, e Fy+1 termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci e d um

numero natural. De fato:

e Se dIF, e dIF; +1, entdo dIF, +1 — F, (propriedade de divisibilidade), isto é, dIF; 1;
e Se dIF, e dIF; .1, entdo dIF, — F, .1, ou seja, dlr, -2;

e Se dIFi, entdo dll. Consequentemente d =1.

Portanto, mdc (Fn, Fn+1) = | paratodo n > 1, o que mostra que F, e F, +1 s30 primos

entre si.



79

2.5 O niimero aureo e o namero de plastico.

A razdo entre dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci se aproxima de
1,618034 a medida que os termos tendem para valores cada vez maiores de F,. Esse valor
recebe o nome de “niimero dureo” e tem incontaveis aplicagdes na natureza e arquitetura.
Ele aparece em abacaxis, espirais e até mesmo num problema de crescimento de uma
populacdo de coelhos*.

O niimero 4ureo tem estreita relacdo com a geometria dos pentdgonos regulares. Ele
€ arazdo entre a medida da diagonal de um pentdgono regular e a medida do seu lado. Dessa
maneira, estd associado também a geometria do dodecaedro e do icosaedro e satisfaz a
equacio ® =1+ 1/0.

Figura 48: As diagonais de um pentdgono regular

Fonte: http://www.monografias.com/trabajos75/numero-aureo/numero-aureo2.shtml

O nimero 4ureo apresenta padrdes geométricos e algébricos bastante peculiares

como mostra a figura (em que os ndmeros expressam as medidas dos lados dos quadrados):
Figura 49: Aproximacao da espiral logaritmica

— )

W1

Fonte: http://www.monografias.com/trabajos75/numero-aureo/numero-aureo2.shtml

* O problema dos coelhos aparece na obra de Fibonacci “Liber abbaci” (Livro dos calculos) publicada em 1202. O
problema é assim descrito: Um homem p6s um par de coelhos em um lugar cercado por paredes por todos os lados. Quantos
pares de coelhos serdo produzidos por esse par em um ano, se supusermos que a cada més, cada par produzird um novo
par, que se tornard fértil a partir do 2° més de vida?


http://www.monografias.com/trabajos75/numero-aureo/numero-aureo2.shtml
http://www.monografias.com/trabajos75/numero-aureo/numero-aureo2.shtml

80

Um quarto de circulo foi colocado em cada quadrado que compde a figura. Os arcos
se juntam para formar uma elegante espiral, que € rotineiramente encontrada na natureza
(como a concha de caramujo) e é uma razodvel aproximacao para a representacdo da espiral
logaritmica.

Na figura 49, os dois quadrados iniciais tem lado 1. Depois, um quadrado de lado 2
¢ acrescentado justamente para se “encaixar” com os dois quadrados iniciais. Logo em
seguida sdo acrescentados quadrados de lados 3, 5, 8 e 13, que s@o os nimeros de Fibonacci.
Assim, cada quadrado de lado maior que 1 “encaixa” exatamente nos dois quadrados
anteriores justapostos. Por exemplo, a figura acima mostra que o quadrado de lado 13 tem a
mesma altura que os de lados 5 e 8 justapostos.

Um fato semelhante acontece quando tratamos com a geometria dos triangulos.

Para fins de comparagao temos a figura:

Figura 50: Espiral de tridngulos formando nimeros padovanos.

Fonte: Stewart, 2005, p.82.

Os triangulos da figura 50 sdo todos equildteros. O triangulo inicial estd destacado
em preto e tem lado 1. Note que, para se ajustarem, os trés primeiros tridngulos t€m lados
com medidas iguais a 1, os dois seguintes t€ém lados com medida igual a 2 e em seguida
acrescentam-se tridngulos com lados medindo 4, 5,7, 12, 16 e 21.

Esse padrao geométrico, gerador da sequéncia (1, 1, 1, 2, 2, 3, 4,5, 7,9, 12,

16,21,...), recebe importante destaque na obra de Stewart, onde ele salienta:

[...]Mais uma vez, hd uma regra simples de formacfo, andloga a regra para
a geracdo dos nimeros de Fibonacci: agora cada niimero na sequéncia é a
soma do nimero prévio ao anterior com o que vem antes dele. Por exemplo
12=7+5,16=9 + 7,21 = 12 +9. Novamente, isto é claro a partir da
geometria dos tridngulos e das condi¢des necessarias para que se ajustem.
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Chamarei esta sequéncia a sequéncia padovana em homenagem a Richard
Padovan. (STEWART, 2005, p.83)

Assim, a chamada sequéncia de Padovan estd intimamente relacionada com a
sequéncia de Fibonacci e ela traz consigo um “parente” distante do nimero aureo.
Algebricamente, as leis de recorréncia que geram os nimeros de Fibonacci e de
Padovan sdo as seguintes:
Foii=Fa+Fiag,emque Fo=Fi =1
Pos1 =Paa+Pro,em que Po=Pi=P>=1.
A figura a seguir apresenta um quadro com a relacdo dos 20 primeiros termos da

sequéncia de Fibonacci (F,) e de Padovan (Py).

Figura 51: As sequéncias de Fibonacci e Padovan

n _ Fln) Pin) n Fin) Fin)
] 1 1
1 1 1 i1 144 16
2 2 1 12 199 21
3 3 2 13 343 28
4 5 2 14 542 37
5 -] 3 15 B&S 49
(5] 13 4 16 1427 65
r 21 5 17 2312 26
8 34 7 18 3739 114
9 55 g 19 6051 151
10 g9 12 20 9750 200

Fonte: Stewart, 2005, p.84.

Da mesma forma como a razdo entre termos sucessivos da sequéncia de Fibonacci
resulta no nimero dureo, a razao de termos sucessivos da sequéncia de Padovan se aproxima
do numero 1,324718... que é chamado de niimero pldstico e desempenha importante funcao
na area de Arquitetura. Representado pela letra p, o nimero pldastico € a tnica solugao real
da equacdo gerada pela regra de formaciio dos nimeros padovanos, a saber, p> —p— 1 =0.

Algumas particularidades que envolvem tanto a sequéncia de Fibonacci quanto a
de Padovan sdo conhecidas. Por exemplo, sabe-se que 0, 1, 2,3 ,5 e 21 sdo os tinicos niimeros
tanto de Fibonacci quanto padovanos. Outras ainda continuam perguntas sem respostas. Um
exemplo é, se existem outros nimeros padovanos, alémde 1,4, 9, 16 e 49, que sdo quadrados

perfeitos. E quantos seriam?
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2.6 Numeros primos

Os nimeros primos exercem grande fascinio desde o tempo dos pitagéricos. Eles
sdo o principal foco de estudo do ramo da Teoria dos Nimeros. Uma de suas grandes
aplicacOes estd na seguranga digital, com o desenvolvimento da chamada criptografia, onde
numeros primos gigantescos sao utilizados para codificar e decodificar mensagens e c6digos.

O Teorema Fundamental da Aritmética garante que qualquer nimero natural n > 2
ou € primo ou pode ser decomposto de forma Unica, exceto pela ordem dos fatores, como
produto de nimeros primos. Dessa forma, o produto de dois primos muito grandes geraria
um numero nao-primo maior ainda, o que dificultaria ainda mais a sua decomposic¢ao,
aumentando assim a seguranca de senhas, mensagens, etc. Isso talvez explique o fato dessa
busca incessante por nimeros primos.

Defini¢cdo 8: Um niimero natural n > 1 é dito primo se for divisivel apenas por ele
mesmo e pela unidade.

Assim, os 10 primeiros numeros primos sdo 2, 3, 5,7, 11, 13,17, 19,23 e 29.J4d o
nimero 9, por exemplo, tem divisores 1, 3 e 9. Nesse caso, dizemos que esse nimero &
composto.

A palavra primos vem do latim primus e quer dizer primeiro, no sentido de que os
primos sdo os “4tomos da aritmética” e sdo elementos essenciais na formacdo de outros
numeros.

Ha muitos questionamentos acerca dos nimeros primos. O primeiro deles foi
resolvido por Euclides quando o mesmo provou que hd uma infinidade de nlimeros primos.
A prova de Euclides desenvolveu-se da seguinte forma:

Seja P o conjunto dos nimeros primos. Suponha, por absurdo, que P € finito, isto &,
que P = {p1, ..., px} e suponha que temos p1 < p2 < ...< px. Considere o nimero u = pi...px
+ 1, que nao pode ser primo, pois € maior que o maior primo desse conjunto, ou seja, u > px.
Entdo, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, existe p; € P, 1 <1 <k tal que pjlu. Logo
existe q € Z tal que u = p1...px + 1 = piq. Isto implica que 1 = piq — p1...px = pi (q — p1-.-pi-
1pi+1...px). Ou seja, pill, que € um absurdo, pois o nimero 1 ndo possui divisores primos.
Logo P € infinito.

A busca por nimeros primos teve inicio provavelmente na Grécia. Por volta de 200
a.C, Eratostenes de Cirene (aproximadamente 276 — 194 a.C) criou um algoritmo para

encontrar nimeros primos, conhecido como crivo de Eratdstenes.
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Este algoritmo consiste em dispor os nimeros naturais em uma tabela e eliminar

gradativamente da lista os multiplos dos nimeros primos que ja se conhecia.

Figura 52: O crivo de Eratdstenes.

< [ x< BB »< I 2< | 3< |
1| 3| P | 26 07 2 19| 260
EE SRR O3
I3 | 3a | a0 | 3 | 36 | 36 |37 ] 3k | 3% |3k
L | e [T e | e | 2 [T 2 | 3 [3d
EdEd S EIEIEIEIEY  ES
61 | 2 | 1 | 34 | ms | pe | 67 | | b |
A ES - EAEREIEIEN ) ES
BC | pe |83 | 34| 3| e | 32| 32| 89 [0C
B | 92 | 3K | B | 95 | va | 97 | B& | B4 | 1ag

Fonte: http://curiousguys2.blogspot.com.br/2011/09/quais-sao-os-numeros-primos-e-naturais.html

Apesar dos grandes avancos da Teoria dos Niimeros, muitas afirmag¢des envolvendo
nimeros primos ainda continuam sem demonstracdo. Ndo se sabe, por exemplo, uma
regularidade na distribuicao dos primos ou como descobrir, de forma simples, se um nimero
¢é simples ou composto.

Ha muitas indaga¢des também a respeito dos chamados primos gémeos (aqueles
numeros primos que diferem apenas em duas unidades, como 3 e 5,5¢e 7,37 e 39, etc.). Até
hoje nao se sabe se ha uma infinidade de nimeros primos gémeos.

Um grande problema da aritmética dos primos resiste até hoje, mesmo com as
poderosas ferramentas proporcionadas pela Teoria dos Nimeros. E a conjectura de
Goldbach.

A conjectura de Goldbach surgiu a partir de uma carta de Christian Goldbach a
Leonhard Euler em 1742, em que Goldbach afirmava que “fodo numero natural par maior
que 2 poderia ser escrito como soma de dois numeros primos”’ mas que nao conseguia provar
1SS0.

Analisando os primeiros nlimeros pares percebemos notadamente que a conjectura
é vélida, pois4=2+2,6=3+3,8=3+5,10=5+5,12=5+7. Mas encontrar uma prova
geral parecia ir além das capacidades intelectuais da época.

O certo € que a conjectura de Goldbach resistiu a séculos e ainda hoje ninguém

conseguiu encontrar um contra-exemplo para refutd-la.


http://curiousguys2.blogspot.com.br/2011/09/quais-sao-os-numeros-primos-e-naturais.html
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2.6.1 Numeros primos importantes

Os nimeros da forma F,=2% + 1, em que k = 2", com n natural, sdo chamados de
nimeros de Fermat. Em uma carta enderecada a Mersenne, o matematico Pierre de Fermat
(1601 — 1665) afirmava ter descoberto uma formula que “gerava’ nimeros primos. De fato,
a férmula Fo=2+ 1, em que k = 2", € verdadeira paran =0, 1, 2, 3 e 4. No entanto, para n
=5 temos Fs=2% + 1 =4 294 967 297 que ¢ divisivel por 641. Portanto Fs é composto.

Apesar desse “escorregdo”, Fermat desenvolveu um notavel estudo sobre niimeros
primos. Em um de seus estudos, ele provou o que ficou conhecido como Pequeno Teorema
de Fermat:

Se p é primo, entdo para todo a € Z, a’ — a é divisivel por p.

Uma consequéncia direta desse teorema é que se p ndo divide a, entdo aP™! & divisivel
por p.

Os numeros da forma M, = 2" — 1, com n natural, sdo conhecidos como niimeros de
Mersenne. Estes nimeros estdo intimamente ligados com os niimeros perfeitos (nimeros que
resultam da soma de seus divisores proprios).

O matemaético Marin Mersenne (1588 — 1648) tinha conhecimento de que, se n fosse
composto, M, também o seria. Mas que se n fosse primo, nem sempre 2" — 1 seria. Um
contra-exemplo é o nimero 2'' — 1 = 2047 = 23 x 89. Através de seus estudos, Mersenne
chegou a conjecturar que paran=2,3,5,7, 13,17, 19, 31, 67, 127 e 257, M, seria primo e
que para os demais primos menores, M, seria composto.

Sabe-se que Mersenne passou pelo mesmo equivoco de Fermat, pois Mei, Mgo e
M7 sdo primos € Mg7 € M2s7 sdo compostos.

Um fato curioso é que em Dezembro de 2017 Jonathan Pace, um engenheiro
americano, fez a descoberta do 50° nimero primo de Mersenne. Esse nimero é o maior
primo conhecido e tem aproximadamente impressionantes 23 milhdes de digitos.

Outro instrumento poderoso da aritmética dos primos € a conhecida fungdo ¢ de
Euler. Desenvolvida pelo matematico suico Leonhard Euler (1707 — 1783), a fungdo ¢ (n) é
definida da seguinte forma:

Definicdo 9: Sejan = 1, n € N. Entdo ¢ (n) é a quantidade de niimeros inteiros a,
em que 1 <a <n, tais que o mdc (a, n) = 1.

Em outras palavras, ¢ (n) € a quantidade de inteiros positivos que sdo coprimos com
n (apresentam o nimero 1 como maior divisor comum entre eles e n). Assim, ¢ (2) =1, ¢ (4)

=2, ¢ (10) =4, etc.
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Uma consequéncia imediata da defini¢do da funcdo ¢ (n) é que se p é primo, entdo

¢ (p)=p-1. Assim, ¢ (11) = 10, pois todos os nimeros de 1 a 10 sdo coprimos com 11.

Uma importante propriedade da func¢io ¢ (n) é que ela é multiplicativa, isto é, se m,n> 1 e

mdc (m,n) = 1, entdo ¢ (m.n) = ¢ (m). ¢(n).

Dessa forma, para sabermos a quantidade de nimeros que sdo coprimos com um
dado nimero composto n, devemos decompor o nimero em fatores primos e usar a
propriedade multiplicativa de ¢ (n).

Como exemplo, temos o nimero 30. Decompondo-o em fatores primos obtém-se
30 =2.3.5. Logo, usando a propriedade multiplicativa temos:

$30)=0235=02).063).065)=2-1).3-1).5-1)=124=8

Portanto, existem 8 nimeros menores do que 30 que sdo coprimos com ele. Sao

eles:1,7,11, 13,17, 19, 23 e 29.

2.6.2 Numeros perfeitos

A busca por nimeros perfeitos é bastante antiga e passa por diversos matematicos
ao longo do tempo. Comeca com a descoberta destes nimeros durante o periodo da escola
pitagorica. Estes acreditavam que o numero era o conceito fundamental do universo, ou seja,
a esséncia de todas as coisas. Os ndmeros eram classificados pelos pitagéricos de diversas
formas: nimeros figurados, primos, amigdveis, triangulares, quadrangulares, etc.

Um dos seus conceitos fundamentais era a defini¢do de nimero primo, visto que
era a partir dos primos que podia se escrever todos os demais nimeros. Outra classificagdo
que trazia consigo propriedades peculiares era a classificacao de perfei¢cao de um nimero.

Para os pitagdricos, um ndmero poderia ser considerado deficiente se a soma dos
seus divisores, exceto o proprio, fosse menor que o proprio nimero. Era definido como
abundante se a mencionada soma fosse maior que o proprio numero. Caso a soma dos
divisores de um ndmero, exceto ele mesmo, coincidisse com o préprio nimero, este era
considerado perfeito. Assim, 6 = 1 + 2 + 3 era considerado perfeito, pois € igual a soma de
seus divisores proprios (divisores com excec¢do do proprio nimero). Como o nimero 10 tem
divisores proprios 1, 2 € 5, a soma dos mesmos € menor que 10, logo ele seria deficiente. J4
o numero 12 seria abundante, pois a soma de seus divisores proprios (1, 2, 3, 4 e 6) € maior

que 12.
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Sobre isso, Stewart analisa:

Isso mostra que todos os trés tipos ocorrem, mas também sugere que
nimeros deficientes sdo mais comuns que os outros dois tipos. Em 1998,
Marc Deléglise provou uma férmula precisa desse enunciado: a medida
que n se torna tdo grande quanto se queira, a proporcdo de nimeros
deficientes entre 1 e n tende a uma constante entre 0,7526 e 0,7520,
enquanto a proporcio de niimeros abundantes jaz entre 0,2474 e 0,2480.
Em 1995, Hans — Joachim Kanold ja havia provado que a proporcdo de
ndmeros perfeitos tende a 0. Entdo, cerca de trés quartos de todos os
nimeros sdo deficientes e um quarto sdo abundantes. Dificilmente sdo
perfeitos. (STEWART, 2015, p.96-97)

Figura 53: Classificacdo dos nimeros quanto a soma de seus divisores

Euclides foi o primeiro, apds os pitagdricos, a desenvolver interesse pelas
propriedades dos numeros perfeitos. Em sua obra “Os elementos” destaca-se uma passagem
sobre nimeros perfeitos que hoje, em linguagem algébrica moderna, é representada pelo
seguinte teorema:

Teorema 2: Seja n € N, tal que n >1. Se 2" — 1 é primo, entdo 2" (2" — 1) é um
niimero petrfeito.

Para demonstrarmos esse teorema, precisaremos de algumas definicdes e

proposicdes preliminares.
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Definicdo 10: Sendo n um niimero natural, designaremos por 1(n) o niimero de

divisores positivos de n, incluindo o 1 e o n.

Definicdo 11: Seja n € N. Denotaremos por a(n) a soma dos divisores de n.

A funcdo o(n), assim como a func¢do ¢ de Euler, € multiplicativa, ou seja, param e
n naturais coprimos temos ¢(m-n) =c(m) o(-n).

Uma consequéncia imediata da defini¢do € que se p € primo entdo o(p) =p + 1.

Proposicdo 2: Seja n um niimero natural maior do que um e seja p,*1p,*2 -+ p; “k

a sua decomposigdo em fatores primos. Entdo:

G(n) _ <p1a1+1> <p2a2+1> <pkak+1>
p1—1/\p,—1 pk—1

Demonstracao: Notemos primeiramente que, para qualquer nimero natural n maior

do que um, 1.+ n.n? ... n® corresponde a soma dos o-+1 primeiros termos de uma progressio

geométrica de razao n. Assim, temos:

n0£+1 -1

1+n+n*+--+n*=
n—1

Sendo p um ndmero primo, os divisores de p® sdo exatamente as poténcias de p até
ao expoente o, ou seja, 1, p, p>..., p% o que resulta em:
pOL+1 -1

)y =1 2. o - .
o(p*)=1+p+p°+-+p —

Assim, como n = p;%1p, %2 -+ p %k e a funcdo o(n) é multiplicativa, temos:

o(n) = o(p1*'p2” ... p™) = o(p1™) o(p2) .. o(px™) =

G(n) _ <p1a1+1> <p2a2+1> (pkak+1)
p1—1/\p2—1 prk—1

Voltando ao teorema dos nimeros perfeitos, sendo p = 2" -1 um ndmero primo e

sendo a -p.2" !, devemos mostrar que a é um nimero perfeito.

Os divisores proprios de a sdo: 1,2, 22,21 P, 2p, 2? Poeees 21 72p . Entao:

o(@)=1+2+2>++2" 14 p+2p+2°p+-+2"?p

6(@)=(1+2+22++2" D4p (1 +2 + 2244+ 2"72)
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o(a) =2"—1 +p2" ' =1)=2"~1 (2"-1) (2" '~ 1)
o(a) = (1+Q2" ' =1)(2"-1)

o(a) =2""1(2"-1)

o(a) =a

Portanto a = 2"~ !(2" — 1) & perfeito.

Para os pitagdricos, os unicos numeros perfeitos conhecidos eram: 6, 28, 496 e
8128. Estes nimeros eram obtidos a partir da formula de Euclides, em que n assume os
valores 2, 3, 5 e 7 respetivamente.

Algumas conjecturas sobre os numeros perfeitos foram rapidamente refutadas,
como por exemplo a afirmagdo de que todos os perfeitos terminavam, alternadamente, em 6
ou 8. Ou que o 5° nimero par perfeito seria originado do préximo primo (nesse casoo 11) e
que o mesmo teria 5 algarismos. O quinto nimero perfeito, encontrado no século XV, é
33550336 e ¢ gerado pelo nimero 13. J4 o sexto nimero perfeito € 8589869056, que termina
em 6, assim como seu antecessor.

Apesar de todos os avangos da Teoria dos nimeros, a descoberta de nimeros
perfeitos impares ou a comprovacao da infinidade ou ndo dos nimeros pares perfeitos ainda
representam questdes sem resposta, despertando interesse e resistindo a engenhosidade da

mente dos matematicos.
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3. CURIOSIDADES NUMERICAS

A relacdo que existe entre os nimeros € as propriedades que os mesmos apresentam
encantam a medida que se entra nesse universo intrigante e envolvente. Os nimeros podem
mostrar mais do que realmente sdo. Nao sdao apenas simbolos para representar quantidades.
A esséncia do nimero estd no fato de que cada um é especial por apresentar uma
particularidade. Essa caracteristica muitas das vezes foge a percep¢ao humana.

O nuamero 5, por exemplo, é a constante relacionada com quadrados mégicos de
ordem 3. O 7 é o quarto primo e é o menor nimero de cores necessdrias para colorir os mapas
num toro, de modo que regides adjacentes recebam cores diferentes. O ndmero 8 é o primeiro
cubo ndo trivial da sequéncia de Fibonacci. E muitos outros nimeros trazem consigo uma

curiosidade que os fazem ser cada vez mais apreciados.

3.1 Afinal, qual a utilidade do z?

Os numeros naturais servem para a contagem, por isso se tornaram tao familiares
que qualquer um pode facilmente manipuld-los em determinadas operagdes. Alguns
nimeros, no entanto, sdo bem estranhos pois apresentam caracteristicas incomuns. Talvez o
primeiro contato com esse tipo de nimero ocorre com o estudo de circulos, onde nos
deparamos com o 7.

O ntimero m € definido como a razdo entre o comprimento da circunferéncia de um
dado circulo e a medida de seu diametro. Nao importa o tamanho do circulo, essa razao se
aproxima de 22/7 = 3,1428... Por nao apresentar uma expansao decimal finita ou periddica,
o 1 é um niimero irracional e € representado pela 16 letra do alfabeto grego por corresponder
a primeira letra da palavra perimetro.

O cdlculo cada vez mais preciso do w sempre foi um grande obsticulo para os
matemdticos. Arquimedes obteve um valor bem preciso para . Ele provou que 7 estd
compreendido entre 223/71 e 22/7. Matematicamente, isso estd longe de mostrar a auséncia
de padrao nas casas decimais do . Nas palavras de Stewart:

A relagdo entre a circunferéncia e o didmetro ndo € tdo imediata. Se vocé
desenhar um hex4dgono dentro de um circulo, poderd se convencer de que
a circunferéncia é um pouco maior que o triplo do didmetro. A figura
mostra seis raios, que se juntam aos pares para formar trés didmetros. O
hexdgono tem 0 mesmo comprimento que seis raios — isto é, trés didmetros.
E o circulo é claramente um pouco mais longo que o hexéigono.
(STEWART, 2016, p.204)
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Figura 54: Relacdo entre o 7T e os lados do hexagono regular.

Fonte: Stewart, 2016, p.204.

Sendo o nimerom uma constante, ele aparece na férmula do comprimento C de uma

circunferéncia qualquer. Essa formula € dada pela expressao:
C=2nR

em que R indica o raio da circunferéncia. A constante 7 também estd presente na férmula da
area de circulos, que ¢ dada por:

A = mR?

Mas om aparece em muitas outras dreas que nem sequer envolvem circulos
diretamente. Por exemplo, Leonhard Euler estabeleceu uma prodigiosa relacao entre as mais
famosas constantes da Matematica: 0, 1, e, i, .

em+1=0

Euler também associou o 7w as séries infinitas. Ao tentar encontrar a soma dos

inversos de todos os quadrados, ele encontrou a seguinte relacao:
™ 1 1 1 1

— tatEte

6 1zttt

Outra drea que parece ter estreita relacdo com o m € a Estatistica. A drea sobre a

curva famosa designada de “curva do sino” vale exatamente a raiz quadrada de m.
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Figura 55: A curva sino

Fonte: Stewart, 2016, p.207.

Uma aplicacdo do  extremamente interessante aparece no famoso Problema das
agulhas de Buffon.

Em maio de 1733, o matematico francés George-Louis Leclerc, chamado de conde
Buffon, submeteu a Academia de Ciéncias o seguinte problema:

“Sobre um plano formado apenas por placas paralelas e iguais, joga-se uma haste
de comprimento determinado e de largura desprezivel. Quando este objeto caird sobre uma
unica placa?”

Buffon calculou a probabilidade de uma agulha de comprimento L intersectar uma
das linhas paralelas separadas por uma distancia d e dispostas sobre o plano quando a agulha
¢ lancada de maneira aleatdria sobre o plano.

Essa probabilidade € igual a 2I1/d T, permitindo assim o célculo de .

Figura 56: O problema das agulhas de Buffon

N

o T~ b 2b 3b 4b

Fonte: http://recologia.com.br/2017/12/metodo-de-monte-carlo-e-o-experimento-da-agulha-de-buffon/



http://recologia.com.br/2017/12/metodo-de-monte-carlo-e-o-experimento-da-agulha-de-buffon/
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3.2 A sequéncia de Fibonacci na natureza

A sequéncia de Fibonacci apresenta uma caracteristica incomum, nao s6 pelo fato
do padrdo em que seus nimeros exibem, mas também pela forma como aparecem na
natureza, principalmente em plantas e espirais.

Muitas flores exibem em seu formato, quantidade de pétalas que expressam
nimeros de Fibonacci. Malmequeres tém 13 pétalas. Margaridas apresentam em geral 34,
55 ou 89 pétalas. Girassois 55, 89 ou 144. Outros nimeros sao mais dificeis de serem
encontrados. Os brincos-de-princesa, por exemplo, possuem 4 pétalas. Este nimero estd
associado a outra conhecida sequéncia, chamada de sequéncia de Lucas (1, 3,4,7, 11, 18,...),
que possui o mesmo padrdo de formacdo da sequéncia de Fibonacci, mas tem primeiro
elemento igual a 1 e o segundo igual a 3.

A estreita relacdo desses niimeros com as plantas e espirais € retratada por Stewart:

Os mesmos ndmeros aparecem em diversas outras caracteristicas de
plantas. O abacaxi tem um padrdo aproximadamente hexagonal na sua
superficie; os hexdgonos sao frutos individuais, que coalescem a medida
que crescem. Eles se encaixam em duas familias de espirais enganchadas.
Uma familia se enrola no sentido anti-hordrio, vista de cima, e contém 8
espirais; a outra, no sentido horario e contém 13 espirais. Também é
possivel ver uma terceira familia de 5 espirais, enrolando-se no sentido

horario num angulo menos inclinado. (STEWART, 2016, p.218)

Figura 57: Familia de espirais num abacaxi

Fonte: Stewart, 2016, p.219.

Os girasséis também apresentam essas caracteristicas. A base para a geometria
espiralada dos girassois estd no nimero aureo, explicando o aparecimento dos niimeros de

Fibonacci.
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3.3 Quadrados magicos

Um quadrado mdgico de ordem n é um arranjo quadrado de n? inteiros que estdo
dispostos de tal maneira que a soma dos nimeros em cada linha, em cada coluna e em cada
diagonal € a mesma. Essa soma € denominada de constante mdgica. Um quadrado mégico é
dito normal se os n? elementos forem os n? primeiros niimeros inteiros.

Ha uma maneira simples de constru¢do de quadrados mégicos de ordem impar. Os
passos que devem ser seguidos na constru¢ao de um quadrado magico de ordem 5 sdo esses:
Desenhe um quadrado e divida-o em 25 quadrados menores, distribuidos em 5 linhas e 5
colunas. Faca copias do quadrado grande em cima, na diagonal e ao lado do primeiro
quadrado desenhado. Escreva o nimero 1 no quadradinho central superior do quadrado
original. Proceda diagonalmente para cima e para a direita com os ndmeros inteiros
sucessivos. Quando essa operagdo nos leva para fora do quadrado, voltamos ao quadrado
original, deslocando o niimero que cairia fora do quadrado, ou de cima para baixo ou da
direita para a esquerda, conforme o caso, para o ultimo quadradinho em branco da fila
correspondente. Quando o procedimento nos leva a um quadradinho jd ocupado, escrevemos
o nimero no quadradinho imediatamente abaixo do ltimo a ser preenchido e prosseguimos

normalmente com o método.

Figura 58: Construcdo de um quadrado magico de ordem 5.

Fonte: Eves, 2004, p.270.

Na figura, notamos que o 2 deve ser colocado diagonalmente acima do 1. Como o
2 recai sobre a cdpia superior, ele deve ser deslocado para o quarto quadradinho da linha
inferior do quadrado original. Continuando com o método, a regra faria com que o nimero
6 recaisse sobre o 1, portanto ele deve ser colocado no quadradinho imediatamente abaixo

do 5, que foi o dltimo nimero registrado.
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Ha também um método muito elegante para a construcdo de quadrados magicos de

ordem 4n. Esse método é explicado por Eves:

[...] Comecando pelo canto superior esquerdo, enumere da esquerda para a
direita, em ordem crescente, as celas das diversas linhas, registrando
apenas os numerais daquelas nio-cortadas pelas diagonais. Proceda agora
da mesma maneira, mas a partir do canto inferior direito, no sentido
contrario, registrando apenas os numerais das celas cortadas pelas
diagonais. O quadrado magico resultante difere pouco do de Diirer. A
mesma regra se aplica a qualquer quadrado magico de ordem 4n,
considerando agora as diagonais dos n2 sub-blocos 4x4 principais [...].
(EVES, 2004, p.318-319)

As figuras a seguir mostram esse método de constru¢do de quadrados magicos.

Figura 59: Método de construcdo de um quadrado magico de ordem 4.

B ,ﬁ r—'f;n ‘I o
Jrel| Sl 1l
l {‘;_.r.-: b ity : ";I'-g :'gl

Fonte: Eves, 2004, p.319.

Figura 60: Método de constru¢do de um quadrado mégico de ordem 8.

1 o) - 3 L
=y i Pl o =

Fonte: Eves, 2004, p.319.
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CONCLUSAO

A histéria da Matematica aliada a anélise das propriedades numéricas propicia ao
estudante e ao leitor novas formas de percep¢do dos nimeros. Ela € estruturada em belos
conceitos e padrdes que sdo intrinsecos a todos os nimeros, por mais simples ou complexos
que possam Ser.

O conhecimento da origem do nosso sistema decimal, com a evolugdo histérica
que os numeros sofreram, fornece contribuicdes riquissimas para o desenvolvimento e
compreensdo de novas operacdes € novos sistemas numéricos.

A beleza da Matematica se encontra nas relagdes mais simples que existem entre
os numeros: desde o conceito de zero e de paridade, passando por sequéncias e simetrias
numéricas.

A definicdo de nimeros primos e o estudo de suas possiveis aplicagdes na
construcdo de outros nimeros revelam uma mescla de mistério e encantamento e
proporcionam ao leitor novas formas de compreender os ndimeros.

Padrdes e curiosidades numéricas podem ser percebidos em diversas ocasides da
vida. A repeticdo de eclipses, o formato de algumas espirais, a quantidade de pétalas de
determinadas flores, as regras de um jogo de dominé ou xadrez, uma fita colorida em listras
alternadas nas cores preto e branco, a montagem de um cubo de Rubik, a determinagdo do
domingo de Pascoa de cada ano, sdo alguns dos inimeros exemplos de como os nimeros
governam o mundo.

Os assuntos trabalhados nesta dissertacdo mostram que a matemdtica tem
inesgotaveis formas de encantar aqueles que buscam no universo dos niimeros uma maneira
de retratar a realidade em que vivem. A relacdo entre a regra dos noves e o cddigo de barras,
por exemplo, foi apenas uma das tentativas de mostrar que a matematica pura e a aplicada
ndo precisam trilhar caminhos opostos, uma vez que sdo essenciais para a pratica do saber.

Este trabalho é uma fonte importante de consulta para que todo professor de
Matematica consiga empregar o verdadeiro significado dos numeros, suas caracteristicas e
peculiaridades, a forma como se desenvolveram e suas aplicagdes, por minimas que sejam,
no intuito de transformar o universo dos nimeros em algo divertido e intrigante,
possibilitando ao aluno a busca por novas descobertas neste universo que ainda tem muito
a se desbravar. Com novas conquistas, tanto alunos como professores poderdo desfrutar do

significado da frase: Os niimeros sdo decididamente incriveis.
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