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Resumo

Ao longo da história, pesquisadores renomados dedicaram e dedicam seus estudos para

investigar, entender e descrever os processos difusivos não lineares, onde utilizam-se de

ferramentas analíticas, numéricas e computacionais. Apresentamos aqui um problema de

difusão anômala não linear em meio poroso e temos como objetivo apresentar os grupos

de transformações de simetrias de Lie como alternativa para a resolução do problema da

difusão. Inicialmente foi realizado um estudo sobre o cálculo fracionário e seus principais

operadores onde apontamos definições, teoremas, propriedades e aplicações. O cálculo

fracionário nos permite uma descrição mais fina dos fenômenos naturais, assim obtemos uma

quantidade maior de informações atrelados aos operadores não locais, então denominado

efeito de memória. Foi realizada uma analise da difusão fracionária anômala em meio

poroso, onde foi abordado o problema da difusão fracionária não linear no tempo-espaço.

Outro ponto importante apresentado aqui formam os grupos de transformações de pontos

de Lie, que utilizamos como uma alternativa para o problema da difusão, pois as simetrias

de Lie demostram ser uma ferramenta importantíssima, pois permite a transformação

de uma EDP em EDO. Aplicamos as simetrias de Lie na equação da difusão em meio

poroso fracionária em termos da derivada de Riesz, considerando a derivada de Weyl. E

demonstramos que os resultados podem ser entendidos para a derivada fracionária em

termos da função È. Destacamos que o estudo da difusão anômala vem sendo cada dia

mais aprofundado e seu conceito aplicado em diversos campos como difusão em plasmas,

difusão em fluidos turbulentos, transporte de fluidos em meios porosos, difusão em fractais,

difusão anômala em superfícies líquidas e análise de histogramas de batidas do coração em

indivíduos saudáveis, entre outros sistemas físicos.

Palavras-chave: Difusão Anômala, Cálculo Fracionário, Difusão Fracionária em Meios

Porosos, Pontos de Lie.



Abstract

Throughout history, renowned researchers have dedicated themselves and their studies

to investigate, understand and describe nonlinear diffusion processes, using analytical,

numerical and computational tools. In this work, we present a problem of nonlinear

anomalous diffusion in porous media and aim to present Lie symmetry transformation

groups as an alternative to solving the diffusion problem. Initially, a study was carried out

on fractional calculus and its main operators, where we point out definitions, theorems,

properties and applications. Fractional calculus allows us to describe natural characteristics

more precisely, thus obtaining a greater amount of information linked to nonlocal operators,

then called the memory effect. An analysis of anomalous fractional diffusion in porous

media was carried out, where the problem of nonlinear fractional diffusion in time-space

was addressed. Another important point presented here is the Lie point transformation

groups, which we use as an alternative to the diffusion problem, since Lie symmetries

prove to be a very important tool as it allows the transformation of a PDE into an ODE.

We apply Lie symmetries to the discovery of diffusion in fractional porous media in terms

of Riesz derivatives, including the Weyl derivative. And we demonstrate that the results

can be understood for the fractional derivative in terms of the function È. We emphasize

that the study of anomalous diffusion has been increasingly deepened and its concept

applied in several fields such as diffusion in plasmas, diffusion in turbulent fluids, fluid

transport in porous media, diffusion in fractals, anomalous diffusion on liquid surfaces and

analysis of heartbeat histograms in healthy individuals, among other physical systems.

Keywords: Anomalous Diffusion, Fractional Calculus, Fractional Diffusion in Porous Media,

Lie Points.

Keywords: Anomalous Diffusion, Fractional Calculus, Fractional Diffusion in Porous

Media, Lie Symmetries.
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1 Introdução

A difusão tem por principal característica a expansão o espalhamento, em

movimentos aleatórios das partículas em um determinado sistema. Na intenção de obter

o equilíbrio, este movimento é independente e não colisantes entre si. Os problemas de

difusão podem ser encontrados em diversas áreas, a saber: na física, biologia, estatística,

química, medicina, psicologia, dentre outras. Quando ocorre um processo de difusão, cada

elemento de um conjunto, seja energia, momento linear, átomos, moléculas, produtos

químicos, células, animais etc, se movem de forma aleatória, ou seja, em uma trajetória

"randômica"(PEDRON, 2003). Na história temos grandes trabalhos relacionados ao processo

difusivos, como Joseph Fourier (1768-1830), Thomas Graham (1805-1869), Adolf Eugen

Fick (1852-1937) e Lewis Fry Richardson (1879-1830). Destes, destacamos Fick, pois a

maioria dos processos difusivos obedecem a sua lei que é escrita da seguinte forma:

J < ´D∇Ä, (1.1)

onde Ä é a densidade do elemento difuso com Ä < Äpr, tq, r < px1, x2, x3q, ∇ a taxa de

variação espacial, J a densidade da corrente, ou seja, quantidade de substância que atravessa

uma unidade de área normal na direção do fluxo, por unidade de tempo, D é o coeficiente

de difusão que depende das propriedades do meio, isto é, ele nos informa a velocidade com

que a quantidade medida por Ä se difunde de regiões com altas concentrações para regiões

com baixas concentrações (PEDRON, 2003).

Em geral, classificamos a equação da difusão como sendo linear, não linear

ou quase-linear, e o comportamento como padrão ou anômala. O foco deste estudo está

voltado para a difusão anômala, onde o precursor é L. F. Richardson com seu estudo

sobre difusão turbulenta (TATEISHI, 2010). A difusão anômala tem como característica o

crescimento não linear da variância no decorrer do tempo. O interessante para fenômenos

de transporte é que a difusão anômala vem sendo amplamente estudada e seu conceito é

aplicado em diversos campos como: difusão em plasmas, difusão em fluidos turbulentos,

transporte de fluidos em meios porosos, difusão em fractais, difusão anômala em superfícies

líquidas e análise de histogramas de batidas do coração em indivíduos saudáveis, dentre

outros sistemas físicos (PEDRON, 2003).

Por outro lado, uma abordagem para o processo da difusão é o uso do cálculo

fracionário por meio das integrais e derivadas fracionárias. A principal vantagem do uso

do cálculo fracionário é o refinamento das descrições dos fenômenos naturais, haja vista

que as derivadas fracionárias possuem uma descrição associada ao efeito de memória e

propriedades de diversos materiais (PEREIRA, 2018). Apesar de sua grande vantagem, o

cálculo fracionário possui diversas definições que aumenta o grau de dificuldade e a melhor
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escolha para discutir tal problema. Neste presente trabalho, vamos utilizar as derivadas

fracionárias de È-Riemann-Liouville, È-Caputo, È-Weyl e È-Riesz-Feller. Existem outras

na literatura que podem ser consultadas em (SOUSA; OLIVEIRA, 2018).

Modelos matemáticos que descrevem fenômenos naturais, são geralmente des-

critos por equações parciais diferenciais (PDEs) não lineares. Em comparação com suas

contrapartes lineares simplificadas, esses EDPs não lineares em geral não possuem repre-

sentação explícita das soluções em termos de condições iniciais e/ou de contorno (HUANG,

2014). Para solucionar tais equações, podemos usar os métodos numéricos e computacionais,

ou, em nosso caso, usar as simetrias de Lie, que em geral faz uma redução da ordem na

EDP não linear e leva a uma EDP linear. Em alguns casos as simetrias levam as EDP

a uma EDO. Ao estudar problemas envolvendo equações diferenciais não lineares, umas

das metodologias com muita relevância entre os matemáticos é a teoria dos grupos de

Lie. Essa teoria foi desenvolvida pelo matemático Sophus Lie (1842-1899) e tem sido

amplamente aplicada em problemas não lineares de ordem inteira. Um dos primeiros

trabalhos conectando os grupos de Lie é o artigo de Buckwar e Luchkd (BUCKWAR;

LUCHKO, 1998) o qual obtém a solução invariante para a equação da difusão.

Uma das abordagens mais importantes para estudar as propriedades qualitativas

e quantitativas das EDP’s são suas soluções auto-similares onde quer que existam. Soluções

desse tipo, estão associadas a grupos de EDP’s com escala simétrica, resultando em

equações diferenciais transformadas em variáveis de similaridade invariantes à escala. Após

a redução das variáveis de similaridade, as equações diferenciais de perfis auto-similares,

denominadas perfis de Barenblatt, ainda herdam algumas das simetrias de escala restantes

(VÁZQUEZ, 2007), devido à auto-similaridade do primeiro tipo, os expoentes de escala

podem ser determinados a priori e perfis claros de Barenblatt podem frequentemente ser

obtidos. Devido a outro tipo de auto-similaridade, também chamada de escala anômala,

os perfis de Barenblatt geralmente não estão disponíveis devido a expoentes de anomalia

desconhecidos. Outro forma de auto-similaridade pode ser mostrado no modo de difusão

rápida de EMP ut < ∆um, onde as soluções podem desaparecer em tempo finito. Embora

um perfil de Barenblatt claro não seja esperado neste caso, a simetria de escala restante

da equação reduzida permite uma análise detalhada do plano de fase para investigar a

existência, unicidade e monotonicidade dos perfis (HUANG, 2014).

As simetrias são excelentes ferramentas para estudas propriedades da natureza,

por exemplo, reprodução de experimentos em diferentes locais e momentos, dependem da

invariância das leis, tais como translações de espaço e/ou do tempo, rotações, dentre outros,

que aparecem no desenvolvimento do evento. Em outras palavras, ao modificar a posição ou

tempo em um determinado experimento, por exemplo, este não altera o seu funcionamento.

Estas observações permitem a criação de leis associadas a tais propriedades observadas,

possibilitando o estudo e a produção experimentos. Entretanto, a abordagem de Lie para
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equações diferenciais não foi explorada por meio século e apenas a teoria abstrata dos

grupos de Lie cresceu (o termo grupo de Lie foi cunhado em 1928 por Hermann Weyl). Foi

nos anos quarenta do século passado, com o trabalho de G. Birkhoff e I. Sedov sobre análise

dimensional, que a teoria deu resultados relevantes em problemas concretos aplicados.

Além disso, foi a escola russa com L. V. Ovsiannikov que desde 1960 começou a explorar

sistematicamente o métodos de análise de simetria de equações diferenciais na construção

explícita de soluções de qualquer problemas, mesmo complicados da física matemática.

Durante as últimas décadas, um renascimento do interesse na teoria de Lie e um progresso

significativo foi feito a partir de um ponto de vista aplicado. Muitas monografias e livros

didáticos estão agora disponíveis, e número de trabalhos de pesquisa publicados atualmente.

Ainda hoje, temos acesso a diversos sistemas de álgebra computacional (CAS), como Mapler

e Mathematica (comercial), Maxima e Reduce (código aberto) que facilitam o cálculo

das simetrias de uma equação diferencial. Resumidamente, a ideia chave da teoria de

Lie da análise de simetria de equações diferenciais baseia-se na invariância sob uma

transformação de variáveis independentes e dependentes. Esta transformação forma um

grupo local de transformações pontuais estabelecendo um difeomorfismo no espaço de

variáveis dependentes, mapeando soluções das equações para outras soluções.

Por outro lado, vale destacar o importante trabalho pioneiro (GAZIZOV;

KASATKIN; LUKASHCHUK, 2007), desenvolvido por Gazizov et al. em 2007, cujo

título "Grupos de transformação contínua de equações diferenciais fracionárias", apresenta

todos os detalhes para aplicar simetrias Lie para encontrar soluções exatas no caso de

equações diferenciais fracionárias. Além do anterior em 2009, Gazizov et al. (GAZIZOV;

KASATKIN; LUKASHCHUK, 2009) considerou a equação de difusão fracionária o qual

são calculadas as simetrias discutindo as soluções invariantes para o problema. Um

compêndio das suas contribuições podem ser vistas na referência (GAZIZOV; KASATKIN;

LUKASHCHUK, 2019), em que apresenta um ampla discussão sobre o uso das simetrias

de Lie envolvendo as derivadas fracionárias e, consequentemente suas aplicações. Outro

relevante trabalho, é sobre o estudo das simetrias de Lie envolvendo equações diferenciais de

evolução (BAKKYARAJ, 2020), onde os autores apresentam o prolongamento infinitesimal

para a derivada parcial fracionária de Caputo e aplicam no cálculo das simetrias de um

sistema de equações diferenciais fracionárias. Na referência (ZHANG; ZHENG, 2021) os

autores estudam as simetrias de Lie de algumas equações de evolução fracionárias, por

exemplo, a equação de difusão em meio poroso, além de uma nova metodologia para o

cálculo de simetrias simplificando e facilitando o cálculo das equações governantes.

Atualmente, Soares et al. (SOARES; COSTA; SOUSA, 2024a), desenvolveram

uma fórmula explícita do prolongamento infinitesimal para a derivada fracionária de

Riemann-Liouville em termos de outra função apresentando como aplicação a discussão

das simetrias de Lie da equação fracionária de evolução, que tem como caso particular,

as simetrias de Lie da equação de difusão em meio poroso. Outro importante resultado
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aparece na obtenção da fórmula explícita do prolongamento infinitesimal da derivada

fracionária de Caputo em termos de uma outra função de ordem variável e sua respectiva

aplicação no cálculo das simetrias de Lie na equação fracionária (SOARES; COSTA;

SOUSA, 2024a). Destacamos que estes resultados são de grande importância para o

emprego da teoria iniciada por Sophus Lie e atualmente aplicada no estudo das equações

diferenciais fracionárias.

O principal objetivo do presente trabalho, é apresentar uma expressão explicita

para o calculo do prolongamento infinitesimal para derivadas fracionárias em termos de

outra função denominada Èp¨q e aplicamos na equação de difusão fracionária de meio

poroso, o qual calculamos as simetrias e suas respectivas soluções invariantes.

A fim de tornar claro o trabalho, a seguir detalhamos o que foi realizado em

cada Capítulo.

No Capítulo 2, estamos interessados em apresentar os espaços de funções p-

integráveis e contínuas por partes com peso e, suas respectivas normas. Nesse sentido,

os conceitos das transformadas de Laplace e Laplace generalizada, são apresentadas,

bem como algumas propriedades e resultados das mesmas. Por outro lado, uma vez que

estamos interessados em trabalhar com problemas de difusão via cálculo fracionário de

meio poroso, apresentamos uma versão da transformada de Fourier com respeito a função

Èp¨q e propriedades interessantes. Nesse sentido, motivados pela transformada de Fourier

com respeito a função È, apresentamos o espaço de Schwartz e o conceito de Laplaciano

fracionário generalizado. Outras propriedades envolvendo a transformada de Fourier, são

apresentadas. Para finalizar o Capítulo, apresentamos o conceito de simetrias de Lie e

algumas propriedades fundamentais no estudo de equações diferenciais, em particular,

fracionárias.

No Capítulo 3, estamos interessados em apresentar um breve estudo sobre

problemas de difusão, desde seu contexto histórico até aplicações, em particular, envolvendo

meio poroso. Nesse sentido, buscaremos explicar o efeito da temperatura na combustão e

suas consequências para a poluição, dando ênfase na importância do meio poroso e suas

principais vantagens, bem como suas aplicações.

O Capítulo 4, dedicamos a realizar um detalhamento sobre a teoria de integrais

e derivadas fracionárias que envolvem o núcleo implícito, o qual denotamos pela função

Èp¨q. O natural de discutir tais definições, é que é possível obter uma ampla classe de

possíveis casos particulares, a partir da escolha dos parâmetros ³, ´ e da função Èp¨q. Nesse

sentido, apresentamos parte dos resultados oriundos das integrais e derivadas fracionárias

abordadas.

No Capítulo 5, é direcionado a apresentar a aplicabilidade do cálculo fracionário

para linearização e solução da equação de difusão espaço-fracionária com as ferramentas
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do cálculo fracionário e das simetrias de Lie. Traremos aqui a equação da difusão espaço

fracionária e as simetrias de Lie da equação da difusão. Nesse capítulo, apresentaremos a

principal contribuição desse trabalho.

Por fim, concluímos o trabalho com comentários e os passos para a próxima

etapa.
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2 Preliminares

Nesta primeiro momento, apresentamos espaços ponderados, alguns conceitos

fundamentais como transformada generalizada de Fourier e Laplace, Simetrias de Lie e

propriedades e o conceito de laplaciano fracionário que estarão relacionados às integrais

fracionárias e derivadas utilizadas neste trabalho.

2.1. Espaços das funções

Seja Ω um conjunto mensurável com 1 ď p ă 8. Denotamos por LppΩq o espaço

das funções p-integráveis no sentido de Lebesgue, dado por (KILBAS; SRIVASTAVA;

TRUJILLO, 2006)

LppΩq <
"
f : Ω Ñ R :

ż

Ω

|fptq|pdt ă 8
*
,

munido da norma

∥f∥p <
ˆż

Ω

|fptq|pdt
˙ 1

p

.

Por outro lado, o espaço L8pΩq das funções reais mensuráveis limitadas, é

dado por (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006)

L8pΩq <
"
f ;Ω Ñ R : sup

tPΩ
|fptq|p ă 8

*
,

munido da norma

∥f∥8 < sup
tPΩ

|fptq|p.

Sejam ra, bs p0 ă a ă b ă 8q um intervalo finito sobre o eixo R
` e Cpra, bsq,

ACnpra, bs,Rq, Cnpra, bsq, Rq, os espaços das funções contínuas, absolutamente contínuas

n-vezes, diferencialmente contínuas n-vezes sobre ra, bs, respectivamente.

O espaço das funções contínuas f sobre ra, bs tem norma definida por (KILBAS;

SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006)

∥f∥Cra,bs < max
tPra,bs

|fptq|.

Por outro lado, o espaço das funções absolutamente contínuas n-vezes é dado

ACnra, bs <
 
f : ra, bs Ñ R : fn´1 P ACpra, bsq

(

O espaço ponderado Cµ,Èpra, bs,Rq das funções f sobre pa, bs é definido por:

Cµ,Èpra, bs,Rq < tf : pa, bs Ñ R; pÈptq ´ Èpaqqµfptq P Cra, bsu, 0 ď µ ă 1,
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com a norma,

∥f∥Cγ;ψra,bs < ∥pÈptq ´ Èpaqqµfptq∥Cra,bs < max
tPra,bs

|pÈptq ´ Èpaqqµfptq|.

O espaço ponderado Cn
µ,Èpra, bs,Rq das funções f sobre pa, bs é definido por,

Cn
µ,Èpra, bs,Rq < tf : pa, bs Ñ R; fptq P Cn´1ra, bs; f pnqptq P Cµ;Èra, bsu, 0 ď µ ă 1

com a norma

∥f∥Cn
γ;ψ

ra,bs <
n´1ÿ

k<0

∥f pkq∥Cra,bs ` ∥f pnq∥Cγ;ψra,bs.

Para n < 0, temos, C0
µ,Èpra, bs,Rq < Cµ,Èpra, bs,Rq.

Note que, Cn
µ,Èpa, bq Ă ACnra, bs e Cn

µ1;Èra, bs Ă Cn
µ2;Èra, bs com 0 ď µ1 ă µ2 ă 1.

Definição 2.1. (SOUSA; OLIVEIRA, 2018) Sejam 0 ă ³ ă 1 e 0 ď ´ ď 1. O espaço

ponderado C³,´
µ;È pra, bs,R é definido por

C
³,´
µ;È pra, bs,R <

!
f P Cµ;Èra, bs : HD

³,´;È
a` f P Cµ;Èra, bs

)
,

com µ < ³ ` ´p1 ´ ³q.

Definição 2.2. (SOUSA, 2018) Seja 0 ď µ ă 1. O espaço ponderado C1´µ
µ;È ra, bs é definido

por

C
1´µ
µ;È ra, bs <

!
f P Cµ;Èra, bs : HD

1´µ;È
a` f P Cµ;Èra, bs

)
,

com µ < ³ ` ´p1 ´ ³q.

Note que, das definições (2.1) e (2.2) concluímos C1´µ
µ;È ra, bs Ă C

³,´
µ;È ra, bs.

Seja g : Λ Ñ R uma função mensurável e p ą 1. Considere o espaço (veja

(FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021a))

L
ppΛ, gdÀ1q <

"
f : Λ Ñ R é mensurável |

ż

Λ

|fpÀ1q|pgpÀ1qdÀ1 ă 8
*
,

que é dotado da norma f ÞÑ
ˆż

Λ

|fpÀ1q|pgpÀ1qdÀ1

˙ 1
p

. Para ³ P p0, 2q fixo, considere o

conjunto

L³pΛ, dÈq <
"
f : Λ Ñ R é mensurável |

ż

Λ

|fpÀ1q|
p1 ` |ÈpÀ1q|qn`³

|JÈpÀ1q|dÀ1 ă 8
*
,

onde È : Λ Ñ Λ é uma função dada e |JÈ| é o determinante Jacobiano de È.
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2.2. Transformadas Integrais

2.2.1. Transformadas Integrais Laplace

Definição 2.3. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Seja f, È : r0,8q Ñ R e È uma função

crescente não negativa tal que Èp0q < 0. Então a transformada de Laplace de f em relação

a função È é definida por

LÈtfptqu < F psq <
ż 8

0

e´sÈptqÈ1ptqfptqdt (2.1)

para todo s P C tal que esta integral converge. Aqui LÈ denota a transformada de Laplace

em relação a È, que chamamos de transformada de Laplace generalizada.

Teorema 2.1. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Sejam f, È : ra,8q Ñ R funções tais que

Èpt) é contínua e È1ptq ą 0 em r0,8q e tal que a transformada generalizada de Laplace de

f existe. Então

LÈtfptqupsq < L tf
`
È´1pt ` Èpaqq

˘
upsq, (2.2)

onde L tfu é a transformada de Laplace usual de f .

Definição 2.4. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Uma função f : r0,8q Ñ R é consi-

derada de ordem Èptq-exponencial se existirem constantes não negativas M, c, T tais que

|fptq| ď MecÈptq para t ě T .

Teorema 2.2. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Se f : ra,8q Ñ R é uma função contínua

por partes e é de Èptq-ordem exponencial, então sua transformada generalizada de Laplace

existe para s ą c.

Teorema 2.3. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Se a transformada generalizada de

Laplace de f1 : ra,8q Ñ R existe para s ą c1 e a transformada generalizada de Laplace

de f2 : ra,8q Ñ R existe para s ą c2. Então, para quaisquer constantes a1 e a2, a

transformada generalizada de Laplace de a1f1 ` a2f2, onde a1 e a2 são constantes, existe e

LÈta1f1ptq ` a2f2ptqupsq < a1LÈtfptqupsq ` a2LÈtfptqupsq para s ą maxtc1, c2u. (2.3)

As transformadas generalizadas de Laplace de algumas funções elementares são

dadas pelo seguinte lema.

Lema 2.1. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020)

1.

LÈt1upsq < 1

s
, s ą 0;

2.

LÈtpÈptq ´ Èpaqq´upsq < Γ p´q
s´

,Rp´q ą 0, s ą 0;
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3.

LÈte¼Èptqupsq < e¼Èpaq

s ´ ¼
, s ą ¼.

Teorema 2.4. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Seja a função f P CÈra, bs e de È-ordem

exponencial tal que f r1sptq é contínuo por partes em cada intervalo finito ra, bs. Então

existe a transformada generalizada de Laplace de f 1ptq,

LÈ tf 1ptqu psq < sLÈ tfptqu psqfpaq. (2.4)

Teorema 2.5. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Seja a função f P CÈra, bs e de È-ordem

exponencial tal que f r1sptq é contínua por partes ao longo de um intervalo finito ra, bs.
Então, a transformada generalizada de Laplace de f r1sptq existe

L tf r1sptqupsq < sLÈtfptqupsq ´ fpaq. (2.5)

Corolário 2.1. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Seja f P Cn´1
È ra, tq tal que f ris, i <

0, 1, 2, ..., n ´ 1 são ordem È-exponencial. Seja f rns uma função contínua por partes no

intervalo ra, bs. Então, a transformada de Laplace generalizada de f rnsptq existe e,

LÈtf rnsptqupsq < snLÈtfptqupsq ´
n´1ÿ

k<0

sn´k´1pf rksqpaq. (2.6)

Definição 2.5. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Sejam f e h duas funções contínuas por

partes em cada intervalo ra, bs e de ordem exponencial. Definimos a convolução generalizada

de f e h por:

pf˚È hqptq <
ż t

a

fpÄqh
`
È´1pÈptq ` Èpaq ´ ÈpÄqq

˘
È1pÄqdÄ. (2.7)

Lema 2.2. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Sejam f e h duas funções contínuas por

partes em cada intervalo ra, bs e de ordem exponencial. Então,

f˚È h < h˚È f. (2.8)

Teorema 2.6. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Sejam f e h duas funções contínuas por

partes em cada intervalo ra, T s e de ordem exponencial. Então,

LÈtf˚È hu < LÈtfuLÈthu. (2.9)

2.2.2. Transformada de Fourier generalizada

Aqui, traremos o conceito da transformada de Fourier generalizada, ou também,

conhecida como, transformada de Fourier com respeito a outra função, neste caso, È. A

transformada de Fourier generalizada, é uma ferramenta importante em diversos aspectos,

desde na discussão de solução analítica e introdução de operadores fracionários, de modo

particular, o Laplaciano fracionário (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b).
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2.2.2.1. Unidimensional

Definição 2.6. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Seja È : R Ñ R uma

função diferenciável com È1 ą 0 em quase todos os pontos e Èpxq Ñ ˘8 com x ˘ 8,

respectivamente. A transformada de Fourier com relação a È, de uma função f tal que

esta integral exista, é definida por

rFspkq < 1?
2Ã

ż 8

´8

e´ikÈpxqfpxqÈ1pxqdx, (2.10)

onde k P R é a variável do domínio de Fourier.

Proposição 2.1. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) A transformada de

Fourier em relação a uma função está relacionada com a transformada de Fourier clássica

pela seguinte relação entre os operadores

FÈ < F ˝ Q´1
È (2.11)

onde QÈ é o operador de composição correta com È.

Proposição 2.2. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) A transformada de

Fourier inversa em relação a È é dada por:

rF´1
È gspxq < 1?

2Ã

ż
´88e´ikÈpxqgpkqdk

em outras palavras, temos g < FÈf se e, somente se, f < FÈ´1g.

Teorema 2.7. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) A transformada de Fourier

com relação a È é um operador limitado de L1pR, dÈq para L8pRq.

Considere QÈ é o operador de composição com a função È dada por

QÈpfq < f ˝ È, i.e. pQÈfqpxq < fpÈpxqq. (2.12)

Proposição 2.3. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Seja È um função como

na Definição (2.6) e QÈ definido em Eq.(2.12) como a operação para a composição de È.

Para qualquer p P r1,8s, a aplicação de

QÈ : LppR, dÈq

é uma isometria linear. Para p < 2 especificamente, esta aplicação também é uma isometria

entre os espaços de produtos internos, onde o produto interno x¨, ¨yÈ no espaço ponderado

L2 é definido de maneira usual por

xf, gyÈ <
ż 8

´8

fpxqgpxqÈ1pxqdx

e a conjugação complexa pode ser ignorada se assumirmos funções de valores reais f e g.



Capítulo 2. Preliminares 22

Teorema 2.8. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Se f P L1pR, dÈqXL2pR, dÈq,
então FÈf P L2pRq e

∥FÈf∥L2pRq < ∥f∥L2pR,dÈq.

Além disso, se f, g P L1pR, dÈq X L2pR, dÈq, então

xFÈf,FÈgy < xf, gyÈ.

Corolário 2.2. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) A transformada de Fourier

com relação a ϕ pode se estender continuamente para uma isometria do espaço L2pR, dÈq
para o espaço L2pRq.

Definição 2.7. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Seja È : R Ñ R uma função

suave com È1pxq ą 0 em quase todo ponto e Èpxq Ñ ˘8 com x Ñ ˘8 respectivamente.

O espaço de Schwartz é definido por

SÈpRq :<
#
f P C8pRq tal que sup

xPR

ˇ̌
ˇ̌
ˇÈpxqk

ˆ
d

dÈpxq

˙l

fpxq
ˇ̌
ˇ̌
ˇ ă 8 para todo k, l P N

+

onde
d

dÈpxq < 1

È1pxq
d

dx
é o operador de diferenciação com relação a Èpxq.

Neste espaço podemos definir as seminormas como

pN,Èpfq < sup
xPR

p1 ` |Èpxq|qN
Nÿ

l<0

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

d

dÈpxq

˙
fpxq

ˇ̌
ˇ̌ , f P SÈpRnq

onde N pode tomar qualquer valor em Z
`
0 .

Teorema 2.9. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Se È : R Ñ R é uma função

suave com È1 ą 0 em quase todo ponto e Èpxq Ñ ˘8 com x Ñ ˘8, respectivamente,

então a aplicação

QÈ : SpRq Ñ SÈpRq

é uma isometria linear.

Corolário 2.3. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Seja È uma função suave

com È1pxq ą 0 em quase todos os pontos e Èpxq Ñ ˘8 com x Ñ ˘8 respectivamente.

Para qualquer p P r0, 1q o espaço Schwartz SÈpRq é denso no espaço LppR, dÈq.

Observação 2.1. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Também esta claro que

o espaço das funções teste em R está contido no espaço SpRq em relação a qualquer função

bijetiva suave È.

Teorema 2.10. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Seja È uma função suave

com È1 ą 0 em quase todo ponto e Èpxq Ñ ˘8 com x Ñ ˘8 respectivamente. A

transformada de Fourier com relação a È é um isomorfismo linear de SÈpRq em SpRq.
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Definição 2.8. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Seja È uma função suave

com È1 ą 0 em quase todo ponto e Èpxq Ñ ˘8 com x Ñ ˘8 respectivamente. A convolução

È-Fourier para as funções f e g no espaço L1pR, dÈq é definida por

hpxq < pf ˚ gqpxq <
ż 8

´8

fpÈ´1pÈpxq ´ ÈpyqqqgpyqÈ1pyqdy.

Proposição 2.4. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Para qualquer f, g P
L1pR, dÈq, temos

f ˚È g < QÈppQ´1
È fq ˚ pQ´1

È gqq
onde é o operador de convolução usual do tipo Fourier. Em outras palavras, tratando e È

como operações binárias em pares de funções, temos

È < pQÈq ˝ p˚q ˝
`
Q´1
È , Q´1

È

˘
.

Proposição 2.5. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b)(Desigualdade de Young).

Se p, q, r P r1,8s com
1

p
` 1

q
< 1

r
` 1 e f P LppR, dÈq, então f˚

Èg P LrpR, dÈq com

∥f ˚È g∥LrpR,dÈq ď ∥f∥LppR,dÈq∥g∥LppR,dÈq.

Proposição 2.6. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b)(Teorema da convolução

de Fourier). A transformada de Fourier em relação a È transforma a convolução em relação

a È em multiplicação

FÈpf ˚È gq < pFÈfqpFÈgq
para f, g P L1pR, dÈq.

2.2.2.2. Para caso n-dimensional

Definição 2.9. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Sejam n P N e È : Rn Ñ R
n

uma função bijetora cujo a derivada parcial de primeira ordem existe em quase todo ponto.

A transformada de Fourier n-dimensional com respeito a È, de uma função f : Rn Ñ R
n

ou R
n Ñ C

n tal que a integral exista, e definida por

rFÈf spkq < 1

p2Ãqn{2

ż

Rn

e´ik¨Èpxqfpxq|JÈpxq|dx,

onde k P R
n é uma variável do domínio de Fourier, e |JÈ| é o determinante jacobiano

para a função È.

Proposição 2.7. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) A transformada de

Fourier n-dimensional com relação a uma função está relacionada à transformada de

Fourier clássica pela seguinte relação entre os operadores

FÈ < F ˝ Q´1
È , (2.13)

onde QÈ é o operador de composição à direita com È, conforme definido em Eq.(2.12),

mas desta vez atuando no espaço de funções definido em R.
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Proposição 2.8. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b)A transformada inversa

de Fourier em n-dimensão com relação a È é dada por

rF´1
È gspxq < 1

p2Ãqn{2

ż

Rn

eik¨Èpxqgpkqdk;

em outras palavras, temos que g < FÈf se, e somente se, f < F´1
È g.

Teorema 2.11. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) A transformada de Fourier

em n-dimensão com relação a È é um operador limitado de L1pR, dÈq em L8pRnq.

Definição 2.10. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021a) Seja È : Λ Ñ Λ uma

bijeção tal que todas as derivadas parciais de primeira ordem existem, a.e. em todos os

lugares em Λ. O Laplaciano fracionário n-dimensional em relação a È de f é definido por

p´∆Rnq
α
2

ÈpÀ1q fpÀ1q :< Cn,³{2P.V.

ż

Λ

fpÀ1q ´ fpÀ2q
|ÈpÀ1q ´ ÈpÀ2q|n`³ |JÈpÀ2q| dÀ2, (2.14)

onde 0 ă ³ ă 2, À1 P R
n e

Cn,³{2 < ³2³´1Γ
`
³`n

2

˘

Ãn{2Γ p1 ´ ³{2q . (2.15)

Pode-se ver que p´∆Rnq
α
2

ÈpÀ1q está bem definido em L pΛ, dÈq X C
1,1
loc pΛq e na

Definição 2.10 que é não-local. Mesmo f é identicamente zero em uma vizinhança de um

ponto À, p´∆Rnq
α
2

ÈpÀ1qfp¨q ainda não desapareceu.

Um caso especial, do Laplaciano fracionário generalizado, é quando escolhemos

a função ÈpÀ1q < À1 na Eq.(2.15), e obtemos o Laplaciano fracionário clássico.

Proposição 2.9. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Seja È : Rn Ñ R
n uma

função com Definição 2.9 e com QÈ definido em Eq.(2.12) como a operação de composição

com È. Para qualquer p P r1,8q, a aplicação

QÈ : LppRq Ñ LppR, dÈq

é uma isometria linear. Para p < 2 especificamente, esta aplicação também é uma isometria

entre o produto dos espaços internos x¨, ¨yÈ no espaço ponderado L2 é definida de forma

natural por

xf, gyÈ <
ż

Rn

fpxqgpxq |Jψpxq|dx

e a conjugação complexa pode ser ignorada se assumirmos funções de valores reais f e g.

Teorema 2.12. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) (Teorema de Plancherel

n-dimensional) Se f P L1pRn, dÈq X L2pR, dÈq então FÈf P L2pRnq e

∥FÈf∥L2pRnq < ∥f∥L2pRn,dÈq.

Mais genericamente, se f, g P L1pRn, dÈq X L2pRn, dÈq, então

xFÈf,FÈgy < xf, gyÈ.
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Corolário 2.4. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) A transformada de Fourier

com relação a È pode ser estendida continuamente para uma isometria do espaço L2pR, dÈq
ao espaço L2pRq.

Definição 2.11. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Seja È : R Ñ R uma

função como na Definição 2.9. A È convolução tipo Fourier de duas funções f e g no

espaço L1pRn, dÈq é definida a seguir

hpxq < pf ˚È gqpxq <
ż

Rn

fpÈ´1pÈpxq ´ Èpyqqqgpyq|JÈpyq|dy.

Proposição 2.10. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Para qualquer f, g P
L1pRn, dÈq temos

f ˚È g < QÈppQ´1
È fq ˚ pQ´1

È gqq

onde é o operador de convolução usual do tipo Fourier. Em outras palavras, tratando e È

como operações binárias em pares de funções, temos

È < pQÈq ˝ p˚q ˝
`
Q´1
È , Q´1

È

˘
.

Proposição 2.11. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) (Desigualdade de

Young). Se p, q, r P r1,8s com
1

p
` 1

q
< 1

r
` 1, e f P LppRn, dÈq e g P LqpRn, dÈq

então f ˚È g P LrpRn, dÈq

∥f ˚È g∥LrpRn,dÈq ď ∥f∥LqpRn,dÈq∥g∥LqpRn,dÈq.

Proposição 2.12. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) (Teorema da convolução

de Fourier). A transformada de Fourier em relação a È transforma a convolução em relação

a È em multiplicação

Fpf ˚ gq < pFÈfqpFÈgq.

Definição 2.12. Para a função f P FÈpRq, È1ptq ą 0 a transformada de Fourier fracio-

nária de ordem ³p0 ă ³ ď 1q, em relação às funções definidas por

F³,Èpfptqq < F³,ÈpÉq <
ż 8

´8

e³,ÈptqpÉ, ÈptqqfptqÈ1ptqdt, É P R (2.16)

onde

e³,ÈptqpÉ, Èptqq <

$
&
%

e´i|É|
1
α Èptq, É ď 0,

e`i|É|
1
α Èptq, É ě 0.

(2.17)

A transformada de Fourier fracionária F³,È em relação à função também pode

ser definida por

F³,Èpfptqq < F³,ÈpÉq <
ż 8

´8

eisign|É|
1
α ÈptqfptqÈ1ptqdt, 0 ă ³ ď 1. (2.18)
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Proposição 2.13. A transformada de Fourier fracionária em relação a uma função está

relacionada à relação do operador da transformada de Fourier fracionária

F³,È < F³ ˝ Q´1
È (2.19)

onde QÈ é o operador de composição correta com È, definido como QÈ < f ˝ È < fpÈptqq.

Teorema 2.13. Se f P FÈpRq, È1ptq ą 0 então a relação entre a transformada de Fourier

fracionária em relação a uma função e a transformada de Fourier em relação a uma função

é dada por

F³,ÈpfqpÉq < FÈpfqpsignpÉq|É| 1
α q, (2.20)

onde É P R e 0 ă ³ ď 1.

Teorema 2.14. Seja F³,È a transformada de Fourier fracionária em relação à função,

então

F
´1
³,ÈF³,Èpfptqq < fptq, t P R. (2.21)

2.3. Laplaciano Fracionário

As equações diferenciais parciais (EDP’s) são ditas como um dos maiores e mais

importantes campos da matemática, cujo seus problemas e tópicos estudados são utilizados

em questões que vão desde resultados matemáticos abstratos até aplicações físicas diretas.

Um dos operadores mais comumente usados em equações diferenciais parciais, é o operador

de Laplace ou Laplaciano, que se cruza com análises complexas, teoria de coomologia,

gravitação, eletromagnetismo e modelagem de difusão, este sendo objeto de estudo desta

presente dissertação (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b).

Equações diferenciais fracionárias são frequentemente usadas para descrever

sistemas com comportamentos não locais. Alguns dos métodos estabelecidos usados para

equações diferenciais clássicas podem ser estendidos, com modificações, para o ajuste

fracionário. Um operador importante para propor equações diferenciais parciais fracionárias

(EDPF’s) é o Laplaciano fracionário (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b).

Fernandez (2021) (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b), investigou o

conceito de operador fracionário laplaciano em relação a uma função. No mesmo artigo

demonstrou que existe uma conexão próxima com o conceito de transformada de Fourier

em relação a uma função. Acontece que grande parte da análise funcional de tais operadores

pode ocorrer em espaços Lp ponderados.

Primeiramente, temos 0 ă s ă 1 e ³ < 2s. Rotula-se a ordem do Laplaciano

fracionário e operadores relacionados como s ou ³{2, sendo n P N dimensão do domínio e

com configuração R
n.
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Definições padrões de espaço de uma função para R
n. Para qualquer p P r1,8q,

o espaço Lp é definido por (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b)

LppRnq :<
"
f : Rn Ñ R mensurável tal que

ż

Rn

|fpxq|pdx ă 8
*
.

Para p < 8 temos a seguinte definição

L8pRnq :<
"
f : Rn Ñ R mensurável tal que sup

xPRn
|fpxq| ă 8

*
.

Os espaços Lp podem ser ponderados alterando a medida de integração. Qual-

quer função mensurável em g : Rn Ñ R resulta no espaço ponderado Lp seguinte

LppRn, gdx :<
"
f : Rn Ñ R mensurável tal que

ż

Rn

|fpxq|pgpxqd ă 8
*
.

O espaço Schwartz SpRnq é o espaço para funções suaves e com decrescimento

rápido, ou seja,

SpRnq :<
"
f P C8pRnqtal quesup

xPRn
|xkBlfpx| ă 8 para todo multi-índice k, l P N

n

*
.

A topologia nestes espaços podem ser definidos pelas seguintes semi-normas:

pNpfq < sup
xPRn

p1 ` |x|qN
ÿ

|k|ďN

ˇ̌
Bkfpxq

ˇ̌
, f P SpRnq.

Onde N Pode assumir qualquer valor em Z
`
0 . Os espaços Lp e Schwartz for-

mam um cenário natural para o Laplaciano Fracionário e seus operadores relacionados.

(FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b). Para nos dar uma definição rigorosa do

Laplaciano Fracionário por meio da integral do valor principal, usaremos o espaço de

função para 0 ă s ă 1 e n P N

L1
spRnq :<

"
f : Rn Ñ R mensurável tal que

ż

Rn

|fpxq|
p1 ` |x|qn`2s

dx ă 8
*
.

Para f P L1
spRnq e ϵ ą 0 defini-se

p´∆qsϵfpxq :< Cn,s

ż

tyPRn:|x´y|ąϵu

fpxq ´ fpyq
|x´ y|n`2s

dy, x P R
n

onde Cn,s é uma constante de normalização. O Laplaciano Fracionário p´∆qs é então

definido pela integral singular

p´∆qsfpxq :< Cn,sP.V.

ż

Rn

fpxq ´ fyq
|x´ y|n`2s

dy < lim
ϵÓ0

p´∆qsϵfpxq, x P R
n. (2.22)

Desde que o limite da função exista pra x P R
n.
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A constante Cn,s é escolhida para que a relação de Fourier {p´∆qα2 fk < |k|³ pfpkq
vale para todo f P SpRn, onde k P R é variável do domínio de de Fourier. A normalização

explícita para a constante Cn,s é dada por (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b)

Cn,s < Cn,³{2 :< s22sΓ ps ` n
2

Ãn{2Γ p1 ´ sq < ³2³´1Γ p³`n
2

q
Ãn{2Γ p1 ´ ³

2
q . (2.23)

Ressalta-se que o Laplaciano Fracionário pode ser realizado pelo inverso do

potencial de Riesz. O potencial de Riesz de ordem ³ P p0, nq que denotamos por J³, é um

operador pseudo-fracionário com multiplicador de Fourier k ÞÑ |k|´³, ou seja, para todo

u P SpRnq nós temos (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b)

J³u < Cn,a

ż

Rn

upyq
|x´ y|n´³

dy, x P R
n

onde Cn,s é dada em Eq.(2.23).

2.4. Simetrias de Lie e propriedades

Nesta sessão, apresentaremos os grupo de transformações de pontos de Lie e

suas principais definições e propriedades que foram utilizadas no decorrer da dissertação.

Definição 2.13. (BLUMAN, 2010) Seja D Ď R
n um subconjunto aberto, não-vazio, conexo.

O conjunto de transformações x˚ < Xpx; ϵq definido para cada x < px1, x2, ..., xnq P D,

dependendo de um parâmetro ϵ P S Ă R e munido de uma lei de composição de parâmetros

ϕ : S ˆ S Ñ S

forma um grupo de transformação em D se:

1. Para cada parâmetro ϵ em S as transformações são injetivas em D, em particular

x˚ pertence a D;

2. O par pS, ϕq forma um grupo G;

3. Se ϵ denota o elemento neutro de G, então, para todo x P D, temos x˚ < Xpx; ϵq < x;

4. Se x˚ < Xpx; ϵq e x˚˚ < Xpx˚; ¶q, então, x˚˚ < Xpx;ϕpϵ, ¶qq.

Definição 2.14. (BLUMAN, 2010) Um grupo de transformações define um grupo de

pontos de Lie (GTPL) a 1-parâmetro se adicionarmos às propriedades anteriores às

seguintes:

1. ϵ é um parâmetro contínuo, isto é, S é um intervalo de R. Sem perda de generalidade,

ϵ < 0 corresponde ao elemento identidade;
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2. X é infinitamente diferenciável com respeito a x P D e é uma função analítica de

ϵ P S;

3. ϕpϵ, ¶q é uma função analítica de ϵ e ¶, para todo ϵ, ¶ P S.

Para as transformações infinitesimais, considere o grupo de Lie a 1-parâmetro

x˚ < Xpx; ϵq, (2.24)

com identidade ϵ < 0 e lei de composição ϕ. Fazendo a expansão de (2.24) em série de

Taylor em torno de ϵ < 0, temos

x˚ < x ` ϵ

ˆBXpx; ϵq
Bϵ

˙ ˇ̌
ˇ
ϵ<0

` Opϵ2q

< x ` ϵÀpxq ` Opϵ2q, (2.25)

onde

Àpxq <
ˆBXpx; ϵq

Bϵ

˙ ˇ̌
ˇ
ϵ<0
. (2.26)

A transformação

x ÞÑ x ` ϵÀpxq (2.27)

é chamada de transformação infinitesimal do (GTPL) (2.24), sendo Àpxq < pÀ1pxq, ..., Ànpxqq.

Lema 2.3. (BLUMAN, 2010) Seja x˚ < Xpx; ϵq um grupo de transformações de pontos

de Lie. Então, vale a seguinte igualdade

Xpx; ϵ ` ∆ϵq < XpXpx; ϵq;ϕpϵ´1, ϵ ` ∆ϵqq, (2.28)

onde ϵ´1 e ∆ϵ denotam, respectivamente, o elemento inverso de ϵ e um pequeno incremento

em ϵ.

Teorema 2.15. (BLUMAN, 2010)(Primeiro Teorema Fundamental de Lie). Existe uma

parametrização Äpϵq tal que a transformação do grupo de Lie (2.24) é equivalente à solução

de um problema de valor inicial (PVI) para o sistema de equações diferenciais de primeira

ordem $
&
%

dx˚

dÄ
< Àpx˚q,

x˚|Ä<0 < x.
(2.29)

Em particular

Äpϵq <
ż ϵ

0

Γ pϵ1qdϵ1 (2.30)

onde

Γ pϵq < Bϕpa, bq
Bb

ˇ̌
ˇ
pa,bq<pϵ´1,ϵq

(2.31)

e Γ p0q < 1.
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Definição 2.15. (BLUMAN, 2010) O operador diferencial

X < Xpxq < Àpxq.∇ < Àipxq B
Bxi , (2.32)

onde ∇ é o operador gradiente

∇ <
ˆ B

Bx1
,

B
Bx2

, ...,
B

Bxn
˙

(2.33)

que é chamado de gerador infinitesimal do (GTPL) (2.24).

Teorema 2.16. (BLUMAN, 2010) O (GTPL) a 1-parâmetro pode ser escrito da seguinte

maneira:

x˚ < eϵXx < x ` ϵXx ` ϵ2

2
X2x ` ... < r1 ` ϵX ` ϵ2

2
X2 ` ...sx <

8ÿ

k<0

ϵk

k!
Xkx (2.34)

onde o operador X é definido por (2.24) e o operador Xk < XXk´1, k < 1, 2, ..., sendo

X0F pxq < F pxq para qualquer função diferenciável F pxq.

Corolário 2.5. (BLUMAN, 2010) Se F pxq é uma função infinitamente diferenciável, então,

para o (GTPL) (2.24) com gerador infinitesimal (2.32), temos F px˚q < F peϵXx < eϵXF pxq.

Definição 2.16. (BLUMAN, 2010) Uma função infinitamente diferenciável F pxq é uma

função invariante do (GTPL) (2.24) se, e somente se,

F px˚q = F pxq. (2.35)

Se F pxq é uma função invariante por (2.24), então, F pxq é chamada um invariante de

(2.24) e é dita ser invariante por (2.24).

Teorema 2.17. (BLUMAN, 2010) Uma função F pxq é invariante sob um (GTPL) (2.24)

se, e somente se,

XF pxq = 0. (2.36)

Teorema 2.18. (BLUMAN, 2010) Para um (GTPL) (2.24), a identidade

F px˚q = F pxq ` ϵ (2.37)

vale se, e somente se, F pxq é tal que

XF pxq = 1. (2.38)

Teorema 2.19. (BLUMAN, 2010) Para um (GTPL) (2.24), a identidade

F px˚q = F pxq ` ϵ (2.39)

vale se, e somente se, F pxq é tal que

XF pxq = 1. (2.40)
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Definição 2.17. (BLUMAN, 2010) Um ponto x e uma superfície F pxq < 0 são ditos

invariantes pelo (GTPL) (2.24) se, e somente se, x˚ < x sob (2.24) e F px˚q < 0 quando

F pxq < 0.

Definição 2.18. (BLUMAN, 2010) Uma curva F px, yq < 0 é uma curva invariante por

um (GTPL)

x˚ < Xpx, y; ϵq < x ` ϵÀpx, yq ` Opϵ2q, (2.41)

y˚ < Y px, y; ϵq < y ` ϵ¸px, yq ` Opϵ2q, (2.42)

com o gerador infinitesimal

X < Àpx, yq B
Bx ` ¸px, yq B

By , (2.43)

se, e somente se, XF px, yq < 0 quando F px, yq < 0.

Teorema 2.20. (BLUMAN, 2010) Uma superfície escrita na forma F pxq < xn ´
fpx1, ..., xn´1q < 0, é uma superfície invariante sob (2.24) se, e somente se, XF pxq < 0

quando F pxq < 0.

Definição 2.19. (BLUMAN, 2010) A família de superfícies Épxq < c, onde c é uma

constante, é uma família de superfície invariantes sob (2.24) se, e somente se, Épx˚q < c˚

quando Épxq < c, onde c e c˚ são constantes.

Definição 2.20. (BLUMAN, 2010) A família de superfície Épx, yq < c, onde c é uma

constante, é uma família de superfícies invariante sob (2.41), (2.42) se, e somente se,

Épx˚, y˚q < c˚ quando Épx, yq < c, onde c e c˚ são constantes.

Teorema 2.21. (BLUMAN, 2010)

1. Uma família de superfícies Épxq < c é invariante sob a ação de (2.24) se, e somente

se, XÉ < ΩpÉq para alguma função ΩpÉq P C8.

2. Uma família de curva Épx, yq < c é uma família de superfícies invariantes para

(2.41), (2.42) se, e somente se,

XÉ < Àpx, yqBÉ
Bx ` ¸px, yqBÉ

By < ΩpÉq, (2.44)

para alguma função ΩpÉq P C8.
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3 Equação de Difusão não-linear

A difusão é um fenômeno natural presente em diversos problemas físicos, por

exemplo, em um sistema qualquer, o movimento aleatório das partículas sob determinadas

condições iniciais, busca o equilíbrio. Uma vez introduzido o conceito de difusão, surge

algumas questões fundamentais: o que é difusão? Qual a sua importância para as engenha-

rias? As repostas para estas perguntas são respondidas através de problemas discutidos

em diversas áreas do conhecimento, desde problemas oriundos da biologia, até problemas

de medicina (sedimentação de eritrócitos), engenharias, química, física, dentre outras.

Destacamos, o primeiro e interessante trabalho sobre difusão anômala realizado por Lewis

Fry Richardson em 1926 (TATEISHI, 2010). Neste capítulo, estamos interessados em

realizar uma abordagem sobre o fenômeno da difusão não linear, por meio de um rápido

contexto histórico, formalismo matemático e suas equações.

3.1. Contexto Histórico

Ao longo dos anos o número de estudiosos que deram sua contribuição para o

estudo da difusão são inúmeros, desde físicos, matemáticos, biólogos e até médicos. Dentre

eles podemos citar alguns nomes importantes que tem suas contribuições descritas neste

trabalho, como Jean Josph Baptiste Fourier (1768-1830), Thomas Graham(1805-1869),

Adolph Eugen Fick (1852-1937) e Lewis Fry Richardson (1851-1953) (PEREIRA, 2018;

VIEIRA, 2015).

3.1.1. Joseph Baptiste Fourier (1768-1830)

J. B. Fourier possui contribuições notáveis a ciência como a série de Fourier, os

coeficientes de Fourier, análise de Fourier e, também, a transformada de Fourier, que possui

uma gama de aplicabilidades, incluindo sua aplicação ímpar nas resoluções de equações

diferenciais parciais (DUFRESNE, 2006). Porém, dentre esta gama de contribuições, uma

das mais importantes foi no campo da física com o estudo da propagação de calor nos

sólidos, descrito em sua obra Théorie de la Propagation de la Chaleur dans les Solides

("Teoria da Propagação de Calor em Sólidos")(1807) (VIEIRA, 2015).

3.1.2. Thomas Graham (1805-1869)

Thomas Graham um químico, foi o primeiro a realizar um estudo organizado

e sistemático sobre a difusão. O autor conceituou a dialise em 1854, definindo como um

método de separação por difusão através de uma membrana, ou seja, fenômeno da retenção
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de substâncias de peso maior por membranas semipermeáveis, enquanto substâncias de

peso menor têm livre passagem (TATEISHI, 2010). Sua pesquisa sobre a difusão dos gases

ocorreu entres anos de 1828 a 1833 e publicados na Philosophical Magazine em 1833. A

lei de Graham afirma que "os volumes de troca gasosa são inversamente proporcionais à

raiz quadrada de suas massas. Combinada com a constante de Avogadro, esta lei permite

a determinação das massas molares (em linguagem moderna)", ou seja, a velocidade de

difusão dos gases, sob as mesmas condições de temperatura e pressão, são inversamente

proporcionais as raízes quadradas de suas densidades, isto é (PEREIRA, 2018)

V1

V2

<
c
d2

d1

, (3.1)

onde V1 e V2 são as velocidades dos gases 1 e 2, respectivamente, e d1 e d2 as densidades dos

gases 1 e 2, respectivamente. Graham proporcionou, com este trabalho, a primeira medição

confiável que permitiu a determinação de coeficientes de difusão. Em decorrência disso,

vários pesquisadores posteriores como Adolf Eugen Fick (1821-1901), que falaremos sobre

o seu trabalho no próximo tópico, e Maxweell (1831-1879) que calculou os coeficientes de

difusão em gases a partir dos resultados numéricos de Graham (GONZÁLEZ, 2006).

Graham realizou diversos experimentos de difusão em líquidos e observou que

a difusão em líquidos é três ordens de grandeza menor do que em gases e que a taxa de

difusão diminui com o aumento do tempo (GONZÁLEZ, 2006).

3.1.3. Adolf Eugen Fick (1852-1937)

Adolf Fick, foi um renomado fisiologista e oftalmologista alemão, mas suas

contribuições não se limitam ao campo da medicina, pois possui uma grande contribuição

no campo da física, tendo leis fundamentais em seu nome. Seu trabalho na física teve grande

influência de Graham e a difusão de sais em água. Fick faz analogias no sistema de difusão

de sais em água a partir das teorias de Fourier sobre a condutividade de calor e da teoria

de Ohm sobre a condutividade elétrica (VIEIRA, 2015). Ressaltemos que Fick realizou

seus experimentos sobre condições ideais, ou seja, desprezando os efeitos da gravidade e

considerando um recipiente vertical de forma arbitrária com solução salina (TATEISHI,

2010). Em Tateishi (2010) temos a descrição da lei de Fick: "Sendo y a concentração

inicial da solução salina situada em uma camada entre dois planos horizontais x e x ` dx,

com y < ypxq. A limitação por ele feita é que a função y deve diminuir conforme x

aumenta, ou seja, cada camada superior deve ser menos concentrada do que todas as

subjacentes. Então a partir da camada entre x e x ` dx (com concentração y), durante

um elemento de tempo dt, passará para a camada imediatamente adjacente, x ` dx e

x ` 2dx,
ˆ
com concentração y ` dy

dx
dx

˙
uma quantidade de sal ´Qkdy

dx
dt, na qual Q é

a superfície através da qual ocorre a difusão e k é uma constante que Fick define como

sendo dependente da natureza das substâncias. Ele também ressalta que é evidente que
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um volume de água igual ao de sal passa simultaneamente da camada superior para a

inferior". Este é o enunciado da lei de Fick que também podemos escrever como:

1 Lei de Fick: a taxa de difusão para espécies químicos em uma solução

aumenta com a diferença na concentração entre duas regiões adjacentes. Essa diferença

atua como uma força motriz para o movimento espontâneo das partículas do soluto em

direção da região de menor concentração (TATEISHI, 2010).

Usando o modelo matemático desenvolvido por Fourier para a condução do

calor, Fick, a partir da lei fundamental para a difusão citada acima, obteve a seguinte

equação diferencial, (segundo as anotações do próprio Fick em seu artigo) quando a seção

Q do recipiente é uma função da altura do mesmo acima do fundo (TATEISHI, 2010),

¶y

¶t
< ´k

ˆ
¶2y

¶x2
` 1

Q

dQ

dx

dy

dx

˙
. (3.2)

Sendo assim enunciada a 2° Lei de Fick (TATEISHI, 2010).

Para Q contante (recipiente cilíndrico ou prismático), a equação fica simplifi-

cada,
¶y

¶t
< ´k ¶

2y

¶x2
. (3.3)

3.1.4. Lewis Fry Richardson(1851-1953)

L. F ichardson realizou trabalhos em diversas áreas (dinâmica dos fluidos, em

meteorologia e em análises numéricas, difusão turbulenta etc), e teve papel fundamental

na ciência. Richardson introduziu várias das ideias nas quais se baseia a meteorologia

moderna (VULPIANI, 2014).

Além da meteorologia, outra grande contribuição é o estudo da difusão anômala,

estudo no qual ele mostrou "que a distância entre pares de partículas transportadas por

um campo de velocidade (por exemplo, o vento) é uma variável não gaussiana com

grandes desvios do valor médio. Este é um problema chave em muitas aplicações, por

exemplo, a propagação de um agente poluente no mar ou de uma nuvem de poeira na

atmosfera"(VULPIANI, 2014).

Usando a lei de Fick,
¶y

¶t
< ´k ¶

2y

¶x2
,

onde y a concentração do número de partículas por comprimento, deduz que a mesma não

é adequada para descrever a difusão turbulenta. Lewis, reescreveu a equação considerando

número de vizinhos por comprimento, q, como função da distância l entre eles, obtendo

a equação que ele denominou de "Non-Fickian Diffusion", ou seja, equação da difusão

"Não-Fickiana"(TATEISHI, 2010):

B
BtP pl, tq < B

Bl

ˆ
Dplq B

BlP pl, tq
˙
. (3.4)
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Sendo os estudos de Richardson o marco inicial pra difusão turbulenta, onde diversos

pesquisadores experimentais e teóricos realizaram estudos nas áreas (PEREIRA, 2018).

3.2. Difusão Anômala

A difusão anômala ou não linear caracteriza-se pelo crescimento não linear da

variância no decorrer do tempo, ou seja, variação no crescimento linear do deslocamento

quadrático médio (PEREIRA, 2018). O estudo da difusão anômala iniciou com L. F.

Richardson e seu estudo da difusão turbulenta, tema publicado em seu artigo intitulado:

Atmospheric Diffusion shown on a Distance Neighbour Graph (1926) (TATEISHI, 2010).

Processos difusivos não lineares tem diversas aplicações nas mais diversas

áreas, dentre as quais podemos citar algumas: difusão em plasma ou ambipolar, difusão e

fluidos turbulentos, transporte dos fluidos em meio poroso, difusão em fractais, análise de

histogramas de batidas do coração em indivíduos saudáveis, entres outros sistemas físicos

(GONZÁLEZ, 2006).

O comportamento anômalo tem por descrição um desvio no crescimento da vari-

ância. Podemos escrever este comportamento em forma de uma lei de potência (PEREIRA,

2018):

xp∆xq2y ∝ t´.

Podemos classificar a difusão anômala de acordo com o expoente ´, sendo assim

o processo pode ser:

sub-difusivo, se ´ ă 1. Em processo sub-difusivo a mobilidade é menor que na difusão

usual.

difusão normal ou padrão quando ´ < 1.

super-difusivo para ´ ą 1, onde a mobilidade é maior que a difusão normal.

A difusão anômala possui em seu sistema diversas características, por exemplo,

pode não ter uma variância finita que é a do tipo Lévy, mas também pode apresentar um

segundo momento finito, onde podemos citar a descrição dos transportes no meio poroso

(PEREIRA, 2018).

Sabemos que a principal característica da difusão anômala é o crescimento não

linear no tempo do deslocamento quadrático médio. Para descrever esse tipo de difusão

vamos utilizar como modelagem as derivadas fracionárias na equação de difusão usual.
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3.3. Equação da Difusão em Meio Poroso

A equação do meio poroso, segundo Vásquez (2007) é dada por

B
Btupx, tq < ∆pumpx, tqq, m ą 1

B
Btupx, tq é a derivada parcial da função upx, tq, sendo uma função escalar não negativa

do espaço x P R
d e tempo t P R, a dimensão do espaço é d ą 1 e m ą 1 é uma constante,

∆ < ∆x é o operador de Laplace atuando nas variáveis de espaço. Esta equação é um dos

exemplos mais simples de equação de evolução não linear do tipo parabólica. Sendo que

sua aparição é recorrente nas descrições de diferentes fenômenos naturais (VÁZQUEZ,

2007).

É grande o número de aplicações físicas em que este modelo simples surge de

forma natural, principalmente para descrever processos envolvendo escoamento de fluidos,

transferência de calor ou difusão. Outras importantes aplicações surgem a partir desta

equação como a equação do fluxo de gás através do meio poroso (Equação de Darcy-

Lubenzon-Muskai), modelo de transferência de calor não linear (Equação de Zeinovich-

Raizer), fluxo de águas subterrâneas (modelo de Boussinesq), dentre outras (VÁZQUEZ,

2007). Podemos citar também mais aplicações que foram propostas nas áreas da biologia

matemática, propagação de fluidos viscosos, teoria da camada limite e outros campos

(VÁZQUEZ, 2007).

3.3.1. Fluxo de Gás através de um meio poroso

A equação do meio poroso foi batizada desta forma devido ao seu uso na

descrição do fluxo de um gás ideal em um meio poroso homogêneo, que de acordo com o

Leibenzon e Muskat, tal fluxo pode ser formulado a partir de uma visão macroscópica em

termos da densidade das variáveis, representada por Ä; pressão, dada por p, e a velocidade,

representada por V , todas funções do espaço x e do tempo t. Essas grandezas estão

relacionadas pelas seguintes leis: (VÁZQUEZ, 2007).

Balanço de massa, também chamado de equação da continuidade na mecânica dos

fluidos,

ϵÄt ` ∇.pÄV q < 0 (3.5)

onde Ä P p0, 1q representa a porosidade do meio e ∇ é o operador de divergência.

Lei de Darcy, uma lei empírica formulada em 1856 pelo engenheiro francês H. Darcy,

que descreve a dinâmica de escoamentos através de meios porosos (VÁZQUEZ, 2007)

µV < ´K∇p. (3.6)
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Equação de estado perfeito, para gases perfeitos:

p < p0Ä
µ (3.7)

onde µ é chamado de expoente politrópico, onde pode assumir dois valores. Para µ < 1

temos processos isotérmicos e para valores de µ ą 1 temos processos adiabáticos

(VÁZQUEZ, 2007).

Os parâmetros µ (viscosidade do fluido), ϵ (porosidade, k permeabilidade do

meio e p0 (pressão de referência) são consideradas constantes positivas. Assim podemos

reduzir as equações (3.5) e (3.7) a forma:

Ät < c∆ppmq (3.8)

com o expoente m < 1 ` µ

c < Äkp0

pµ ` 1qϵµ. (3.9)

Assim a constante c pode escalonada, t < ct deixando assim como uma equação do meio

poroso (VÁZQUEZ, 2007).

Para os meios não homogêneos, considerando escoamentos onde ϵ, µ, k não são

constantes, mas sim funções do espaço ou/e do tempo, temos: (VÁZQUEZ, 2007)

ϵpx, tqBtu < ∇ ¨ pcpx, tq∇umq (3.10)

onde ϵ e c funções positivas.

A equação da filtragem é obtida quando assumimos que a lei de estado não é

do tipo potência, mas do tipo p < ppÄq, como acontece em gases barotrópicos em geral, e

também que k e µ podem depender de Ä, assim a equação final para densidade fica:

Ät < ∆¨pÄq ` f, (3.11)

onde ¨ é uma função monótono crescente de Ä ď 0. Assim temos a equação da filtragem

ou equação do meio poroso generalizado (VÁZQUEZ, 2007).

3.3.2. Transferência de Calor Não Linear

Uma importante aplicação está na teoria da propagação de calor com conduti-

vidade térmica dependente da temperatura. A descrição geral para tal processo, assume a

forma

cÄ
BT
Bt < divpk∇T q, (3.12)

onde T é a temperatura, c o calor específico (a pressão constante), Ä a densidade do meio

e k a condutividade. Em princípio as grandezas são funções de x P R
3 e t P R. Para as

variações de c, Ä e k desprezíveis obtendo assim a clássica equação do calor (VÁZQUEZ,

2007).
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Para coeficientes variáveis correspondente à constante c e Ä, e a variável k uma

função da temperatura k < ϕpT q. Então reescrevemos a Eq.(4.4) da seguinte maneira

BtT < ∆¨pT q, (3.13)

e a função constitutiva de ¨ é dada por

¨pT q < 1

cÄ

ż T

0

kpsqds (3.14)

(transformada de Kirchhoff) (VÁZQUEZ, 2007).

Se cÄ é variável, cÄ < ÈpT q, isso introduz uma nova variável T pela formula

T 1 < ΨpT q <
ż T

0

Èpsqds (3.15)

obteremos a equação para T

BtΨpT q < ∆¨pT q. (3.16)

3.3.3. Fluxo de Calor Subterrâneo

Outra aplicação da equação do meio poroso em mecânica dos fluido (líquido)

trata-se da filtração de um fluido incompressíveis (na maioria das vezes, água) através

de um estrato poroso, principal problema na infiltração de águas subterrâneas. Modelo

desenvolvido pro Boussinesq em 1903.

A equação de Boussinesq é dada por (VÁZQUEZ, 2007)

ht < kph2qxx (3.17)

com a constante k < Ägk

2mµ
. Quando m < 2 temos a equação fundamental na infiltração de

águas subterrâneas. Uma vez calculado hpx, tq podemos calcular a pressão e logo após a

velocidade pela lei de Darcy (VÁZQUEZ, 2007).

A Eq.(3.17) é a equação para em uma dimensão, generalizada em varias

dimensões fica:

ht < k∆ph2q (3.18)

sendo h a altura da camada.

A equação assume a forma completa quando existe uma entrada de água no

estrato poroso (recarga natural ou artificial), ou uma saída (sumidouros ou bombeamento).

Sendo escrita da seguinte forma (VÁZQUEZ, 2007)

ht < k∆ph2q ` f (3.19)

onde fpx, z, tq é um reflexos desses efeitos como função fonte ou função absorvente (VÁZ-

QUEZ, 2007).
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3.3.4. Dinâmica Populacional

Outra aplicação muito interessante diz respeito a disseminação de populações

biológicas. A lei mais simples de constituição de uma população de única especie é escrita

da forma(VÁZQUEZ, 2007)

Btu < divpk∇uq ` fpuq (3.20)

onde u representa a densidade ou concentração da espécie, e o termo de reação fpuq,
representa a interação simbiótica dentro da espécie. Segundo Gurtin e McCamy, quando

as populações se comportam a evitar aglomerações é razoável assumir que a difusidade k

é uma função crescente de densidade populacional, sendo assim k < ϕpuq com ϕ crescente

(VÁZQUEZ, 2007).

3.4. Combustão em meio poroso

Atualmente, a busca por uma melhor eficiência e redução da poluição para

qualquer sistema é uma meta em comum entre cientistas e ambientalistas. Pois os resultados

podem oferecer um grande impacto na economia e no estilo de vida das futuras gerações.

Somos dependentes, e ainda dependeremos por muitos anos, dos combustíveis fósseis,

estes representam nossa maior matriz energética. Problemas que envolvem à combustão

de chamas pré-misturadas e não pré-misturadas tem sido extensivamente estudados,

entretanto a questão poluição e da eficiência precisam de mais esforços. A combustão

de combustíveis fósseis produz CO2 e não existe nenhuma forma viável de eliminar a

formação deste no que diz respeito à combustão de hidrocarbonetos. A grande preocupação

é a formação de outros poluentes, como NOx, SOx, CO e UHC (hidrocarbonetos não

queimados). A formação destes produtos depende do tipo de combustível e dos mecanismos

físicos e químicos da combustão. Diferentes estratégias foram desenvolvidas no controle da

poluição, que podem ser classificadas em três categorias: pré, durante e pós-combustão. O

tratamento do combustível antes da combustão, como a lavagem com enxofre, é chamado

de pré-processamento. A remoção de poluentes dos gases de combustão, como o uso de

um conversor catalítico ou purificador, é chamada de pós-processamento. o controle da

poluição em processo durante a combustão é o objeto de estudo deste capítulo. Assim, a

compreensão dos mecanismos de combustão pode levar ao controle e redução da formação

desses poluentes principalmente, NOx, CO e UHC (BEAR; CORAPCIOGLU, 2012).

A combustão em meios porosos vem a ser um meio alternativo para os

mecanismos físicos e químicos da combustão. Uma das mecânicas essenciais da formação de

NOx é a térmica, e esta depende da temperatura da chama e da disponibilidade de oxigênio.

Portanto, controlar o processo físico de combustão, evitando altas temperaturas, é essencial

para reduzir a formação de NOx. Além disso, controlar o processo químico da combustão

pela redistribuição de oxigênio pode ajudar, não somente na redução de formação de NOx,
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como também a formação de UHC e CO. A formação de UHC e CO está relacionada

com a eficiência do processo de combustão. Portanto, para a eficiência da combustão deve

escolher entre a formação de NOx, por um lado, e a formação de CO e UHC, por outro.

A escolha final é minimizar a formação de NOx (BEAR; CORAPCIOGLU, 2012).

A combustão em meios porosos oferece muitas vantagens sobre a combustão

em chama livre e supera a maioria das suas deficiências. Neste capítulo, o material poroso

definido, é como um material com vazios conectados, onde o fluxo pode penetrar facilmente

no meio. Para aplicações de combustão, o material poroso deve suportar altas temperaturas

e, portanto, alumina, cerâmica, cordierita, carboneto de silício e zircônio são utilizados

para aplicações de combustão (BEAR; CORAPCIOGLU, 2012).

3.4.1. Características da combustão em meio poroso

Para aprofundar o entendimento podemos levantar a questão: o que torna

o material poroso especial na combustão? Para responder a esta questão, é necessário

listar características únicas da combustão em meios porosos que podem ser resumidas da

seguinte forma (BEAR; CORAPCIOGLU, 2012):

1. O fluxo se torna turbulento devido a pequenos vórtices gerados por uma matriz

sólida porosa, que aumenta o momento de transferência de calor e massa e estabiliza

a chama. Além disso, a área superficial por unidade de volume da matriz porosa

é muito grande, da ordem de 104m´1. Isto resulta numa extensa transferência de

energia e momento entre fases fluida e sólida.

2. As propriedades termo-físicas do meio poroso, como condutividade e capacidade

térmica, podem ser projetadas de acordo com a aplicação. Por exemplo, aumentando

a temperatura e a condutividade do meio poroso, aumenta a condução de calor das

zonas pré e pós-chama. Consequentemente, o NOx diminui devido à diminuição da

temperatura da chama. Além disso, propriedades termo-físicas direcionais, como

condutividade térmica, podem ser projetadas usando materiais anisotrópicos, como

as fibras.

3. A transferência de calor radiativo dentro do meio poroso é muito maior que a dos

gases. Consequentemente, a transferência de calor aumenta dentro de um meio

poroso e reduz a temperatura da chama, ou seja, baixa formação de NOx. Em

outras palavras, a transferência de calor pode ser gerenciada para uma operação

mais eficiente do combustível com menos poluição. Também propriedades radioativas

do material, podem ser gerenciadas para o melhor desempenho do queimador.

4. A queda de pressão, através de um meio poroso, pode ser controlada alterando a per-

meabilidade do material poroso. Na maioria das aplicações, meios porosos altamente
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permeáveis podem ser usados, onde a queda de pressão se torna insignificante.

5. O processo de adsorção/dessorção pode ocorrer nas superfícies sólidas, bem como

efeitos catalíticos, que dependem do tipo de material sólido.

3.4.2. Queimadores porosos

A maior parcela de contribuição dos trabalhos realizados foi feita em queima-

dores de fluxo axial (planos), onde a mistura ar/combustível inflamado em uma camada

porosa e a chama geralmente se estabiliza na saída. Portanto, o fluxo de radiação na saída

do queimador é potencializado ao máximo. Tais queimadores são amplamente estudado

em diferentes condições de operações, seja experimentalmente seja numericamente. Os

materiais mais usados são a cerâmica ou material metálico poroso, onde a combustão

ocorre nos poros da matriz sólida. A temperatura da superfície é de cerca de 1100˝C

e não é visível a chama, indicando que a combustão ocorre logo abaixo da superfície

do queimador. Além disso, utiliza-se uma matriz porosa de camada dupla afim garantir

uma ampla gama de chama estável; consequentemente, são utilizadas duas camadas com

porosidades diferentes. Em geral, o material com baixa porosidade é usado para filtrar a

mistura combustível/ar e a combustão ocorre em um ambiente com alta porosidade entre

camadas. Portanto, as possibilidades de flashback são reduzidas. Outro tipo de queimador

poroso é um queimador de fluxo radial. Este tipo de queimador oferece amplos limites de

estabilidade de chama e alta área superficial por unidade de volume.

3.4.3. Modelagem matemática

Temos três configurações de queimadores porosos, os de placa plana, os cilín-

dricos e esféricos. No queimador de placa plana, o ar flui axialmente através de um duto

de área constante preenchido com um camada porosa de espessura L. Nos queimadores

cilíndricos e esféricos, o ar flui radialmente através de uma matriz porosa anular. As

propriedades termofísicas do ar (densidade, condutividade térmica e calor específico) são

considerados funções da temperatura e concentração de espécies. Normalmente, a queda de

pressão através do queimador poroso não é alta e seu efeito nas propriedades termofísicas

podem ser desprezados. Em geral, as propriedades da fase sólida podem ser assumidas

como constantes, e é considerado que existe um desequilíbrio térmico entre o gás e a fase

sólida. Consequentemente, existem duas equações de energia para modelar o transporte de

energia no sistema. O solido poroso presume-se que seja cinza e emita, absorva e espalhe

energia radiante. O transporte de calor radiante é aproximado pela equação de difusão. A

radiação gasosa é considerada insignificante em comparação à radiação sólida.
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Equação da energia para a fase gasosa:

B
BtpϕÄgcpgTg`

1

rn
B
Br pϕcpgÄgrnvTgq <

1

rn
B
Br

ˆ
ϕkgr

nBTg
Br

˙
´ p1 ´ ϕqhvpTg ´ Tsq ` ϕ∆HcSfg. (3.21)

Equação da energia para a fase sólida:

B
BtpÄscsTsq < 1

rn
B
Br

ˆ
rn

„
ks ` 16ÃT 3

s

3´

 BTs
Br

˙
´ hvpTs ´ T ´ gq, (3.22)

onde:

1. ϕ é a porosidade.

2. Ä é a densidade.

3. cp é o calor especifico.

4. T temperatura.

5. v significa a velocidade.

6. k a condutividade térmica.

7. hv coeficiente volumétrico de calor transferido.

8. ∆Hc entalpia de combustão.

9. Sfg constante de Stefan Boltzmann.

10. Ã e ´ coeficientes de extinções.

A equação de conservação para a fração mássica do combustível é dada por:

B
BtpÄgmf q ` 1

rn
B
Br pÄgrnvmf q < 1

rn
B
Br

ˆ
rnDABÄg

Bmf

Br

˙
´ Sfg, (3.23)

onde mf e DAB são a fração mássica de combustível e o coeficiente de combustão, respec-

tivamente. Uma equação cinética química do tipo Arrhenius de etapa única é adotada na

modelagem da combustão, ou seja, a seguinte equação é usada

Sfg < fÄ2
gmfmO2

exp

ˆ
E

RTg

˙
, (3.24)

onde f, mO2
, E, R e Ä referem-se ao fator pré-exponencial, fração mássica de oxigênio,

energia de ativação, constante de gás e densidade, respectivamente.
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4 Cálculo Fracionário

O cálculo fracionário, surgiu a partir de uma troca de cartas entre L’Hopital

e Leibniz, na qual havia a seguinte pergunta: Qual o significado da derivada de ordem

Dny < dny

dxn
de uma função quando a ordem de derivação for um número fracionário. No

caso, quando n < 1{2. Então, Leibniz respondeu a essa pergunta simples mas ao mesmo

tempo complexa, que no futuro a resposta seria dada. Este é um aparente paradoxo do

qual um dia importantes aplicações serão obtidas. Tal acontecimento ocorreu no ano de

1695, que é então considerado o ano de nascimento do cálculo fracionário (CAMARGO;

CHIACCHIO; OLIVEIRA, 2008). No entanto, a história do cálculo fracionário passou por

inúmeras discussões e até mesmo permaneceu sem muita atenção, por muitos anos desde

suas primeiras discussões. Então, em um congresso internacional em 1974, na cidade de

New Haven, o cálculo fracionário torna-se exposto e se consolida em inúmeras aplicações

de diversas áreas, na matemática, na física, na biologia, na engenharia, entre outras.

Desde os primeiros passos até o presente momento,é possível trabalhar com

cálculo fracionário em diversos áreas, desde aplicações até problemas teóricos. Ao longo dos

anos percebeu-se que o cálculo fracionário pode ser considerado com um laboratório para

funções especiais e transformadas integrais (MACHADO; KIRYAKOVA; MAINARDI,

2011). Seu início se deu apenas na área da matemática. Entretanto, Caputo aplicou o cálculo

fracionário para solucionar problemas de viscoelasticidade e sismologia (CAMARGO;

CHIACCHIO; OLIVEIRA, 2008). A partir de então, aplicou-se-o para descrever e modelar

fenômenos da natureza de forma mais precisa e refinada. Hoje o cálculo fracionário é

utilizado em diferentes áreas de estudos, tendo contribuído para o conhecimento em áreas

como economia, probabilidade, física, química, engenharia, mecânica dos fluidos, fenômenos

de transportes etc (CAMARGO; CHIACCHIO; OLIVEIRA, 2008).

Desde então inúmeras definições sobre integrais e derivadas fracionárias vem

sendo introduzidas. Neste presente Capítulo, temos como objetivos apresentar um estudo

sobre a derivada fracionária È-Riemann-Liouville, Caputo, Riesz e È-Hilfer e abordar

propriedades importantes.

4.1. Integrais Fracionárias È-Riemann-Liouville

Define-se como integrais fracionárias de Riemann-Liouville com núcleo implícito

e singular através de uma classe de funções Èp¨q e de um parâmetro ³ onde é denotado

como a ordem da integral (PEREIRA, 2018). A partir da particular escolha da função

Èp¨q, é possível obter uma ampla classe de possíveis casos particulares. No entanto, como é
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sabido, ao longo dos anos, surgiu um grande número de operadores fracionários, sejam eles

diferencial ou integral. Surgindo assim uma restrição a certos problemas, pois os estudos

dos fenômenos naturais estão mais complexos e refinados.

Definição 4.1. (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006) Sejam pa, bq, p´8 ď a ă
b ď 8q um intervalo finito ou infinito da reta real R e ³ ą 0. Sejam Èp¨q uma função

crescente e monótona positiva sobre pa, bs, com a derivada contínua È1p¨q sobre pa, bq. A

integral fracionária à esquerda de uma função f de ordem ³, com respeito a outra função

È sobre ra, bs é dada por

I
³;È
a` fptq < 1

Γ p³q

ż t

a

È1ptqpÈptq ´ ÈpÄqq³´1fpÄqdÄ. (4.1)

A integral fracionária È-Riemann-Liouville à direita define-se de modo análogo.

A partir da escolha da função Èptq < t, obtemos a integral fracionária de

Riemann-Liouville (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006).

Definição 4.2. (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006) Seja ra, bs p´8 ă a ă b ă
8q um intervalo finito sobre o eixo real R. A integral fracionária Riemann-Liouville à

esquerda de ordem ³ com ³ ą 0, é definida por

RLI³a`fptq < 1

Γ p³q

ż t

a

pt ´ Äq³´1fpÄqdÄ, t ą ³. (4.2)

A integral Riemann-Liouville fracionária à direita define-se de modo análogo.

Com esta definição podemos mostrar os casos particulares (KILBAS; SRIVAS-

TAVA; TRUJILLO, 2006):

Escolhendo a função Èptq < t e a < ´8, substituindo ambas na Eq.(4.1),

temos a integral fracionária de Liouville dada por (SOUSA, 2018)

LI
³
`fptq < 1

Γ p³q

ż t

´8

pt ´ Äq³´1fpÄqdÄ.

Agora, substituindo na Eq(4.1) a função Èptq < t e a < À, temos a integral

fracionária de Riemann dada por (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006)

RI
³
`fptq < 1

Γ p³q

ż t

À

pt ´ Äq³´1fpÄqdÄ, t ą À.

Por outro lado, escolhendo a função Èptq < lnptq e substituindo em Eq.(4.1),

obtemos a integral fracionária de Hadamard dada por (SOUSA, 2018)

HI³`fptq < 1

Γ p³q

ż t

0

1

Ä

ˆ
ln
t

Ä

˙³´1

fpÄqdÄ.

A seguir, vamos apresentar alguns Teoremas e Propriedades para a integral

fracionária È-Riemann-Liouville.
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4.1.1. Teoremas e propriedades

Propriedade 4.1. Sejam f, g P L1pra, bs, Rq tais que existam as integrais fracionárias

I
³;È
a` fp¨q e I³;È

a` gp¨q com ³ ą 0. Se ´, µ P R com ´ ą 0, µ ą 0, então

I
³;È
a` p´fptq ` ¼gptqq < ´I

³;È
a` fptq ` ¼I

³;È
a` gptq. (4.3)

Demonstração. Veja (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006).

Como listado anteriormente, temos os casos particulares:

1. Para Èptq < t e substituindo na Eq.(4.3), temos a linearidade para a integral

fracionária de Riemann-Liouville (SOUSA, 2018).

2. para Èptq < lnptq e substituindo na Eq.(4.3), temos a linearidade para a integral

fracionária de Hadamard (SOUSA, 2018).

3. Seguindo a escolha da função Èptq é possível obter a propriedade para sua respectiva

integral fracionária (SOUSA, 2018).

Propriedade 4.2. (Semigrupo) Sejam I
³;È
a` p¨q e I´;È

a` p¨q integrais fracionárias È-Riemann-

Liouville de ordem ³ e ´, com ³ ą 0 e ´ ą 0, assim

I
³;È
a` I

´;È
a` fptq < I

´;È
a` I

³;È
a` fptq < I

´`³;È
a` fptq. (4.4)

Demonstração. Veja (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006).

Alguns casos particulares da Propriedade 4.2.

Substituindo Èptq < t na Eq.(4.4), temos a propriedade de semigrupo para a integral

fracionária de Riemann-Liouville (SOUSA; OLIVEIRA, 2018).

Escolhendo Èptq < tp na Eq.(4.4) temos a propriedade de semigrupo para a integral

fracionária de Katugampola (SOUSA; OLIVEIRA, 2018) .

Podemos escolher outras funções Èptq e assim obter a propriedade de semigrupo para

a sua respectiva integral fracionária (SOUSA; OLIVEIRA, 2018).

Os teoremas que seguem adiante são exemplos de como podemos desenvolver

a Eq.(4.1) e uma vasta classe de funções (SOUSA, 2018).

Teorema 4.1. Sejam fptq P L1ppa,8qRq e Èptq uma função crescente e monótona positiva

tal que exista o operador I³;È
a` fptq com a ą 0 e t ą a, então

I
³;È
a` rÈptqfptqs < ÈptqI³;È

a` fptq ´ ³I
³`1;È
a` fptq.
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Demonstração. Considere o produto de funções dada por ÈpÄqfpÄq < rÈptq ´ pÈptq ´
ÈpÄqqsfpÄq. Substituindo na integral fracionária de Riemann-Liouville Eq.(4.1), temos

I
³;È
a` rÈptqfptqs < 1

Γ p³q

ż t

a

È1pÄqpÈptq ´ ÈpÄqq³´1rÈpÄqfpÄqsdÄ

< 1

Γ p³q

ż t

a

È1pÄqpÈptq ´ ÈpÄqq³´1ÈpÄqfpÄqdÄ

´ 1

Γ p³q

ż t

a

È1pÄqpÈptq ´ ÈpÄqq³´1pÈptq ´ ÈpÄqqfpÄqdÄ

< ÈptqI³;È
a` fptq ´ ³I

³;È
a` fptq.

O próximo passo, é calcular a transformada de Laplace da integral fracionária

de Riemann-Liouville com respeito a função È.

Teorema 4.2. (TEODORO, 2014) Seja f P L1pp0,8q,Rq tal que existe a integral fracio-

nária I³0`fp¨q com ³ ą 0, então

L rI³0`fptqs < L rF psqs
s³

onde s ą 0 e L rF psqs é a transformada de Laplace de função fptq.

Demonstração. Reescrevendo a Eq.(4.1) e aplicando a transformada de Laplace, segue que

L rI³0`fptqs < L rϕaptqfptqs
< L rϕaptqsL rfptqs

< L rfptqs
ż 8

0

t³´1

Γ p³qe
´stdt

< L rfptqs
Γ p³q

ż 8

0

t³´1e´stdt

< L rfptqs
Γ p³q L rt³´1s

< L rfptqs
Γ p³q

Γ p³q
s³

.

Teorema 4.3. (SOUSA, 2018) Suponha ³ ą 0, ´ ą 0, µ ą 0 e b P R. Então, a integral

fracionária de Riemann-Liouville do produto de funções potência e de Mittag-Leffler é

dada por

I³0`t
µ´1

E´,µpbt´q < t³`µ´1
E´,³`µpbt´q (4.5)

onde Ep,qp¨q é uma função de Mittag-Leffler de dois parâmetros.

Em particular, se b ­< 0 e ³ < ´, temos

I³0`t
µ´1

E´,µpbt´q < tµ´1

b

ˆ
E³,´pbt³q ´ 1

Γ pµq

˙
.
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Teorema 4.4. (SOUSA, 2018) Suponha ´ ´ 1, µ P R, ³ ą 0 e b P R. Então, a integral

fracionária do produto de funções potência e de Wright é dada por

I³0`t
µ´1

W´,µpbt´q < t³`µ´1
W´,³`µpbt´q,

onde Wp,qp¨q é a função de Wright.

4.1.2. Caso particular: Potenciação

Teorema 4.5. (SOUSA, 2018) Sejam ³ ą 0 e ¶ ą 0. Se fpxq < pÈpxq ´ Èpaqq¶´1, então

I
³;È
a` fptq < Γ p¶q

Γ p³ ` ¶qpÈptq ´ Èpaqq³`¶´1
.

Alguns casos particulares.

Para Èptq < t, temos I³;È
0` fptq < Γ p¶q

Γ p³ ` ¶qt
³`¶´1.

Para Èptq < lnptq, temos I³;È
1` fptq < Γ p¶q

Γ p³ ` ¶q lnptq³`¶´1.

4.2. Derivada Fracionária È-Hilfer

Definição 4.3. (SOUSA; OLIVEIRA, 2018) Sejam n ´ 1 ă ³ ă n com n P N, I < ra, bs
um intervalo tal que ´8 ď a ă b ď 8 e f, È P Cnpra, bs,Rq duas funções tais que È é

crescente e È1ptq ­< 0 para todo t P I. A derivada fracionária È-Hilfer à esquerda e a direita
H
D
³;´;È
a` p¨q de ordem ³ e tipo 0 ď ´ ď 1, são definidas por

H
D
³,´;È
a` fptq < I

´pn´³q;È
a`

ˆ
1

È1ptq
d

dt

˙n

I
p1´´qpn´³q;È
a` fptq (4.6)

e
H
D
³,´;È
b´ fptq < I

´pn´³q;È
b´

ˆ
´ 1

È1ptq
d

dt

˙n

I
p1´´qpn´³q;È
b´ fptq. (4.7)

As derivadas fracionárias de È-Hilfer Eq.(4.6) e Eq.(4.7), podem ser escritas

da seguinte forma
H
D
³;´;È
a` fptq < I

µ´³;È
a` Dµ;È

a` fptq (4.8)

e
H
D
³;´;È
b´ fptq < I

µ´³;È
b´ p´1qnDµ;È

b´ fptq (4.9)

com µ < ³`´pn´³q, Iµ´³;È
a` p¨q, Iµ´³;È

b´ , Dµ;È
b´ p¨q e Dµ;È

a` p¨q, dado pela Eq.(4.1), e a derivada

fracionária È-Riemann-Liouville (SOUSA; OLIVEIRA, 2018).

Tomando o limite ³ Ñ n´, n P N, em ambos os lados da Eq.(4.6), obtemos a

enésima derivada

Dnfptq < lim
³Ñn´

H
D
³,´;È
a` fptq.
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4.2.1. Teoremas e Propriedades

Teorema 4.6. Sejam f, È P Cn`1ra, bs. Então para todo n ´ 1 ă ³ ă n e 0 ď ´ ď 1,

temos

H
D
³,´;È
a` fptq < pÈptq ´ Èpaqqµ´³

Γ pµ ´ ³ ` 1q Dµ;È
a` paq ` 1

Γ pµ ´ ³ ` 1q

ż t

a

pÈptq ´ÈpÄqqµ´³ d

dÄ
Dµ;È
a` fpÄqdÄ

(4.10)

e

H
D
³,´;È
b´ fptq < p´1qnpÈpbq ´ Èptqqµ´³

Γ pµ ´ ³ ` 1q Dµ;È
b´ pbq

´ 1

Γ pµ ´ ³ ` 1q

ż b

t

pÈpÄq ´ Èptqqµ´³p´1qn d
dÄ

Dµ;È
b´ fpÄqdÄ. (4.11)

Demonstração. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018)

Teorema 4.7. As derivadas fracionárias de È-Hilfer são operadores limitados para todo

n ´ 1 ă ³ ă n e 0 ď ´ ď 1, dados por

w

w

w

H
D
³,´;È
a` f

w

w

w

Cγ;ψ

ď K}f}Cn
γ;ψ

(4.12)

e
w

w

w

H
D
³,´;È
b´ f

w

w

w

Cγ;ψ

ď K}f}Cn
γ;ψ
, K < pÈpbq ´ Èpaqqn´³

pn ´ µqpµ ´ ³qΓ pn ´ µqΓ pµ ´ ³q . (4.13)

Demonstração. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018)

Teorema 4.8. (SOUSA; OLIVEIRA, 2018) Sejam n ´ 1 ă ³ ă n, n P N e 0 ď ´ ď 1. Se

f P Cnra, bs então

H
D
³,´;È
a` fptq < D

n´´pn´³q;È
a`

«
I

p1´´qpn´³q;È
a` fptq ´

n´1ÿ

k<0

pÈptq ´ ÈpaqqkDµ;È
a`,kfpaq

k!

ff

e

H
D
³,´;È
b´ fptq < D

n´´pn´³q;È
b´

«
I

p1´´qpn´³q;È
b´ fptq ´

n´1ÿ

k<0

pp´1qkÈpbq ´ ÈptqqkDµ;È
b´,kfpbq

k!

ff

µ < ³ ` ´pk ´ ³q.

Teorema 4.9. (SOUSA; OLIVEIRA, 2018) Se f, P Cnra, bs, n ´ 1 ă ³ ă n e 0 ď ´ ď 1

então

I
³;È
a`

H
D
³,´;È
a` fptq < fptq ´

nÿ

k<1

pÈptq ´ Èpaqqµ´k

Γ pµ ´ k ` 1q f
rn´ks
È I

p1´´qpn´³q;È
a` fpaq

e

I
³;È
b´

H
D
³,´;È
b´ fptq < fptq ´

nÿ

k<1

p´1qkpÈpbq ´ Èptqqµ´k

Γ pµ ´ k ` 1q f
rn´ks
È I

p1´´qpn´³q;È
b´ fpbq.
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Teorema 4.10. Sejam f, g P Cnra, bs, ³ ą 0 e 0 ď ´ ď 1. Então

H
D
³,´;È
a` fptq < H

D
³,´;È
a` gptq ô fptq < gptq `

nÿ

k<1

ckpÈptq ´ Èpaqqµ´k (4.14)

e
H
D
³,´;È
b´ fptq < H

D
³,´;È
b´ gptq ô fptq < gptq `

nÿ

k<1

ckpÈpbq ´ Èptqqµ´k. (4.15)

Demonstração. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018).

Lema 4.1. Sejam n ´ 1 ď µ ă n e fptq P Cµra, bs. Então

I
³;È
a` fpaq < lim

xÑa`
I
³;È
a` fptq < 0, n ´ 1 ď µ ă ³.

Demonstração. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018).

Teorema 4.11. Sejam f P C1ra, bs, ³ ą 0 e 0 ď ´ ď 1. Então, temos

H
D
³,´;È
a` I

³;È
a` fptq < fptq e H

D
³,´;È
b´ I

³;È
b´ fptq < fptq.

Demonstração. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018).

Teorema 4.12. Sejam n ´ 1 ă ³ ă n, n P N e 0 ď ´ ď 1. Se f P Cm`nra, bs,m, n P N,

então para todo k P N, temos

´
I
³;È
a`

¯k ´
H
D
³,´;È
a`

¯m
fptq <

´
H
D
³,´;È
a`

¯m
fpcqpÈptq ´ Èpaqqk³

Γ pk³ ` 1q
e

´
I
³;È
b´

¯k ´
H
D
³,´;È
b´

¯m
fptq <

´
H
D
³,´;È
b´

¯m
fpcqpÈpbq ´ Èptqqk³

Γ pk³ ` 1q
para algum c P pa, tq e b P px, bq.

Demonstração. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018).

Lema 4.2. Dado ¶ P R, considere as funções fptq < pÈptq ´ Èpaqq¶´1 e gptq < pÈpbq ´
Èptqq¶´1, onde ¶ ą n. Então, para n ´ 1 ă ³ ă n e ď ´ ď 1, temos

H
D
³,´;È
a` fptq < Γ p¶q

Γ p¶ ´ ³qpÈptq ´ Èpaqq¶´³´1

e
H
D
³,´;È
b´ fptq < Γ p¶q

Γ p¶ ´ ³qpÈpbq ´ Èptqq¶´³´1.

Demonstração. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018).



Capítulo 4. Cálculo Fracionário 50

Lema 4.3. Dado ¼ ą 0, n ´ 1 ă ³ ă n e 0 ď ´ ď 1. Considere as funções fptq <
E³p¼pÈptq´Èpaqq³q e gptq < E³p¼pÈpbq´Èptqq³q. Então E³p¨q é um função Mittag-Leffler

com um parâmetro. Então

H
D
³,´;È
a` fptq < ¼fptq

e

H
D
³,´;È
b´ fptq < ¼fptq.

Demonstração. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018).

Propriedade 4.3. (Linearidade) Sejam n ´ 1 ă ³ ă n, n P N, 0 ď ´ ď 1 e ¼, ϕ P R.

Sejam f, g P Cnpra, bsq tais que existam H
D
³,´;È
a` fp¨q e H

D
³,´;È
a` gp¨q. A derivada fracionária

È-Hilfer é um operador linear, isto é,

H
D
³,´;È
a` r¼fptq ` ϕgptqs < ¼HD

³,´;È
a` fptq ` ϕHD

³,´;È
a` gptq. (4.16)

Demonstração. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018).

Propriedade 4.4. Sejam n ´ 1 ă ³ ă n, n P N, 0 ď ´ ď 1, ef P Cn
µ,Èpra, bs,Rq temos

H
D
³,´;È
a` I

³;È
a` fptq < fptq.

Demonstração. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018).

4.2.2. Derivada Fracionária de È-Caputo

Definição 4.4. (ALMEIDA, 2017) Seja ³ ą 0, n P N, I o intervalo ´8 ď a ă b ď
8, f, È P CnpIq duas funções tal que È é crescente e È1ptq ­< 0 para todo t P I. A derivada

fracionária a esquerda de È-Caputo de f de ordem ³ é dada por

CD
³,È
a` fptq :< I

n´³,È
a`

ˆ
1

È1ptq
d

dt

˙n

fptq

e a derivada fracionária de È-Caputo a direita é

CD
³,È
b´ fptq :< I

n´³,È
b´

ˆ
1

È1ptq
d

dt

˙n

fptq.

Teorema 4.13. Suponha que f, È P Cn`1ra, bs. Então, para todo ³ ą 0

CD
³,È
a` fptq < pÈptq ´ Èpaqqn´³

Γ pn ` 1 ´ ³q f
rns
È paq ` 1

Γ pn ` 1 ´ ³q

ż t

a

pÈptq ´ ÈpÄqqn´³ d

dÄ
f

rns
È pÄqdÄ

e

CD
³,È
b´ fptq < p´1qn pÈpbq ´ Èptqqn´³

Γ pn ` 1 ´ ³q f
rns
È pbq´ 1

Γ pn ` 1 ´ ³q

ż b

t

pÈpÄq´Èptqqn´³p´1qn d
dÄ
f

rns
È pÄqdÄ.
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Demonstração. Veja (ALMEIDA, 2017).

Teorema 4.14. As derivadas fracionárias de È-Caputo são operadores limitados. Para

todo ³ ą 0, temos

∥CD³,È
a` f∥C ď K∥f∥

C
rns
ψ

e

∥CD³,È
b´ f∥C ď K∥f∥

C
rns
ψ

onde

K < pÈpbq ´ Èpaqqn´³

Γ pn ` 1 ´ ³q .

Demonstração. Veja (ALMEIDA, 2017).

Teorema 4.15. Se f P Cnra, bs e ³ ą 0, então

CD
³,È
a` fptq < D

³,È
a`

«
fptq ´

n´1ÿ

k<0

1

k!
pÈptq ´ Èpaqqkf rks

È paq
ff

e

CD
³,È
b´ fptq < D

³,È
b´

«
fptq ´

n´1ÿ

k<0

p´1qk
k!

pÈpbq ´ Èptqqkf rks
È pbq

ff
.

Demonstração. Veja (ALMEIDA, 2017).

4.3. Derivadas de Riesz

Definição 4.5. (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015) Seja a função y, com 0 ă ³ ă 2 e ³ ­< 1.

A derivada fracionária de Riesz de ordem ³ é definida por

D³
xfptq < ´D³

`yptq ` D³
´yptq

2 cosp³Ã{2q (4.17)

onde as derivadas D³
˘yptq são as derivadas fracionárias de Weyl.

Propriedade 4.5. Podemos definir a derivada de Riesz, através da transformada de

Fourier sendo da pela expressão

FrD³typtqs < ´|É|³FpÉq

e

D³
t yptq < 1

2Ã

ż 8

´8

|É|³FpÉqeiÉtdpÉq.
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Demonstração. Veja (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015).

Consideremos a integral a seguir com 0 ă ³ ă 1 (ATANACKOVIC et al.,

2014)

D³yptq < 1

2Γ p³q cos ³Ã
2

ż 8

´8

1

|t ´ ·|1´³
yp·q, x P R (4.18)

e

H³yptq < 1

2Γ p³qsen³Ã
2

ż 8

´8

senpt ´ ·q
|x ´ ·|1´³

yp·q, x P R. (4.19)

Então D³y é chamado de potencial de Riesz de y de ordem ³ em R. Denotamos

por H³y, o conjugado do potencial de Riesz, com ordem ³ em R (ATANACKOVIC et al.,

2014).

Proposição 4.1. Para t P R, dizemos que a integral de Riemann-Liouville e o potencial

de Riesz estão ligados da seguinte forma

´8I
³
t yptq < cos

³Ã

2
D³yptq ` sen

³Ã

2
H³yptq,

tI³8yptq < cos
³Ã

2
D³yptq ` sen

³Ã

2
H³yptq,

D³yptq < 1

2 cos ³Ã
2

p´8I
³
t yptq ´ tI³8yptqq ,

e

H³yptq < 1

2sen³Ã
2

p´8I³t yptq ´ tI³8yptqq. (4.20)

Demonstração. Veja (ATANACKOVIC et al., 2014).

Se ³, ´ ą 0, ³ ` ´ ă 1, temos

D³D´yptq < D³`´yptq

e

H³H´yptq < ´D³`´yptq.

Teorema 4.16. Seja hptq < |t|³´1, com 1 ă ³ ă 2. A derivada fracionária de Riesz pode

ser escrita como a convolação de Fourier

D³
t < d³pf ˚ hqptq, com d³ < ´ 1

2Γ p´³q cos ³Ã
2

(4.21)

Demonstração. Veja (PEREIRA, 2018).
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5 Aplicações da EMP fracionária

A equação do meio poroso (EMP) aparece em diversas aplicações, como pode

ser visto em (VÁZQUEZ, 2007). Em geral, o modelo é descrito por

ut < ∆pumq, m ą 1, (5.1)

sendo upx, tq uma função não negativa, x P R
d, t P R e ∆ representa o operador Laplaciano.

No caso m < 1, a Eq.(5.1) é a conhecida equação do calor, discutida por Vazquez em

(VÁZQUEZ, 2007). O presente trabalho, foi citado por muitas aplicações como transferência

de calor, propagação de fluidos viscosos, fluxo de gás isotrópico através de um meio poroso,

infiltração de águas subterrâneas.

Uma alternativa para generalizar a Eq.(5.1), é usar os operadores fracionários

na EMP, gerando EMP espaço-fracionário, EMP fracionário-tempo e EMP espaço-tempo-

fracionário. Na EMP espaço-fracionário é considerado o Laplaciano fracionário como pode

ser visto em (VÁZQUEZ, 2007), os autores investigam as propriedades de existência e

unicidade de soluções. Neste caso considera-se os efeitos de longa distância, ou seja, as

interações de longo alcance do ponto de vista estocástico.

Em 2014 Biler et al. (BILER; IMBERT; KARCH, 2015), consideraram a

equação do meio poroso espacial

Btu < ∇
`
|u|∇³´1

`
|u|m´2u

˘˘
x P R

d, t ą 0, m ą 1, (5.2)

onde ∇³´1 denota o operador integro-diferencial ∇p´∆qα2 ´1 com ³ P p0, 2q. A Eq.(5.2)

admite a pressão não local e constroem a solução de similaridade

upx, tq < c

ˆ
t´

d
d`α

´
R2 ´ |x|2t´ 2

d`α

¯α
2

`

˙ 1
m

, (5.3)

nos dando como propriedade principal a velocidade de propagação finita em meio poroso.

Em (HUANG, 2014), os autores apresentam a construção das soluções explícitas

para a equação do meio poroso fracionário dada pela Eq.(5.1). Na ocasião, os autores

apresentaram algumas propriedades associadas aos perfis de Barenblatt. A solução explícita

é dada pelo teorema a seguir correspondente ao EMP espaço-fracionário

ut < ∆s pumq . (5.4)

Teorema 5.1. (HUANG, 2014) Para todo s P p0, 1q, a Eq.(5.4) admite uma solução de

similaridade

upx, tq < t´N´¨pxt´´q, (5.5)
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com o perfil especial ¨pyq < ¼
`
R2 ` |y|2

˘´q
, q ą 0 e ´ < 1

Npm ´ 1q ` 2s
onde m <

N ` 2 ´ 2s

N ` 2s
. A solução de similaridade correspondente é uma solução clássica em p0,8q ˆ

R
N com upx, tq Ñ M¶pxq quando t Ñ 0 para M ą 0.

Em 2020 Belevtsov et al. (BELEVTSOV; LUKASHCHUK, 2020), discute um

algoritmo com o objetivo de encontrar as simetrias de Lie de uma equação diferencial

fracionária com potencial de Riesz. Mais precisamente, foi estudada a equação não linear

do meio poroso espaço-fracionário. Além disso, foi estabelecida uma extensão do Teorema

de Ibragimov para encontrar leis de conservação para equação com potencial de Riesz. Vale

ressaltar a extensão do conceito de auto-adjunção não linear para equações diferenciais

fracionárias com sentido do potencial de Riesz. A utilização de simetrias de Lie para

investigação de equações fracionárias tem sido realizada, em geral, quando a derivada fraci-

onária é no sentido de Riemann-Liouville e Caputo. Portanto, no trabalho (BELEVTSOV;

LUKASHCHUK, 2018) foi a primeira vez que o Potencial de Riesz é considerado.

A EMP fracionária no tempo é discutida em (GAZIZOV; KASATKIN; LU-

KASHCHUK, 2009), na qual os autores utilizam a análise de simetria de Lie para obter

diversas propriedades da difusão fracionária não linear no tempo como,

D³
t u < pKpuquxqx ,

em que D³
t p¨q é a derivada fracionária de Riemann-Liouville de ordem 0 ă ³ ă 2, e a

EMP fracionária no tempo é investigada considerando Kpuq < um. As simetrias de Lie

são encontradas e as álgebras de Lie são classificadas.

Recentemente (LÓPEZ et al., 2024), consideraram um método numérico para

investigar a EMP fracionária no tempo dada por
$
’&
’%

B³t u < pDpuquxqx ,
upx, 0q < 0,

up0, tq < M.

Os autores estudam a existência e unicidade de soluções fracas através de

solução de similaridade que reduz esta EDP fracionária em uma EDO fracionária em

termos do operador Erldélyi-Kobe. Assim, apresentam um estudo numérico para deriva-

das fracionárias, em particular, aproximações numéricas para o operador Erdelyi-Kober,

associado a modelos fracionários de difusão não linear no tempo. Por outro lado, Yang e

Wang (YANG; WANG, 2022), discutiram a simetria do grupo de Lie e o sistema ótimo

correspondente, eles constroem algumas soluções de similaridade e o cálculo das leis de

conservação através do novo teorema de conservação. Na literatura existem trabalhos

relevantes e de grande impacto envolvendo operadores fracionários e simetrias (SOARES;

COSTA; SOUSA, 2024b; NASS, 2019; SOUSA et al., 2024; SOARES; COSTA; SOUSA,
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2024c; PULIDO; SOUSA; OLIVEIRA, 2024; SOUSA et al., 2018; HASSANI et al., 2024;

SOARES, 2011) e as referências neles contidas. Ao longo destes anos, vários autores

motivados por operadores fracionários não locais e equações de meio poroso, têm discutido

tanto na variável espacial como na variável temporal, questões de existência e unicidade

(HASSANI et al., 2022; NIKAN et al., 2022; MARTINEZ et al., 2021; CARDOSO et al.,

2021; VELLASCO-GOMES; CAMARGO; ALFONSO, 2020; SOARES, 2011). Contudo,

não é uma tarefa simples e trivial trabalhar com a não localidade do operador fracionário

e a não linearidade das equações ao mesmo tempo, o que dificulta ainda mais os objetivos.

Podemos apontar também que ao trabalhar com operadores fracionários para discutir

simetrias de Lie, existe a dificuldade em trabalhar com contas de ordem superior. Por

exemplo, uma equação de evolução temporal fracionária com uma derivada espacial de

ordem cinco ou mais. Também no caso de EDPF’s lineares ou não lineares com dimensões

maiores que dois.

Embora existam trabalhos na literatura sobre simetrias de Lie via operadores

fracionários não locais e a equação de difusão, ainda é uma área muito restrita, especialmente

quando se trata de operadores núcleos singulares implícitos. Nesse sentido, motivado pelos

trabalhos destacados acima, em particular, envolvendo operadores fracionários e questões

em aberto na literatura, no presente trabalho, temos como principais objetivos discutir

novas extensões infinitesimais para operadores fracionários com núcleo singular para a

equação da difusão.

5.1. Equações de Difusão Espaço-Fracionária

Um das formas de introduzir o Laplaciano fracionário, é por meio de derivadas

fracionárias de Riesz, definidas pelos potenciais de Riesz . Os potenciais de Riesz, foram

definidos pelo matemático austro-húngaro, Marcel Riesz (1886-1969). Já na Universidade

de Buldapeste, realizou pesquisas relacionadas a problemas sobre a teoria da série de

Lipót Fejér. O principal trabalho é na área de Análise Funcional a Equações Diferenciais

Parciais, Física-Matemática, Teoria dos Números e Álgebra. Riesz propôs uma modificação

no núcleo de uma transformação integral, ao estudar potenciais de energia, propondo assim

uma transformação do tipo potência. Na ocasião, acreditava que em alguns fenômenos o

comportamento (decaimento ou desatribuição) não era de ordem exponencial, no lugar do

conhecido núcleo de Fourier (PEREIRA, 2018). Sua principal propriedade é descrita no

Capítulo 2 desta dissertação.

Em 2014, Huang et al., discutiram as soluções de similaridade da equação

fracionária espacial em meio poroso baseado na seguinte equação (HUANG, 2014)

B
Btupx, tq < p´∆qsumpx, tq (5.6)
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com 1 ă s ă 2. A definição e propriedades relacionadas ao Laplaciano fracionário p´∆qs

estão apresentadas no Capítulo 2. Uma das abordagens mais importantes para o estudo das

propriedades qualitativas e quantitativas de EDPs é examinar suas soluções de similaridade,

chamadas perfis de Barenblatt, sempre que existirem. As soluções de similaridade estão

relacionadas aos grupos de simetria de escala das EDPs, levando as equações transformadas

em variáveis de similaridade. Após a redução usando variáveis de similaridade, as equações

de similaridade resultantes, herdam algumas das simetrias de escalas remanescentes

(HUANG, 2014). Os tipos especiais de similaridades, estão associadas as soluções da forma`
R2 ´ |y|2

˘`q
ou

`
R2 ` |y|2

˘´q
para R ą 0 e q ą 0. Com isso a equação fracionária em

meio poroso descrita por meio da Eq.(5.6), tem como soluções da forma pR2 ` |y|2q ´1

m´1

para m P
ˆ
N ´ 2

N
, 1

˙
ou pR2 ` |y|2q `1

m´1 para m ą 1 (HUANG, 2014).

A função hipergeométrica (Gauss) prevalece na Física-Matemática porque

representa muitas outras funções especiais comuns, porém importantes, e também surge

em muitas integrais especiais. De fato, as funções
`
R2 ´ |y|2

˘q
`

ou
`
R2 ` |y|2

˘´q
para

R ą 0 também são funções hipergeométricas especiais, que podem ser descritas da forma

(HUANG, 2014) `
R2 ´ |y|2

˘`q < R2q
2F1

`
´q, c; c; |y|2{R2

˘
(5.7)

`
R2 ` |y|2

˘´q < R´2q
2F1

`
q, c; c; ´|y|2{R2

˘
(5.8)

para qualquer numero complexo C. Para os perfis explícitos de Barenblatt que encontramos

para a Eq.(5.6), cujo a relação para o Laplaciano fracionário de funções hipergeométricas

gerais é dada por

p´∆qs
„

2F1

ˆ
N

4
` µ ´ Ä

2
,
N

4
´ µ ` Ä

2
;
N

2
; ´|y|2

R2

˙

< 22sR´2sΓ pN
4

` µ´Ä
2

` sqΓ pN
4

´ µ`Ä
2

` sq
Γ pN

4
` µ´Ä

2
qΓ pN

4
´ µ`Ä

2
q 2

ˆ F1

ˆ
N

4
` µ ´ Ä

2
` s,

N

4
´ µ ` Ä

2
` s;

N

2
; ´|y|2

R2

˙
.

Em particular, quando Ä < ´q e µ < N

2
´ q, obtemos

p´∆qspR2 ` |y|2q´q < R´2qp´∆qs
„

2F1

ˆ
q;
N

2
;
N

2
; ´|y|2

R2

˙

< 22sR´2s´2qΓ pq ` sqΓ pN
2

` sq
Γ pqqΓ pN

2
q 2F1

ˆ
q ` s,

N

2
` s;

N

2
; ´|y|2

R2

˙
. (5.9)

Lema 5.1. (HUANG, 2014) Se as funções hipergeométricas não constantes 2F1pa1, b1; c;xq
e 2F1pa2, b2; c;xq são idênticas para |x| ă 1, então a1 < a2, b1 < b2 ou a1 < b2, b1 < a2.

Para derivar os perfis de similaridade utiliza-se algumas propriedades da função

hipergeométricas e seus Laplaciano fracionários. Porém, utiliza-se também os princípios
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de conservação da massa para determinar os perfis de Barenblatt. Se upx, tq é a solução

da Eq.(5.6), assim T¼upx, tq < ¼N´up¼´x, ¼yq com (HUANG, 2014; PEREIRA, 2018)

´ < 1

Npm ´ 1q ` 2s
. (5.10)

Isso implica nas soluções de similaridade da forma upx, tq < t´N´¨pyq com

y < xt´´, onde o perfil de similaridade ¨ satisfaz a equação (HUANG, 2014)

p´∆q³¨m < ´∇ ¨ py¨q. (5.11)

Teorema 5.2. (HUANG, 2014) Para cada s P p0, 1q, a Eq.(5.11) admite solução de

similaridade upx, tq < t´N´´¨pxt´´q com perfil especial ¨pyq < ¼pR2`|y|2q´qpq ą 0q e ´ <
1

Npm ´ 1q ` 2s
somente quando m < N ` 2 ´ 2s

N ´ 2s
corresponde a solução de similaridade

upx, tq < ¼t´N´pR2 ` |xt´´|2q´s´N{2. (5.12)

Isso é um solução clássica em p0,8q ˆ R
N com upx, tq Ñ M¶pxq como t Ñ 0 para algum

M ą 0.

Para derivar o perfil de Barenblatt, substituindo q por mq em Eq.(5.9), temos

(HUANG, 2014),

p´∆qs¨pyqm < ¼m22sR´2s´2mqΓ pmq ` sqΓ pN
2

` sq
Γ pmqqΓ pN

2
q 2F1

ˆ
mq ` s,

N

2
` s;

N

2
; ´|y|2

R2

˙
.

Por outro lado, através de uma cálculo simples obtemos (HUANG, 2014)

∇ ¨ py¨pyqq < ¼NR´2q
2F1

ˆ
q,
N

2
` 1;

N

2
; ´|y|2

R2

˙
.

Como resultado, a Eq.(5.11) se reduz à identidade (HUANG, 2014)

2F1

ˆ
mq ` s,

N

2
` s;

N

2
; ´|y|2

R2

˙
. (5.13)

A equação algébrica

¼m22sR´2s´2mqΓ pmq ` sqΓ pN
2

q
Γ pmqqΓ pN

2
q < ´¼NR´2q. (5.14)

Desde que
N

2
` s ­< N

2
` 1 no Lema 5.13, o Lema 5.1 implica que

mq ` s < N

2
` 1,

N

2
` s < q

ou

m < N ` 2 ´ 2s

N ` 2s
,

N

2
` s. (5.15)
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Consequentemente, a identidade algébrica Eq.(5.14) pode ser simplificada como

¼1´mR2´2s´ < 22s´1
Γ pN

2
` sq

Γ
`
N
2

` 1 ´ s
˘ . (5.16)

Usando a condição de massa total, os dois parâmetros livres ¼ e R são determi-

nados unicamente, então (HUANG, 2014)

M <
ż

RN

¨pyqdy < ¼Ã
N
2 R´2s Γ psq

Γ
`
N
2

` s
˘ . (5.17)

5.2. Simetrias de Lie da Equações de Difusão

Considere a equação diferencial parcial fracionária (EDPF) na forma

F px, t, upx, tq, ¨ ¨ ¨ , Btupx, tq, . . . , aBµxupx, tqq < 0 (5.18)

onde µ P R
`, com x e t são variáveis independentes e upx, tq variável dependente. As

notações Btupx, tq significam a derivada parcial em relação ao tempo, aBµxupx, tq corresponde

à derivada parcial fracionária de Riemann-Liouville, em relação ao espaço.

Suponha que a Eq.(5.18) seja invariante sob o seguinte parâmetro pϵ ą 0q,
grupo de Lie de transformações de pontos contínuos

x ÞÑ x ` ϵÀpx, tq ` Opϵ2q, (5.19)

u ÞÑ u ` ϵ¸px, tq ` Opϵ2q,
ut ÞÑ ut ` ϵ¸

rts
` Opϵ2q,

aBµxu ÞÑ aBµxu ` ϵ r¨s¸pµq
rxs

` Opϵ2q,

onde r¨s¸pµq
rxs

representa a extensão infinitesimal associada como a derivada fracionária em

relação a variável x. Aplicamos as transformações Eq.(5.19) em Eq.(5.18) e omitimos as

potências superiores de ϵ. Então, comparando os coeficientes de ambos os lados da equação

resultante, obtemos
„
¸

rts

BF
But

` r¨s¸pµq
rxs

BF
BaBµxu

` Ä
BF
Bt ` À

BF
Bx ` ¸

BF
Bu

 ˇ̌
ˇ
F<0

< 0. (5.20)

A Eq.(5.20) torno o grupo (5.19) invariante, em outras palavras, a equação diferencial

(5.19) é invariante para a expressão (5.21). Portanto, o gerador infinitesimal torna-se

X < Äpx, t, uq B
Bt ` Àpx, t, uq B

Bx ` ¸px, t, uq B
Bu, (5.21)

tal como

Äpx, t, uq < dt

dϵ

ˇ̌
ˇ
ϵ<0
,

Àpx, t, uq < dx

dϵ

ˇ̌
ˇ
ϵ<0
,

¸px, t, uq < du

dϵ

ˇ̌
ˇ
ϵ<0

¨
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Portanto, a fórmula de extensão para Eq.(5.18) pode ser escrita como

PrpµqXF
ˇ̌
F<0

<
„
¸

rts

B
But

` r¨s¸pµq
rxs

BF
BaBµx

` XF

 ˇ̌
ˇ
F<0

< 0. (5.22)

1

5.2.1. Equação do meio poroso fracionário espacial

Nesta seção, encontramos as simetrias de Lie para a equação do meio poroso

fracionário em termos da derivada fracionária de Riesz, considerando em princípio a

derivada fracionária de Weyl e aplicando a relação entre para mostrar que as simetrias são

equivalentes.

O caso a ser analisado neste trabalho é caso 1 ` 1 dimensional, em que

inicialmente invariante as simetrias de Lie, considerando a derivada fracionária de Weyl

na variável espacial.

Considere a equação do meio poroso fracionário espacial

ut < ¼ ˘B³`1
x um, (5.23)

onde ˘B³x são as derivadas fracionárias de Weyl, com 0 ă ³ ď 1, m ą 0 e ¼ é uma

constante.

O estudo da equação do meio poroso é realizado de dois modos distintos. No

primeiro caso consideramos o caso linear que corresponde a m < 1. Em segundo, o caso

m ą 0 e m ­< 1. Calculamos as simetrias obtidas nos dois casos e suas soluções invariantes.

(1) Caso linear m=1: Neste caso, temos a equação linear

ut < ¼ ˘B³`1
x u. (5.24)

A fórmula de extensão é dada por

Prp³qX pF q < ¸
rts

´ ¼ ˘¸p³`1q
rxs

(5.25)

onde F < ut´¼˘B³xu. Neste caso, tomando ³ Ñ 1 obtemos ¸p2q
rxs

. Tomando Prp³qX pF q < 0,

¸
rts

< ¼˘¸p³`1q
rxs

.

Os prolongamentos infinitesimais explícitos são dados por

¸
rts

< ¸t ´ Àtux ` p¸u ´ Ätqut ´ Àuuxut ´ Äuu
2
t (5.26)

1 r¨s
η

pγq
rxs

representação do Infinitesimal estendido
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e

˘¸p³q
rxs

<˘B³`1¸ ` p¸u ´ p³ ` 1qÀxq˘B³`1u ´ u˘B³`1
u ¸u

`
8ÿ

n<0

#«ˆ
³ ` 1

n

˙Bn
Bx¸u ´

˜
³ ` 1

n ` 1

¸
Àpn`1q

ff
˘B³`1´n

x u ´
ˆ
p

n

˙
dn

dxn
ÄBt˘B³`1´n

x u

+

(5.27)

onde obtemos a equação

¸t ´ Àtux ` p¸u ´ Ätqut ´ Àuuxut ´ Äuu
2
t <¼p˘B³`1¸ ` p¸u ´ p³ ` 1qÀxq˘B³`1u ´ u˘B³`1

u ¸u

`
8ÿ

n<0

#«ˆ
³ ` 1

n

˙Bn
Bx¸u ´

˜
³ ` 1

n ` 1

¸
Àpn`1q

ff
˘B³`1´n

x u

´
ˆ
p

n

˙
dn

dxn
ÄBt˘B³`1´n

x u

*
q. (5.28)

Considerando ¸ linear, ¸ < ppxqu ` qpx, tq, Ä < Äptq e À < Àpxq, das equações

acima segue que

qt ` ppxqut ` pppxq ´ Ä 1qut
< ˘B³`1

x pppxquq ` ˘B³`1
x qpx, tq

` pppxq ´ p³ ` 1qÀxq˘B³`1
x u ´ u˘B³`1

x ppxq `
8ÿ

n<1

#«˜
³ ` 1

n

¸
ppnqpxq

´
˜
³ ` 1

n ` 1

¸
À

pn`1q
pxq

ff+
˘B³`1´nu. (5.29)

Note que

˘B³`1
x ppuq <

8ÿ

n<0

˜
³ ` 1

n

¸
ppnqpxq˘B³`1´nu (5.30)

< ppxq˘B³`1
x u `

8ÿ

n<1

˜
³ ` 1

n

¸
ppnqpxq˘B³`1´nu.

Usando as Eq.(5.29) e Eq.(5.30), temos que as equações governantes são dadas

por
$
’’’’&
’’’’%

Ä 1 < p³ ` 1qÀ1

2p³ ` 1qp1pxq ´
˜
³ ` 1

2

¸
À2 < 0

qt < ˘B³`1
x qpx, tq.

(5.31)
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Encontramos as seguintes funções

ppxq < c0,

Àpxq < c1x ` c2,

Äptq < p³ ` 1qc1t ` c3,

¸ < c0u ` q̃,

com q̃ solução da última equação da Eq.(5.31), sendo o gerador infinitesimal dado por

X < pp³ ` 1qc1t ` c3q B
Bt ` pc1x ` c2q B

Bx ` pc0u ` q̃q B
Bu

em que as simetrias de Lie são

X1 < p³ ` 1qt B
Bt ` x

B
Bx ; X2 < B

Bt ; X3 < B
Bx ; X4 < u

B
Bu e X8 < q̃

B
Bu.

Um dos principais resultados são os prologamentos obtidos em termos de

somente as variáveis independentes correspondentes, caracterizando um sistema autônomo.

Este resultado já é consolidado tanto no caso de ordem inteira (Ibragmov) como também

no caso fracionário (Gaziov) para equações de evolução. É importante observamos que

simetrias não são recuperados quando fazemos ³ Ñ 1.

(2) Caso não linear, m ą 0 e m ‰ 1: Neste caso, temos a equação não linear

dada por

ut < ¼ ˘B³`1
x pumq. (5.32)

A metodologia para encontrar as simetrias da equação é usar a mudança das

variáveis v < um e k < 1

m
na Eq.(5.32), temos

kvk´1vt < ¼ ˘B³`1
x v. (5.33)

Considerando ∆1 < kvk´1vt ´ ¼ ˘B³`1
x v, o cálculo da extensão da Eq.(5.33) é

Prp³`1qXp∆1q < X∆1 ` ¸
rts

B
Bvt

∆1 ` ¼¸r ˘Bα`1
x s

B
B ˘B³`1

x v
∆1

< ¸kpk ´ 1qvk´2vt ` ¸
rts
kvk´1 ´ ¼¸

r ˘Bα`1
x s

< ¸kpk ´ 1qvk´2vt ` p¸t ´ Àtvx ` p¸v ´ Ät ´ Àvvxqvt ´ Ävv
2
t qkvk´1

´ p˘D
³`1
x p¸ ´ Àvx ´ Ävtq ` Ä˘D

³`1
x vt ` À˘D

³`1
x vq¼.

Novamente, temos Ä < Äptq, À < Àpxq e ¸ < ppxqv ` qpx, tq, aplicando a

simplificação, resulta

kpk ´ 1q rppxqv ` qpx, tqs vk´2vt ` pppxqvt ` qtpx, tq ` pppxq ´ Ä 1qvtqkvk´1

< p˘B³`1
x pppxqvq ` ˘B³`1

x qpx, tq ` pppxq ´ p³ ` 1qÀxq˘B³`1
x v ´ v˘B³`1ppxq

`
8ÿ

n<1

„ˆ
³ ` 1

n

˙
ppnqpxq ´

ˆ
³ ` 1

n ` 1

˙
Àpxqpn`1q


˘B³`1

x vq¼.
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Usando também a relação

˘B³`1
x ppvq <

8ÿ

n<0

˜
³ ` 1

n

¸
ppnqpxq˘B³`1´nv (5.34)

< ppxq˘B³`1
x v `

8ÿ

n<1

˜
³ ` 1

n

¸
ppnqpxq˘B³`1´nv,

obtemos as equações governantes
$
’’’’’’&
’’’’’’%

pk ´ 1qppxq ´ Ä 1 < ´p³ ` 1qÀ1

p1pxq˘B³xv < 0

2p³ ` 1qp1pxq ´
˜
³ ` 1

2

¸
À2 < 0

qpx, tqvk´2vt < 0.

Resolvendo o sistema, obtemos
$
’’’’&
’’’’%

ppxq < c0,

Àpxq < c1x ` c2,

Äptq < rpk ´ 1qc0 ` p³ ` 1qc1st ` c3,

¸ < c0v.

O gerador infinitesimal é dado por

X < pppk ´ 1qc0 ` p³ ` 1qc1q t ` c3q d
dt

` pc1x ` c2q d
dx

` c0v
d

dv

em que é obtida as simetrias são

X1 < B
Bt ; X2 < B

Bx X3 < pk ´ 1qt B
Bt ` v

B
Bv e X4 < p³ ` 1qt B

Bt ` x
B

Bx.

É importante observar que no caso 2, temos q < 0 é consequentemente a

simetria X8.

5.2.2. Simetrias para EMP fracionário espacial

As simetrias para EMP com a derivada fracionária na variável espacial, são

obtidas substituindo v Ñ um não satisfaz a condição de invariância para o problema não

linear no gerador infinitesimal X, obtendo

Y1 < B
Bx ;Y2 < B

Bt ;Y3 < pk ´ 1qt B
Bx ` ku

B
Bu ; e Y4 < p³ ` 1qt B

Bt ` x
B

Bx,

onde k < 1

m
.
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5.2.3. Solução de similaridade

Tomando a combinação linear

Ỹ < p´pk ´ 1q ` ³ ` 1qt B
Bt ` x

B
Bx ` ´ku

B
Bu,

temos a equação característica, dada por

dt

p´pk ´ 1q ` 1 ` ³qt < dx

x
< du

´ku
.

Então, obtemos

xt
´ 1
βpk´1q`1`α < k1 (5.35)

e

ut
βk

βpk´1q`1`α < k2. (5.36)

Usando as Eq.(5.35) e Eq.(5.36), temos a solução de similaridade

upx, tq < t
βk

βpk´1q`1`αGpzq

com z < xt
´ 1
βpk´1q`1`α . Escolhendo ´ < ´´1m, temos a nova relação

upx, tq < t
´

β1
β1pm´1q`1`αGpzq (5.37)

com z < xt
´ 1
β1pm´1q`1`α e ´1 P R. Substituindo a Eq.(5.37) na EMP espaço-fracionária

dada para a Eq.(5.32), obtemos

B
Bt

´
t

´
β1

β1pm´1q`1`αGpzq
¯

< ˘B³`1
x

´
t

´
β1m

β1pm´1q`1`αGmpzq
¯
. (5.38)

Depois de alguns cálculos, obtemos as seguintes relações

B
Bt

´
t

´
β1

β1pm´1q`1`αGpzq
¯

< ´t´
β1

β1pm´1q`α`1
´1

ˆ
´1

´1pm ´ 1q ` ³ ` 1
` 1

´1pm ´ 1q ` ³ ` 1
z
d

dz

˙
Gpzq (5.39)

e

˘B³`1
x

´
t

´
β1m

β1pm´1q`1`αGmpzq
¯

< t
´

α`1`β1m

β1pm´1q`1`α
˘B³`1

x Gmpzq. (5.40)

Assim, substituindo a Eq.(5.39) e a Eq.(5.40) na Eq.(5.38), obtemos a equação

de similaridade

´
ˆ

´1

´1pm ´ 1q ` 1 ` ³
`
ˆ

1

´1pm ´ 1q ` ³ ` 1

˙
z
d

dz

˙
Gpzq < ˘B³`1

z Gmpzq. (5.41)

Se ´1 < 1 a Eq.(5.41) é reduzido na expressão

´ d

dz
pzGpzqq < ¼˘B³`1

z Gmpzq. (5.42)
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5.2.4. Solução de similaridade para EMP fracionária espacial

Definimos o EMP fracionário espacial na forma

ut < B³`1
x um (5.43)

com 0 ă ³ ď 1 e a derivada fracionária de Riesz B³`1
x introduzida para

B³`1
x < ´`B³`1

x ` ´B³`1
x

2 cospÃ³
2

` 1q .

A seguir, mostramos as soluções de similaridade dadas pela Eq.(5.37). Para

simplificação, suponhamos o caso ´1 < 1 e ¼ < 1

cos
´

p³`1qÃ
2

¯ . Neste caso, usando a

Eq.(5.42) temos

´ d

dz
pzGpzqq < ¼ `B³`1

z Gmpzq (5.44)

e

´ d

dz
pzGpzqq < ¼ ´B³`1

z Gmpzq. (5.45)

Somando essas equações, segue que

d

dz
pzGpzqq < B³`1

z Gmpzq.

Portanto, as simetrias e as soluções de similaridade encontradas para a EMP

fracionária espacial em termos da derivada fracionária de Weyl também são invariantes

quando a EMP fracionária espacial em termos da derivada fracionária de Riesz. A solução

de similaridade está na forma upx, tq < t
´

β1
β1pm´1q`1`αGpzq.

Teorema 5.3. A transformação infinitesimal para a derivada fracionária È-Hilfer, induzida

pela transformação do grupo de Lie é dada por

H
aB³,´;Èx upx, tq < H

aB³,´;Èpxq upx, tq ` ϵ¸
³,´;Èpxq
H ` Opϵ2q (5.46)

onde ¸³,´;Èpxq
H é a extensão infinitesimal da derivada fracionária È-Hilfer

¸
³,´;Èpxq
H < H

aD
³,´;Èpxqp¸ ´ Àux ` Äutq ` ÄHaD

³,´;Èpxqut ` ÀDx
H
aD

³,´;Èpxqu

´ ÀrasÈ1paqpDÈpxq
x

H
aD

³,´;Èpxq ´ H
aD

³,´;ÈpxqD1;Èpxq
x qu.

Demonstração. Note que

H
aB³,´;Èxupx, tq < QÈ ˝ HB³,´;Èa

x ˝ Q´1
È upx, tq.

Usando a notação

gpx, tq < Q´1
È upx, tq
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temos

HB³,´;Èpaq
x g < HB³,´;Èpaq

x gpx, tq ` ϵ¸
³,´
H (5.47)

¸
³,´
H < H

D
³,´;Èpaq
x p¸ ´ Àgx ´ Ägtq ` ÄHD³,´;Èpaq

x gt

` ÀDx
HD³,´;Èpaq

x g ´ ÀraspDx
HD³,´;Èpaq

x Dxqg.

Aplicando a composição QÈ na Eq.(5.47), resulta

QÈ ˝ HB³,´;Èpaq
x gpx, tq < QÈ ˝ HB³,´;Èpaq

x gpx, tq ` ϵQÈ ˝ ¸³,´H

e

QÈ ˝ ¸³,´H < QÈ ˝ H
D
³,´;Èpaq
x p¸ ´ Àgx ´ Ägtq ` QÈ ˝

`
ÄHD³,´;Èpaq

x

˘

` QÈ ˝
`
ÀDx

HD³,´;Èpaq
x

˘
g ´ QÈ ˝ Àras

`
Dx

HD³,´;Èpaq
x ´ HD³,´

x Dx

˘

< QÈ ˝ H
D
³,´;Èpaq
x ˝ Q´1

È p¸ ´ Àux ´ Äutq ` ÄQÈ ˝ HD³,´;Èpaq
x Q´1

È ut

` pÀrxsÈ1paqqpD1;Èpxq
x DÈ ˝ D³,´;Èpaq

x ˝ Q´1
È upx, tqq

´ ÀrasÈ1paqpD1;Èpxq
x

HD³,´;Èpaq
x ˝ Q´1

È ´ HD³,´
x D1;Èpxq

x qupx, tq
< H

D
³,´;Èpxq
x p¸ ´ Àux ´ Äutq ` Ä H

x D
³,´;Èpxqut

` ÀrxsÈ1pxqpD1;Èpxq
x

HD³,´;Èpxq
a ´ HD³,´;Èpxq

a D1;Èpxqqupx, tq.

Observação 5.1. Este teorema estabelece uma conexão entre equações diferenciais fraci-

onárias em termos das derivadas fracionárias clássicas e as mesmas equações descritas

para operadores fracionários È como segue.

Teorema 5.4. Considere as equações fracionárias

F pt;Èpxq, upt;Èpxqq, B
Btupt;Èptqq, B³;Èpxqupx, tqq < 0

e

Gpt, x, upt, xq, B
Btupt, xq, B³xQÈ´1upt, xqq < 0

onde F < QÈ ˝ G e B³;Èpxqp¨q, B³x p¨q são È-Derivadas fracionárias de Riesz e Riesz,

respectivamente. Sendo G é invariante em relação à transformação do grupo de Lie

Eq.(5.48), então F também é invariante em relação à transformação do grupo de Lie

Eq.(5.49)

X < À
B

Bx ` Ä
B
Bt ` ¸

B
Bu (5.48)

e

Y < À̃
B

Bx ` Ä̃
B
Bt ` ˜̧

B
Bu (5.49)

com À̃ < È1À, Ä̃ < QÈ ˝ Ä e ˜̧ < QÈ ˝ ¸.
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Demonstração. Supondo G invariante em relação à simetria Eq.(5.48), então

Gpx, upt, xq, B
Btupt, xq, B³xQÈ´1upt, xqq < 0.

Aplicando a mudança da variável, x Ñ Èpxq via composição

QÈ ˝ Gpx, t, upt, xq, B
Btupt, xq, B³xQÈ´1upt, xqq < 0,

e

F pÈpxq, t, upÈpxq, tq, B
Btupt, Èpxq, B³;Èpxqupt, xqqq < 0.

Este teorema possibilita o cálculo das simetrias e soluções invariantes para

EMP espaço-fracionária via Èpxq-Riesz, aplicando a composição QÈ nas simetrias e so-

luções invariantes em EMP fracionária clássica em termos da derivada de Riesz, como

apresentamos a seguir.

Teorema 5.5. Dado a EMP fracionária espacial em termos da derivada fracionária

Èpxq-Riesz,

Btupx, tq < B1`³;Èpxqumpx, tq,m ą 0. (5.50)

com B1`³;Èpxq é Èpxq-Riesz derivada fracionária, 0 ă ³ ď 1. A solução de similaridade da

Eq.(5.50) é dada por

upx, tq < t
´

β1
β1pm´1q`1`αGpÈpxqt´

1
β1pm´1q`1`α q, (5.51)

para o caso ´1 < 1 Eq.(5.51) reduz Eq.(5.20) na seguinte equação de similaridade

d

dz
pzGpzqq < B³`1;Èpxq

z Gmpzq.
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6 Considerações Finais

Nessa primeira etapa do trabalho, apresentamos um estudo detalhado sobre

espaços de funções e propriedades de suma importância utilizadas no decorrer do trabalho.

Além do anterior, uma abordagem sobre equação de difusão e suas aplicações, destacaram

os inúmeros caminhos que proporciona tal equação. Por outro lado, uma vez que o

principal objetivo deste trabalho, é utilizar derivadas fracionárias e equações de difusão,

é necessário e suficiente apresentar uma breve introdução de definições de integrais e

derivadas fracionárias e resultados oriundos de tais operadores, em particular, envolvendo

questões sobre simetrias de Lie. Nesse sentido, apresentamos uma formula explícita para

a extensão infinitesimal para as derivadas fracionárias È-Hilfer na variável espacial, na

qual obtemos em casos particulares as extensões infinitesimais para derivadas de Caputo e

Weyl fracionárias na variável espacial. Encontramos as simetrias de Lie e as soluções de

similaridade para a equação da difusão em meio poroso fracionária em termos da derivada

de Riesz, considerando a derivada de Weyl e aplicamos a relação entre elas para mostrar

que as simetrias são equivalentes.

Por outro lado, a fim de validar as ferramentas apresentadas e discutidas

anteriormente, aplicamos o resultado do cálculo de simetrias ao PME espaço-fracionário,

para obter uma solução invariante semelhante ao teorema para o caso unidimensional.

Mostramos que estes resultados podem ser estendidos ao caso da derivada fracionária

em termos da função È. Desta forma, podemos obter as simetrias da PME È-espacial-

fracionária calculando a PME espacial-fracionária.

Como principal contribuição deste trabalho apresentamos novos teoremas a

literatura onde mostramos que as simetrias e as soluções de similaridade encontradas

para a EMP fracionária espacial em termos da derivada fracionária de Weyl também

são invariantes quando a EMP fracionária espacial em termos da derivada fracionária

de Riesz. Alem disso, provamos a existencia de uma conexão entre equações diferenciais

fraci- onárias em termos das derivadas fracionárias clássicas para operadores fracionários

È. E por fim, calculamos as simetrias e soluções invariantes para EMP espaço-fracionária

via È(x)-Riesz, onde realizamos a aplicação na composição QÈ nas simetrias e so- luções

invariantes em EMP fracionária clássica em termos da derivada de Riesz.
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