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Resumo

Ao longo da histéria, pesquisadores renomados dedicaram e dedicam seus estudos para
investigar, entender e descrever os processos difusivos nao lineares, onde utilizam-se de
ferramentas analiticas, numéricas e computacionais. Apresentamos aqui um problema de
difusdo andémala nao linear em meio poroso e temos como objetivo apresentar os grupos
de transformagoes de simetrias de Lie como alternativa para a resolucao do problema da
difusdo. Inicialmente foi realizado um estudo sobre o cédlculo fracionario e seus principais
operadores onde apontamos defini¢oes, teoremas, propriedades e aplica¢oes. O calculo
fracionario nos permite uma descri¢ao mais fina dos fend6menos naturais, assim obtemos uma
quantidade maior de informacoes atrelados aos operadores nao locais, entao denominado
efeito de memoria. Foi realizada uma analise da difusao fracionaria anémala em meio
poroso, onde foi abordado o problema da difusao fracionaria nao linear no tempo-espaco.
Outro ponto importante apresentado aqui formam os grupos de transformagoes de pontos
de Lie, que utilizamos como uma alternativa para o problema da difusao, pois as simetrias
de Lie demostram ser uma ferramenta importantissima, pois permite a transformacao
de uma EDP em EDO. Aplicamos as simetrias de Lie na equacao da difusao em meio
poroso fracionaria em termos da derivada de Riesz, considerando a derivada de Weyl. E
demonstramos que os resultados podem ser entendidos para a derivada fraciondria em
termos da func¢ao 1. Destacamos que o estudo da difusao andémala vem sendo cada dia
mais aprofundado e seu conceito aplicado em diversos campos como difusdo em plasmas,
difusdo em fluidos turbulentos, transporte de fluidos em meios porosos, difusao em fractais,
difusdo anémala em superficies liquidas e anélise de histogramas de batidas do coragao em

individuos saudaveis, entre outros sistemas fisicos.

Palavras-chave: Difusao Anémala, Calculo Fracionario, Difusao Fracionaria em Meios

Porosos, Pontos de Lie.



Abstract

Throughout history, renowned researchers have dedicated themselves and their studies
to investigate, understand and describe nonlinear diffusion processes, using analytical,
numerical and computational tools. In this work, we present a problem of nonlinear
anomalous diffusion in porous media and aim to present Lie symmetry transformation
groups as an alternative to solving the diffusion problem. Initially, a study was carried out
on fractional calculus and its main operators, where we point out definitions, theorems,
properties and applications. Fractional calculus allows us to describe natural characteristics
more precisely, thus obtaining a greater amount of information linked to nonlocal operators,
then called the memory effect. An analysis of anomalous fractional diffusion in porous
media was carried out, where the problem of nonlinear fractional diffusion in time-space
was addressed. Another important point presented here is the Lie point transformation
groups, which we use as an alternative to the diffusion problem, since Lie symmetries
prove to be a very important tool as it allows the transformation of a PDE into an ODE.
We apply Lie symmetries to the discovery of diffusion in fractional porous media in terms
of Riesz derivatives, including the Weyl derivative. And we demonstrate that the results
can be understood for the fractional derivative in terms of the function ¢. We emphasize
that the study of anomalous diffusion has been increasingly deepened and its concept
applied in several fields such as diffusion in plasmas, diffusion in turbulent fluids, fluid
transport in porous media, diffusion in fractals, anomalous diffusion on liquid surfaces and
analysis of heartbeat histograms in healthy individuals, among other physical systems.
Keywords: Anomalous Diffusion, Fractional Calculus, Fractional Diffusion in Porous Media,
Lie Points.

Keywords: Anomalous Diffusion, Fractional Calculus, Fractional Diffusion in Porous

Media, Lie Symmetries.
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1 Introducao

A difusdao tem por principal caracteristica a expansao o espalhamento, em
movimentos aleatérios das particulas em um determinado sistema. Na inten¢ao de obter
o equilibrio, este movimento é independente e nao colisantes entre si. Os problemas de
difusdo podem ser encontrados em diversas areas, a saber: na fisica, biologia, estatistica,
quimica, medicina, psicologia, dentre outras. Quando ocorre um processo de difusdo, cada
elemento de um conjunto, seja energia, momento linear, atomos, moléculas, produtos
quimicos, células, animais etc, se movem de forma aleatéria, ou seja, em uma trajetoria
'randomica’ (PEDRON, 2003). Na histéria temos grandes trabalhos relacionados ao processo
difusivos, como Joseph Fourier (1768-1830), Thomas Graham (1805-1869), Adolf Eugen
Fick (1852-1937) e Lewis Fry Richardson (1879-1830). Destes, destacamos Fick, pois a

maioria dos processos difusivos obedecem a sua lei que é escrita da seguinte forma:
J=—DVp, (1.1)

onde p é a densidade do elemento difuso com p = p(r,t), r = (21,29, 23), V a taxa de
variacao espacial, J a densidade da corrente, ou seja, quantidade de substancia que atravessa
uma unidade de drea normal na direcao do fluxo, por unidade de tempo, D é o coeficiente
de difusdo que depende das propriedades do meio, isto é, ele nos informa a velocidade com
que a quantidade medida por p se difunde de regides com altas concentragdes para regioes
com baixas concentragoes (PEDRON, 2003).

Em geral, classificamos a equacgao da difusdo como sendo linear, nao linear
ou quase-linear, e o comportamento como padrao ou anémala. O foco deste estudo esté
voltado para a difusao anomala, onde o precursor é L. F. Richardson com seu estudo
sobre difusao turbulenta (TATEISHI, 2010). A difusdo andémala tem como caracteristica o
crescimento nao linear da varidncia no decorrer do tempo. O interessante para fenémenos
de transporte é que a difusdo anémala vem sendo amplamente estudada e seu conceito é
aplicado em diversos campos como: difusdo em plasmas, difusao em fluidos turbulentos,
transporte de fluidos em meios porosos, difusdo em fractais, difusao anémala em superficies
liquidas e analise de histogramas de batidas do coragao em individuos saudaveis, dentre
outros sistemas fisicos (PEDRON, 2003).

Por outro lado, uma abordagem para o processo da difusao é o uso do calculo
fracionario por meio das integrais e derivadas fracionarias. A principal vantagem do uso
do célculo fracionario é o refinamento das descri¢oes dos fend6menos naturais, haja vista
que as derivadas fracionarias possuem uma descri¢do associada ao efeito de memoéria e
propriedades de diversos materiais (PEREIRA, 2018). Apesar de sua grande vantagem, o

calculo fracionario possui diversas defini¢oes que aumenta o grau de dificuldade e a melhor



Capitulo 1. Introdugdo 13

escolha para discutir tal problema. Neste presente trabalho, vamos utilizar as derivadas
fracionarias de i-Riemann-Liouville, 1)-Caputo, 1-Weyl e ¢-Riesz-Feller. Existem outras
na literatura que podem ser consultadas em (SOUSA; OLIVEIRA, 2018).

Modelos matematicos que descrevem fenémenos naturais, sdo geralmente des-
critos por equagoes parciais diferenciais (PDEs) nao lineares. Em comparagiao com suas
contrapartes lineares simplificadas, esses EDPs nao lineares em geral nao possuem repre-
sentagao explicita das solugdes em termos de condigoes iniciais e/ou de contorno (HUANG,
2014). Para solucionar tais equagoes, podemos usar os métodos numéricos e computacionais,
ou, em nosso caso, usar as simetrias de Lie, que em geral faz uma reducdo da ordem na
EDP nao linear e leva a uma EDP linear. Em alguns casos as simetrias levam as EDP
a uma EDO. Ao estudar problemas envolvendo equagoes diferenciais nao lineares, umas
das metodologias com muita relevancia entre os matematicos ¢ a teoria dos grupos de
Lie. Essa teoria foi desenvolvida pelo matemético Sophus Lie (1842-1899) e tem sido
amplamente aplicada em problemas nao lineares de ordem inteira. Um dos primeiros
trabalhos conectando os grupos de Lie é o artigo de Buckwar e Luchkd (BUCKWAR;
LUCHKO, 1998) o qual obtém a solugao invariante para a equagao da difusao.

Uma das abordagens mais importantes para estudar as propriedades qualitativas
e quantitativas das EDP’s sao suas solu¢oes auto-similares onde quer que existam. Solugoes
desse tipo, estao associadas a grupos de EDP’s com escala simétrica, resultando em
equacoes diferenciais transformadas em varidveis de similaridade invariantes a escala. Apods
a reducao das variaveis de similaridade, as equagoes diferenciais de perfis auto-similares,
denominadas perfis de Barenblatt, ainda herdam algumas das simetrias de escala restantes
(VAZQUEZ, 2007), devido a auto-similaridade do primeiro tipo, os expoentes de escala
podem ser determinados a priori e perfis claros de Barenblatt podem frequentemente ser
obtidos. Devido a outro tipo de auto-similaridade, também chamada de escala anomala,
os perfis de Barenblatt geralmente nao estao disponiveis devido a expoentes de anomalia
desconhecidos. Outro forma de auto-similaridade pode ser mostrado no modo de difusao
rapida de EMP u; = Au™, onde as solugoes podem desaparecer em tempo finito. Embora
um perfil de Barenblatt claro nao seja esperado neste caso, a simetria de escala restante
da equacao reduzida permite uma andlise detalhada do plano de fase para investigar a
existéncia, unicidade e monotonicidade dos perfis (HUANG, 2014).

As simetrias sao excelentes ferramentas para estudas propriedades da natureza,
por exemplo, reprodugdo de experimentos em diferentes locais e momentos, dependem da
invaridncia das leis, tais como translacoes de espaco e/ou do tempo, rotagdes, dentre outros,
que aparecem no desenvolvimento do evento. Em outras palavras, ao modificar a posi¢ao ou
tempo em um determinado experimento, por exemplo, este ndo altera o seu funcionamento.
Estas observacoes permitem a criagao de leis associadas a tais propriedades observadas,

possibilitando o estudo e a producao experimentos. Entretanto, a abordagem de Lie para
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equagoes diferenciais nao foi explorada por meio século e apenas a teoria abstrata dos
grupos de Lie cresceu (o termo grupo de Lie foi cunhado em 1928 por Hermann Weyl). Foi
nos anos quarenta do século passado, com o trabalho de G. Birkhoff e I. Sedov sobre andlise
dimensional, que a teoria deu resultados relevantes em problemas concretos aplicados.
Além disso, foi a escola russa com L. V. Ovsiannikov que desde 1960 comegou a explorar
sistematicamente o métodos de analise de simetria de equacgoes diferenciais na construcao
explicita de solugoes de qualquer problemas, mesmo complicados da fisica matematica.
Durante as tultimas décadas, um renascimento do interesse na teoria de Lie e um progresso
significativo foi feito a partir de um ponto de vista aplicado. Muitas monografias e livros
didaticos estao agora disponiveis, e nimero de trabalhos de pesquisa publicados atualmente.
Ainda hoje, temos acesso a diversos sistemas de dlgebra computacional (CAS), como Mapler
e Mathematica (comercial), Maxima e Reduce (c6digo aberto) que facilitam o célculo
das simetrias de uma equagao diferencial. Resumidamente, a ideia chave da teoria de
Lie da analise de simetria de equacoes diferenciais baseia-se na invariancia sob uma
transformacao de variaveis independentes e dependentes. Esta transformacao forma um
grupo local de transformacoes pontuais estabelecendo um difeomorfismo no espago de

variaveis dependentes, mapeando solugoes das equagoes para outras solugoes.

Por outro lado, vale destacar o importante trabalho pioneiro (GAZIZOV;
KASATKIN; LUKASHCHUK, 2007), desenvolvido por Gazizov et al. em 2007, cujo
titulo "Grupos de transformagao continua de equagoes diferenciais fracionarias", apresenta
todos os detalhes para aplicar simetrias Lie para encontrar solugoes exatas no caso de
equagoes diferenciais fraciondrias. Além do anterior em 2009, Gazizov et al. (GAZIZOV;
KASATKIN; LUKASHCHUK, 2009) considerou a equacao de difusao fracionaria o qual
sao calculadas as simetrias discutindo as soluc¢oes invariantes para o problema. Um
compéndio das suas contribui¢oes podem ser vistas na referéncia (GAZIZOV; KASATKIN;
LUKASHCHUK, 2019), em que apresenta um ampla discussao sobre o uso das simetrias
de Lie envolvendo as derivadas fracionérias e, consequentemente suas aplicagoes. Outro
relevante trabalho, é sobre o estudo das simetrias de Lie envolvendo equacoes diferenciais de
evolugao (BAKKYARAJ, 2020), onde os autores apresentam o prolongamento infinitesimal
para a derivada parcial fracionaria de Caputo e aplicam no calculo das simetrias de um
sistema de equagoes diferenciais fracionarias. Na referéncia (ZHANG; ZHENG, 2021) os
autores estudam as simetrias de Lie de algumas equacoes de evolucao fracionarias, por
exemplo, a equacao de difusdo em meio poroso, além de uma nova metodologia para o

calculo de simetrias simplificando e facilitando o célculo das equagoes governantes.

Atualmente, Soares et al. (SOARES; COSTA; SOUSA, 2024a), desenvolveram
uma férmula explicita do prolongamento infinitesimal para a derivada fracionaria de
Riemann-Liouville em termos de outra funcao apresentando como aplicacao a discussao
das simetrias de Lie da equacao fracionaria de evolugao, que tem como caso particular,

as simetrias de Lie da equagao de difusao em meio poroso. Outro importante resultado
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aparece na obtencao da féormula explicita do prolongamento infinitesimal da derivada
fracionaria de Caputo em termos de uma outra funcdo de ordem varidvel e sua respectiva
aplicagdo no célculo das simetrias de Lie na equagao fracionaria (SOARES; COSTA;
SOUSA, 2024a). Destacamos que estes resultados sao de grande importéncia para o
emprego da teoria iniciada por Sophus Lie e atualmente aplicada no estudo das equacoes

diferenciais fracionarias.

O principal objetivo do presente trabalho, é apresentar uma expressao explicita
para o calculo do prolongamento infinitesimal para derivadas fracionarias em termos de
outra fun¢do denominada (-) e aplicamos na equagao de difusdo fracionaria de meio

poroso, o qual calculamos as simetrias e suas respectivas solugoes invariantes.

A fim de tornar claro o trabalho, a seguir detalhamos o que foi realizado em

cada Capitulo.

No Capitulo 2, estamos interessados em apresentar os espagos de fungoes p-
integraveis e continuas por partes com peso e, suas respectivas normas. Nesse sentido,
os conceitos das transformadas de Laplace e Laplace generalizada, sao apresentadas,
bem como algumas propriedades e resultados das mesmas. Por outro lado, uma vez que
estamos interessados em trabalhar com problemas de difusao via calculo fracionario de
meio poroso, apresentamos uma versao da transformada de Fourier com respeito a funcao
¥(+) e propriedades interessantes. Nesse sentido, motivados pela transformada de Fourier
com respeito a fungao v, apresentamos o espago de Schwartz e o conceito de Laplaciano
fracionario generalizado. Outras propriedades envolvendo a transformada de Fourier, sdo
apresentadas. Para finalizar o Capitulo, apresentamos o conceito de simetrias de Lie e
algumas propriedades fundamentais no estudo de equagoes diferenciais, em particular,

fracionérias.

No Capitulo 3, estamos interessados em apresentar um breve estudo sobre
problemas de difusao, desde seu contexto histérico até aplicagoes, em particular, envolvendo
meio poroso. Nesse sentido, buscaremos explicar o efeito da temperatura na combustao e
suas consequéncias para a poluicao, dando énfase na importancia do meio poroso e suas

principais vantagens, bem como suas aplicagoes.

O Capitulo 4, dedicamos a realizar um detalhamento sobre a teoria de integrais
e derivadas fracionarias que envolvem o ntcleo implicito, o qual denotamos pela funcao
¥(+). O natural de discutir tais defini¢bes, é que é possivel obter uma ampla classe de
possiveis casos particulares, a partir da escolha dos pardmetros «, § e da funcao 1 (-). Nesse
sentido, apresentamos parte dos resultados oriundos das integrais e derivadas fracionarias

abordadas.

No Capitulo 5, é direcionado a apresentar a aplicabilidade do calculo fracionario

para linearizacao e solucao da equagao de difusdo espaco-fracionaria com as ferramentas
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do calculo fracionario e das simetrias de Lie. Traremos aqui a equacao da difusao espago
fracionaria e as simetrias de Lie da equacao da difusao. Nesse capitulo, apresentaremos a

principal contribuicao desse trabalho.

Por fim, concluimos o trabalho com comentarios e os passos para a préxima

etapa.
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2 Preliminares

Nesta primeiro momento, apresentamos espagos ponderados, alguns conceitos
fundamentais como transformada generalizada de Fourier e Laplace, Simetrias de Lie e
propriedades e o conceito de laplaciano fracionario que estarao relacionados as integrais

fracionarias e derivadas utilizadas neste trabalho.

2.1. Espacos das funcoes

Seja {2 um conjunto mensuravel com 1 < p < c0. Denotamos por LP({2) o espago
das fungdes p-integraveis no sentido de Lebesgue, dado por (KILBAS; SRIVASTAVA;
TRUJILLO, 2006)

v@) - {1 o-r: | |ropa <,

i~ ([ |f<t>rpdt)’l’

Por outro lado, o espago L*({2) das fungoes reais mensuréveis limitadas, é
dado por (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006)

munido da norma

17(0) = {f; R -R: swplfO)P < oo} ,
tesf?
munido da norma

[flloo = sup [£(2)[".
tef?

Sejam [a,b] (0 < a < b < o) um intervalo finito sobre o eixo R* e C([a, b]),
AC"™([a,b],R), C"([a,b]), R), os espagos das fun¢des continuas, absolutamente continuas

n-vezes, diferencialmente continuas n-vezes sobre [a, b], respectivamente.

O espago das fungoes continuas f sobre [a,b] tem norma definida por (KILBAS;
SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006)

I lctosn = masl (0)]
Por outro lado, o espago das fungoes absolutamente continuas n-vezes é dado
AC™a,b] = {f : [a,b] > R: f*~' € AC([a,b])}

O espaco ponderado C, 4([a,b],R) das fungbes f sobre (a,b] é definido por:

Oy ([ b R) = {f : (a,B] = R (4(t) — (@) (1) € Cla,Bl}, 0 <y < 1,
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com a norma,

[fllesptae) = 1) = ¥(a)) f(O)llcrar) = I{&%Klﬁ(t) —¢(a)" f ().

O espago ponderado C7 ,([a, b], R) das fungoes f sobre (a,b] é definido por,
" o([a,b],R) = {f : (a,0] > R; f(t) € C"'[a,b]; f™(t) € Coryfa,b]}, 0<y <1

co1m a norma

n—1
1 llen e = 23 1S Noan + 17 ey tan
k=0

Para n = 0, temos, C) ([a,b],R) = C, 4([a, b], R).

Note que, C7 ,(a,b) = AC"[a,b] e C7, ,|a,b] = C7, [a,b]com 0 <71 <72 < 1.
Definigao 2.1. (SOUSA; OLIVEIRA, 2018) Sejam 0 < a <1 e 0 < 8 < 1. O espago
ponderado Ci’{f([a, b],R ¢ definido por

o ([a,bL R = {f € Cygla,b] : "D [ € Cryla,b]}
com vy =a+ (1 —a).

Definigao 2.2. (SOUSA, 2018) Seja 0 < v < 1. O espago ponderado C’i;ﬂ[a, b] é definido
por

Ci;j[c% b] = {f € Cﬁ’ﬂl}[av b] : HDzlzjr’y;wf € C’Yﬂl)[aa b]} )

com vy =a+ (1 —a).

Note que, das definigdes (2.1) e (2.2) concluimos C’i;ﬂ[a, b] C’i’qf[a, bl.

Seja g : A — R uma fung¢ao mensuravel e p > 1. Considere o espago (veja
(FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021a))

LP(A, gd&y) = {f : A — R é mensurdvel | L |f(&)[Pg(&1)dE < oo } ,

1
que é dotado da norma f — (J ]f(fl)]pg(ﬁl)d&) " Paraa e (0,2) fixo, considere o
A

conjunto

|/ (€1)]
L+ [ (&) ])rre

onde ¢: A — A é uma fungao dada e |Ji| é o determinante Jacobiano de .

LA, dyp) = {f : A —> R é mensurével | JA ( |J1(&1)]dE < o0 } ,
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2.2. Transformadas Integrais

2.2.1. Transformadas Integrais Laplace

Definicao 2.3. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Seja f,¢ : [0,00) — R et uma fungio
crescente nao negativa tal que 1 (0) = 0. Entao a transformada de Laplace de f em relagio
a fungao v € definida por

0

L{f)} = F(s) = J e~V () f(t)dt (2.1)

0

para todo s € C tal que esta integral converge. Aqui £, denota a transformada de Laplace

em relacdo a v, que chamamos de transformada de Laplace generalizada.

Teorema 2.1. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Sejam f,1 : [a,0) — R fungdes tais que
W(t) é continua e ' (t) > 0 em [0,0) e tal que a transformada generalizada de Laplace de

f existe. Entao
L f®)}(s) = Z{f (7t +¥(a) }(s), (2.2)
onde L{f} € a transformada de Laplace usual de f.

Definicao 2.4. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Uma fungao f :[0,0) — R é consi-
derada de ordem 1 (t)-exponencial se existirem constantes nao negativas M, c,T tais que
1£(1)] < Me®*™® parat >T.

Teorema 2.2. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Se f : [a,0) — R € uma fung¢io continua
por partes e € de ¥ (t)-ordem exponencial, entdo sua transformada generalizada de Laplace

existe para s > c.

Teorema 2.3. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Se a transformada generalizada de
Laplace de f, : [a,0) — R existe para s > ¢; e a transformada generalizada de Laplace
de fo : [a,0) — R eziste para s > c¢o. Entao, para quaisquer constantes ay e as, a

transformada generalizada de Laplace de a1 f1 + asfo, onde a1 e as sdo constantes, existe e
Lylar fi(t) + a2 fa(b)}(s) = arZy{f(£)}(s) + ax Ly {f (1)} (s) para s > maz{ci, co}. (2.3)

As transformadas generalizadas de Laplace de algumas func¢oes elementares sao

dadas pelo seguinte lema.

Lema 2.1. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020)




Capitulo 2. Preliminares 20

L OY(s) = S

Teorema 2.4. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Seja a fungio f € Cyla,b] e de -ordem
exponencial tal que fU(t) é continuo por partes em cada intervalo finito [a,b]. Entdo

existe a transformada generalizada de Laplace de f'(t),

Lo {10} (s) = sZu {f ()} () (a). (2.4)

Teorema 2.5. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Seja a fungio f € Cyla,b] e de -ordem
exponencial tal que fU(t) é continua por partes ao longo de um intervalo finito [a,b].

Entio, a transformada generalizada de Laplace de f!) (t) existe

L{U®}(s) = sZ{f(D}(s) - f(a). (2.5)

Corolério 2.1. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Seja f € C}'[a,t) tal que fU,i =
0,1,2,....n — 1 sdo ordem -exponencial. Seja ™ wma funcdo continua por partes no
intervalo [a,b]. Entdo, a transformada de Laplace generalizada de fI™(t) existe e,

n—1

LT} (s) = "L ()} (s) = 3, " (M) @), (2.6)

k=0

Definicao 2.5. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Sejam f e h duas fungdes continuas por
partes em cada intervalo [a, b] e de ordem exponencial. Definimos a convolugdo generalizada
de f e h por:

(oo f )R (671 (@(8) + d(a) — () ¥ (7)dr. (2.7)

Lema 2.2. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Sejam f e h duas fungées continuas por

partes em cada intervalo [a,b] e de ordem exponencial. Entao,

[y ho=h=y [. (2.8)

Teorema 2.6. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Sejam f e h duas fungoes continuas por

partes em cada intervalo [a,T| e de ordem exponencial. Entdo,

Lp{frp Yy = Ly{f1Lp{h}. (2.9)

2.2.2. Transformada de Fourier generalizada

Aqui, traremos o conceito da transformada de Fourier generalizada, ou também,
conhecida como, transformada de Fourier com respeito a outra fungao, neste caso, 1. A
transformada de Fourier generalizada, é uma ferramenta importante em diversos aspectos,
desde na discussao de solucao analitica e introducao de operadores fracionarios, de modo
particular, o Laplaciano fracionario (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b).
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2.2.2.1. Unidimensional

Definigao 2.6. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Seja ¢ : R — R uma
fungdio diferencidvel com ' > 0 em quase todos os pontos e (x) — +o0 com x + o0,
respectivamente. A transformada de Fourier com relag¢io a 1, de uma funcao f tal que

esta integral exista, € definida por

[F](k e "D f (1) (2)da, (2.10)

-l

onde k € R € a variavel do dominio de Fourier.

Proposicao 2.1. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) A transformada de
Fourier em relagio a uma fungdo estd relacionada com a transformada de Fourier cldssica

pela sequinte relacdo entre os operadores
Fp=FoQy (2.11)
onde Q) € o operador de composicao correta com .

Proposicao 2.2. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) A transformada de

Fourier inversa em relagdo a v é dada por:
[F, 9] T J —o0®e” @) g (k) dk

em outras palavras, temos g = Fyf se e, somente se, f = Fyig.

Teorema 2.7. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) A transformada de Fourier
com relagio a ¢ é um operador limitado de L*(R, di)) para L™ (R).

Considere )y, ¢ o operador de composicao com a funcao ¢ dada por

Qu(f) = fot, ie (Quf)(z) = f¢(x)). (2.12)

Proposicao 2.3. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Seja 1 um fun¢io como
na Definicao (2.6) e Qy definido em Eq.(2.12) como a operagao para a composi¢ao de 1.

Para qualquer p € [1,0], a aplicacio de
Qy : L(R, dy)

¢ uma isometria linear. Para p = 2 especificamente, esta aplica¢dao também é uma isometria
entre os espagos de produtos internos, onde o produto interno (-, ), no espago ponderado

L? € definido de maneira usual por

S~ [ @ s

e a conjugacao complexa pode ser ignorada se assumirmos fungoes de valores reais f e g.
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Teorema 2.8. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Se f € L\ (R, d))L*(R, dv)),
entdo Fyf € L*(R) e
[ Fy fllze@) = £l z2(rav)-

Além disso, se f,ge L'(R,dy) n L*(R, dv), entdo

(Fof, Fug) = {f 9)y-

Corolério 2.2. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) A transformada de Fourier
com relagio a ¢ pode se estender continuamente para wma isometria do espago L*(R,d)

para o espago L*(R).

Definicao 2.7. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Seja ¢ : R — R uma fungdo
suave com '(x) > 0 em quase todo ponto e V(x) — £ com x — +o0 respectivamente.

O espago de Schwartz é definido por

Sy(R) := {f e C*(R) tal que sup

zeR

k a_y < o0 para todo c
b(@) (dwm) F@)| < o0 para todo k1 N}
1

d
onde = T ¢ o operador de diferenciagcao com rela¢io a ¥(x).

dp(z)  ¢'(z)de

Neste espago podemos definir as seminormas como

()>,

Teorema 2.9. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Se ¢ : R — R é uma fungao

suave com 1)’ > 0 em quase todo ponto e (x) — +oo com x — too, respectivamente,

pru(f) = Sup (1+ |op(x f € Sy(R™)

=

onde N pode tomar qualquer valor em Z; .

entao a aplicacao
Qy : S(R) — Sy(R)

¢ uma 1sometria linear.

Corolario 2.3. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Seja ¢ uma fungio suave
com ' (x) > 0 em quase todos os pontos e (x) — oo com x — +00 respectivamente.

Para qualquer p € [0,1) o espago Schwartz Sy(R) € denso no espago LP(R, di)).

Observagao 2.1. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Também esta claro que
o0 espago das fungoes teste em R estd contido no espago S(R) em relagio a qualquer fungao

bijetiva suave 1.

Teorema 2.10. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Seja v uma fung¢io suave
com ' > 0 em quase todo ponto e ¥(xr) — Lo com x — Lo respectivamente. A

transformada de Fourier com relagio a ¢ é um isomorfismo linear de Sy(R) em S(R).
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Definigao 2.8. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Seja ¢ uma fungio suave
com )" > 0 em quase todo ponto e p(x) — 00 com x — +00 respectivamente. A convolugdo

W-Fourier para as fungées f e g no espaco L' (R, dip) é definida por

) = (2 9)(0) = [ 1 00) — )t W)y

Proposicao 2.4. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Para qualquer f,g €
LY(R, dv)), temos

frog=0Qu((Qy'f)*(Q3'9))
onde € o operador de convolucao usual do tipo Fourier. Em outras palavras, tratando e .

como operacoes bindrias em pares de fungoes, temos
b =(Qy)o(x) o (Qy", Q")

Proposigao 2.5. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b)(Desigualdade de Young).
11 1

Sep,q,re[l,0] com =+~ =—+1¢e feLP(R,dy), entio fge L"(R,di) com
p q T

1S * gllzr®av) < [ ]lze@av) 9] e @ av) -
Proposicao 2.6. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b)(Teorema da convolugao

de Fourier). A transformada de Fourier em rela¢io a1 transforma a convolugao em relagio
a v em multiplicagdo

Fu(f *p 9) = (Fuf)(Fug)
para f,ge L*(R, dv).

2.2.2.2. Para caso n-dimensional

Definicao 2.9. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Sejamn e N et : R" — R"
uma fungdo bijetora cujo a derivada parcial de primeira ordem existe em quase todo ponto.
A transformada de Fourier n-dimensional com respeito a v, de uma fungio f : R" — R"
ou R" — C" tal que a integral exista, e definida por

Foll0) = o | e @) Tv(a)
onde k € R" é uma varidvel do dominio de Fourier, e |Ji| é o determinante jacobiano

para a fungdo 1.

Proposicao 2.7. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) A transformada de
Fourier n-dimensional com relagio a uma funcao estd relacionada a transformada de

Fourier cldssica pela sequinte relacao entre os operadores
Fyp=Fo qul, (2.13)

onde Q. € o operador de composi¢io d direita com 1), conforme definido em Eq.(2.12),

mas desta vez atuando no espaco de fungoes definido em R.
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Proposicao 2.8. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b)A transformada inversa

de Fourier em n-dimensao com relagdo a v € dada por

[f;lg](m) = (273)”/2 fRn eik‘w(w)g(k)dk;

em outras palavras, temos que g = Fyf se, e somente se, f = .7-"1;19.

Teorema 2.11. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) A transformada de Fourier

em n-dimensdo com relagio a 1) é um operador limitado de L*(R,dy) em L*(R™).

Defini¢do 2.10. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021a) Seja ¢ : A — A uma
bijecao tal que todas as derivadas parciais de primeira ordem existem, a.e. em todos 0s

lugares em A. O Laplaciano fraciondrio n-dimensional em relagdo a v de f € definido por

/(&)
(&)™

(=)l 1(6) = CuaaPV- | - é(fl; ) de,  (2.14)

onde 0 <a<2,&eR"e
0211 (252)
720 (1 —«/2)

Chaje = (2.15)

Pode-se ver que <—ARn)§(£l) estd bem definido em Z(A, dip) n Cll(A) e na
Definicao 2.10 que é nao-local. Mesmo f ¢é identicamente zero em uma vizinhanca de um

ponto &, (—ARH)E(&) f(+) ainda nao desapareceu.

Um caso especial, do Laplaciano fracionario generalizado, é quando escolhemos

a fungao ¥(&1) = & na Eq.(2.15), e obtemos o Laplaciano fracionério cléssico.

Proposigao 2.9. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Seja ¢ : R" — R"™ uma
fungdo com Definicao 2.9 e com Q. definido em Eq.(2.12) como a operagio de composicio
com . Para qualquer p € [1,0), a aplica¢io

Qy : LP(R) — LP(R, dp)

¢ uma isometria linear. Para p = 2 especificamente, esta aplicacdo também é uma isometria
entre o produto dos espagos internos (-, ), no espago ponderado L? ¢ definida de forma

natural por

e = | fl@)g(x)|Je(x)|de
R’I’L
e a conjugacao complexa pode ser ignorada se assumirmos funcoes de valores reais f e g.

Teorema 2.12. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) (Teorema de Plancherel
n-dimensional) Se f e L'(R",dy)) n L*(R,dw)) entdo Fuf € L*(R") e

[ Fofllz2@ny = [1f Il L2®n,ay)-

Mais genericamente, se f,ge L*(R™, dy)) n L*(R", dv), entdo

(Fuof, Fug) = {fs 9y
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Corolério 2.4. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) A transformada de Fourier
com relagdo a v pode ser estendida continuamente para uma isometria do espaco L*(R, dv)

ao espagco L*(R).

Definigao 2.11. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Seja 1 : R — R uma
fungdo como na Definicao 2.9. A ¢ convolucdo tipo Fourier de duas fungoes f e g no
espaco L*(R™, dvp) é definida a sequir

M) = (f *y 9)(®) = . F@™ (W(@) = v (Y)g(y)| Ty (y)ldy.

Proposicao 2.10. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) Para qualquer f,g €
LY(R™, dvp) temos

fro9=Qu((Q, ) (Qy,'9))
onde € o operador de convolucao usual do tipo Fourier. Em outras palavras, tratando e .

como operagoes bindrias em pares de fungoes, temos
b =(Qy)o(x) o (Qy", Q")

Proposicao 2.11. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) (Desigualdade de
1 1 1
Young). Se p,q,r € [1,0] com —+ - = —+ 1, e f € LP(R",dyp) e g € LIR", dy)
q r
entdo f =y g € L"(R", dy)

1f 2 gllor @)y < ||fllzo@n,aw)llgllLo@n ay)-

Proposigao 2.12. (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b) (Teorema da convolugao
de Fourier). A transformada de Fourier em rela¢do a v transforma a convolugao em relagio
a v em multiplicagdo

F(f =g) = (Fpf)(Fpg)-

Defini¢ao 2.12. Para a fungio f € Fy(R), ¥'(t) > 0 a transformada de Fourier fracio-

naria de ordem o(0 < o < 1), em relagao das fungoes definidas por

Faw(f(t) = Fau(w) = fo Cap(t)(w, (1)) ()Y (t)dt, weR (2.16)

onde
—ilw| & p(t)
€ , W < 07
Cau(t) (W, Y(t)) = (2.17)

9

A transformada de Fourier fraciondria %, em relagio a fungdo também pode

ser definida por

Fau(f1) = Foplw) = fo eiSignl“’l%d’(t)f(t)w’(t)dt, 0<a<l. (2.18)
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Proposicao 2.13. A transformada de Fourier fraciondria em relacao a uma funcao estd

relacionada a relagdo do operador da transformada de Fourier fracionaria

)

Fayp = Fo O Q;l (2.19)
onde Q, € o operador de composicio correta com v, definido como Q, = fo1 = f(¢(t)).

Teorema 2.13. Se f € Fy(R),¢'(t) > 0 entdo a relagao entre a transformada de Fourier
fraciondria em relagdo a uma fungdo e a transformada de Fourier em relagdo a uma funcdao
¢ dada por

Fau(1)w) = F4(f)(sign(w)|w|), (2:20)

ondewelR e <a<l.

Teorema 2.14. Seja %, a transformada de Fourier fraciondria em relagdo a fungao,
entao
Tl Faulf(1) = F(1), LR, (2.21)

)

2.3. Laplaciano Fracionario

As equagoes diferenciais parciais (EDP’s) sao ditas como um dos maiores e mais
importantes campos da matematica, cujo seus problemas e tépicos estudados sao utilizados
em questoes que vao desde resultados matematicos abstratos até aplicagoes fisicas diretas.
Um dos operadores mais comumente usados em equagoes diferenciais parciais, é o operador
de Laplace ou Laplaciano, que se cruza com andlises complexas, teoria de coomologia,
gravitagao, eletromagnetismo e modelagem de difusao, este sendo objeto de estudo desta
presente dissertagao (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b).

Equagoes diferenciais fracionarias sao frequentemente usadas para descrever
sistemas com comportamentos nao locais. Alguns dos métodos estabelecidos usados para
equagoes diferenciais classicas podem ser estendidos, com modificagoes, para o ajuste
fracionario. Um operador importante para propor equagoes diferenciais parciais fracionarias
(EDPF’s) é o Laplaciano fracionario (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b).

Fernandez (2021) (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b), investigou o
conceito de operador fracionario laplaciano em relagdo a uma funcao. No mesmo artigo
demonstrou que existe uma conexao proxima com o conceito de transformada de Fourier
em relacao a uma funcgao. Acontece que grande parte da analise funcional de tais operadores

pode ocorrer em espacos L” ponderados.

Primeiramente, temos 0 < s < 1 e a = 2s. Rotula-se a ordem do Laplaciano
fraciondrio e operadores relacionados como s ou «/2, sendo n € N dimensdo do dominio e

com configuragao R".
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Definigoes padroes de espago de uma funcao para R". Para qualquer p € [1, o),
o espago L é definido por (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b)

fa@)Pie <.

n

LP(R") := {f :R" — R mensurdvel tal quef

Para p = oo temos a seguinte defini¢ao

L*R") := {f :R" - R mensurdvel tal que sup |f(x)] < oo} .

xzeR"™

Os espagos LP podem ser ponderados alterando a medida de integracao. Qual-

quer funcao mensuravel em g : R" — R resulta no espaco ponderado L seguinte

LP(R", gdx := {f :R" - R mensurdvel tal queJ |f(x)[Pg(z)d < oo} )

n

O espago Schwartz S(R™) é o espago para fungoes suaves e com decrescimento

rapido, ou seja,

xeR™

SR") := {f e C*(R™)tal quesup|x®d' f(x| < o para todo multi-indice k,l e N”} .

A topologia nestes espacos podem ser definidos pelas seguintes semi-normas:

px(f) = sup(L+ |z > | f ()], f € SR™).

xeR™ Ik|<N

Onde N Pode assumir qualquer valor em Zg . Os espagos LP e Schwartz for-
mam um cenario natural para o Laplaciano Fracionario e seus operadores relacionados.
(FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b). Para nos dar uma defini¢ao rigorosa do
Laplaciano Fracionario por meio da integral do valor principal, usaremos o espago de

funcdo para 0 < s <leneN

LYR™) :={ f: R" — R mensurdvel tal que f m—m”dw <y
wn (14 [a]) 28

Para f e LY(R"™) e e > 0 defini-se

(—A)f(z) = C, j @) =) e

€ _ n+2s
{yeR":|x—y|>€} |£C y|

onde C, s é uma constante de normalizagdo. O Laplaciano Fraciondrio (—A)® é entao

definido pela integral singular

Ay f@) = Cpv. [ LB IV g Ay @), weRr (2.22)

Rn |w — |n+25 €l0

Desde que o limite da funcao exista pra x € R".
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A constante C,, , é escolhida para que a relacio de Fourier (—A)? fk = |k|°“f(k)
vale para todo f € S(R", onde k € R é varidvel do dominio de de Fourier. A normalizacao
explicita para a constante C, s ¢ dada por (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b)

250 (s+ % o207 [(22R)

On,s = Cn,a/Q = ﬂ_n/QJ_,(l — S) = 7{_”/2]_,(1 _ %) . (223)

Ressalta-se que o Laplaciano Fraciondrio pode ser realizado pelo inverso do
potencial de Riesz. O potencial de Riesz de ordem a € (0,n) que denotamos por J,, ¢ um

operador pseudo-fracionario com multiplicador de Fourier k — |k|™%, ou seja, para todo
u € S(R™) nés temos (FERNANDEZ; RESTREPO; DJIDA, 2021b)

Jou = C"’“J %dy, reR"
e [T —y|"m

onde C,, ¢ ¢ dada em Eq.(2.23).

2.4. Simetrias de Lie e propriedades

Nesta sessao, apresentaremos os grupo de transformacoes de pontos de Lie e

suas principais defini¢oes e propriedades que foram utilizadas no decorrer da dissertacao.

Definicao 2.13. (BLUMAN, 2010) Seja D < R™ um subconjunto aberto, nio-vazio, conezo.
O conjunto de transformacoes x* = X (w;¢€) definido para cada x = (2',2°%,...,2™) € D,

dependendo de um parametro e € S < R e munido de uma lei de composicao de parametros
p:SxS—>8

forma um grupo de transformacao em D se:

1. Para cada parametro € em S as transformacoes sao injetivas em D, em particular

x* pertence a D;
2. O par (S, @) forma um grupo G;
3. Se € denota o elemento neutro de G, entio, para todo x € D, temos * = X (z;€) = x;
4. Sex* = X(z;¢€) ex™ = X(2%;6), entao, 2™ = X (x; ¢(€, 9)).

Definigao 2.14. (BLUMAN, 2010) Um grupo de transformagées define um grupo de
pontos de Lie (GTPL) a I-parametro se adicionarmos ds propriedades anteriores as

sequintes:

1. € é um parametro continuo, isto €, S € um intervalo de R. Sem perda de generalidade,

€ = 0 corresponde ao elemento identidade;
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2. X € infinitamente diferencidvel com respeito a x € D e é uma funcao analitica de
€esS;

3. ¢(€,0) € uma fung¢io analitica de € e §, para todo €,0 € S.
Para as transformacoes infinitesimais, considere o grupo de Lie a 1-parametro
¥ = X(x;¢), (2.24)

com identidade € = 0 e lei de composi¢io ¢. Fazendo a expansdo de (2.24) em série de

Taylor em torno de € = 0, temos

¥ =x+e€ <6Xé::’6)) » + O(e?)
=1+ ef(x) + O(?), (2.25)
onde OX (-
£(z) = (éf@> . (2.26)
A transformacao
x> x + () (2.27)

¢ chamada de transformagdo infinitesimal do (GTPL) (2.24), sendo &(x) = (€'(x), ..., £"(x)).

Lema 2.3. (BLUMAN, 2010) Seja z* = X (x;€) um grupo de transformagoes de pontos

de Lie. Entao, vale a sequinte igualdade
X(z;e+ Ae) = X(X(25€); 0(e7, e + Ae)), (2.28)

onde e ! e Ae denotam, respectivamente, o elemento inverso de € e um pequeno incremento

em e€.

Teorema 2.15. (BLUMAN, 2010) (Primeiro Teorema Fundamental de Lie). Eziste uma
parametrizagio 7(€) tal que a transformagdao do grupo de Lie (2.24) é equivalente d solug¢do
de um problema de valor inicial (PVI) para o sistema de equagoes diferenciais de primeira
ordem

dz* .
i Cai)

(2.29)

*
¥ |m0 = 2.
Em particular

7(€) = JEF(E')de’ (2.30)

onde

(2.31)
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Defini¢ao 2.15. (BLUMAN, 2010) O operador diferencial

0
orxt’

X =X(z) =&(2).V = &(x) (2.32)

onde V € o operador gradiente

J 0 0
V= (ax FrIls a) (2.33)
que € chamado de gerador infinitesimal do (GTPL) (2.24).

Teorema 2.16. (BLUMAN, 2010) O (GTPL) a I1-parametro pode ser escrito da sequinte

maneira:

2 2 0k
o= eXp =z +eXo+ X% 4. = [1+eX + S x?q r = Z C Xhy (2.34)
2 2 i

onde o operador X € definido por (2.24) e o operador XF = XX E=1,2, .., sendo
XF(z) = F(z) para qualquer fungio diferencidvel F(x).

Coroléario 2.5. (BLUMAN, 2010) Se F(z) é uma fungdo infinitamente diferencidvel, entao,
para o (GTPL) (2.24) com gerador infinitesimal (2.32), temos F(x*) = F(e“*z = X F(x).

Defini¢ao 2.16. (BLUMAN, 2010) Uma fun¢do infinitamente diferencidvel F(x) é uma
fungao invariante do (GTPL) (2.24) se, e somente se,

F(z*) = F(x). (2.35)

Se F(z) é uma fungao invariante por (2.24), entdo, F(x) é chamada um invariante de

(2.24) e € dita ser invariante por (2.24).

Teorema 2.17. (BLUMAN, 2010) Uma fung¢ao F(x) é invariante sob um (GTPL) (2.24)
se, e somente se,

XF(z) =0. (2.36)
F(z*) = F(z) + ¢ (2.37)
XF(z)=1. (2.38)
F(z*) = F(z) + ¢ (2.39)

XF(z) = 1. (2.40)
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Defini¢ao 2.17. (BLUMAN, 2010) Um ponto x e uma superficie F(x) = 0 sao ditos
invariantes pelo (GTPL) (2.24) se, e somente se, x* = x sob (2.24) e F(z*) = 0 quando
F(z) =0.

Definicao 2.18. (BLUMAN, 2010) Uma curva F(x,y) = 0 é uma curva invariante por
um (GTPL)

¥ = X(z,y;€) = 2+ &(z,y) + O(?), (2.41)
y* =Y(z,y;€) = y + enlz,y) + O(e?), (2.42)

com o gerador infinitesimal

0 0
ng(x,y)%-f—?’/(l‘,y)afy, (243)

se, e somente se, X F(x,y) =0 quando F(z,y) = 0.

Teorema 2.20. (BLUMAN, 2010) Uma superficie escrita na forma F(x) = x"
f(z', .., 2" 1) =0, é uma superficie invariante sob (2.24) se, e somente se, X F(x) = 0
quando F(x) = 0.

Definigao 2.19. (BLUMAN, 2010) A familia de superficies w(z) = ¢, onde ¢ é uma
constante, é uma familia de superficie invariantes sob (2.24) se, e somente se, w(z*) = c*

quando w(x) = ¢, onde ¢ e ¢* sao constantes.

Definigao 2.20. (BLUMAN, 2010) A familia de superficie w(z,y) = ¢, onde ¢ € uma
constante, € uma familia de superficies invariante sob (2.41), (2.42) se, e somente se,

w(z*, y*) = ¢* quando w(x,y) = ¢, onde ¢ e ¢* sao constantes.

Teorema 2.21. (BLUMAN, 2010)

1. Uma familia de superficies w(x) = ¢ € invariante sob a ag¢do de (2.24) se, e somente

se, Xw = 2(w) para alguma fungio 2(w) e C*.

2. Uma familia de curva w(x,y) = ¢ é uma familia de superficies invariantes para
(2.41), (2.42) se, e somente se,

ow ow

Xw=¢(@,y) -+ 77(9:7?;)@ = 2(w), (2.44)

para alguma fung¢io 2(w) € C™.
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3 Equacao de Difusao nao-linear

A difusdo é um fenémeno natural presente em diversos problemas fisicos, por
exemplo, em um sistema qualquer, o movimento aleatério das particulas sob determinadas
condicdes iniciais, busca o equilibrio. Uma vez introduzido o conceito de difusao, surge
algumas questoes fundamentais: o que é difusao? Qual a sua importancia para as engenha-
rias? As repostas para estas perguntas sao respondidas através de problemas discutidos
em diversas areas do conhecimento, desde problemas oriundos da biologia, até problemas
de medicina (sedimentagao de eritricitos), engenharias, quimica, fisica, dentre outras.
Destacamos, o primeiro e interessante trabalho sobre difusdo anémala realizado por Lewis
Fry Richardson em 1926 (TATEISHI, 2010). Neste capitulo, estamos interessados em
realizar uma abordagem sobre o fendmeno da difusao nao linear, por meio de um rapido

contexto histérico, formalismo matematico e suas equacoes.

3.1. Contexto Histérico

Ao longo dos anos o nimero de estudiosos que deram sua contribuigao para o
estudo da difusao sdo inimeros, desde fisicos, matematicos, bidlogos e até médicos. Dentre
eles podemos citar alguns nomes importantes que tem suas contribuicoes descritas neste
trabalho, como Jean Josph Baptiste Fourier (1768-1830), Thomas Graham(1805-1869),
Adolph Eugen Fick (1852-1937) e Lewis Fry Richardson (1851-1953) (PEREIRA, 2018;
VIEIRA, 2015).

3.1.1. Joseph Baptiste Fourier (1768-1830)

J. B. Fourier possui contribui¢oes notaveis a ciéncia como a série de Fourier, os
coeficientes de Fourier, andlise de Fourier e, também, a transformada de Fourier, que possui
uma gama de aplicabilidades, incluindo sua aplicagao impar nas resolugoes de equagoes
diferenciais parciais (DUFRESNE, 2006). Porém, dentre esta gama de contribui¢oes, uma
das mais importantes foi no campo da fisica com o estudo da propagacao de calor nos
solidos, descrito em sua obra Théorie de la Propagation de la Chaleur dans les Solides
("Teoria da Propagacao de Calor em Solidos")(1807) (VIEIRA, 2015).

3.1.2. Thomas Graham (1805-1869)

Thomas Graham um quimico, foi o primeiro a realizar um estudo organizado
e sistematico sobre a difusao. O autor conceituou a dialise em 1854, definindo como um

método de separacao por difusdo através de uma membrana, ou seja, fendmeno da retencao
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de substancias de peso maior por membranas semipermeaveis, enquanto substancias de
peso menor tém livre passagem (TATEISHI, 2010). Sua pesquisa sobre a difusdo dos gases
ocorreu entres anos de 1828 a 1833 e publicados na Philosophical Magazine em 1833. A
lei de Graham afirma que "os volumes de troca gasosa sdo inversamente proporcionais a
raiz quadrada de suas massas. Combinada com a constante de Avogadro, esta lei permite
a determinacao das massas molares (em linguagem moderna)", ou seja, a velocidade de
difusdo dos gases, sob as mesmas condi¢oes de temperatura e pressao, sdo inversamente

proporcionais as raizes quadradas de suas densidades, isto é (PEREIRA, 2018)

Vi ds
=, /=2 1
‘72 d17 (3 )

onde V] e V5 sao as velocidades dos gases 1 e 2, respectivamente, e d; e dy as densidades dos
gases 1 e 2, respectivamente. Graham proporcionou, com este trabalho, a primeira medi¢ao
confidavel que permitiu a determinacao de coeficientes de difusdo. Em decorréncia disso,
varios pesquisadores posteriores como Adolf Eugen Fick (1821-1901), que falaremos sobre
o seu trabalho no préximo tépico, e Maxweell (1831-1879) que calculou os coeficientes de
difusio em gases a partir dos resultados numéricos de Graham (GONZALEZ, 2006).

Graham realizou diversos experimentos de difusdo em liquidos e observou que
a difusao em liquidos é trés ordens de grandeza menor do que em gases e que a taxa de
difusdo diminui com o aumento do tempo (GONZALEZ, 2006).

3.1.3. Adolf Eugen Fick (1852-1937)

Adolf Fick, foi um renomado fisiologista e oftalmologista alemao, mas suas
contribuigoes nao se limitam ao campo da medicina, pois possui uma grande contribuicao
no campo da fisica, tendo leis fundamentais em seu nome. Seu trabalho na fisica teve grande
influéncia de Graham e a difusao de sais em agua. Fick faz analogias no sistema de difusao
de sais em agua a partir das teorias de Fourier sobre a condutividade de calor e da teoria
de Ohm sobre a condutividade elétrica (VIEIRA, 2015). Ressaltemos que Fick realizou
seus experimentos sobre condi¢oes ideais, ou seja, desprezando os efeitos da gravidade e
considerando um recipiente vertical de forma arbitraria com solucao salina (TATEISHI,
2010). Em Tateishi (2010) temos a descrigao da lei de Fick: "Sendo y a concentragao
inicial da solucao salina situada em uma camada entre dois planos horizontais x e x + dx,
com y = y(z). A limitagdo por ele feita é que a fungdo y deve diminuir conforme x
aumenta, ou seja, cada camada superior deve ser menos concentrada do que todas as
subjacentes. Entao a partir da camada entre = e z + dx (com concentragao y), durante

um elemento de tempo dt, passara para a camada imediatamente adjacente, z + dx e
d d
x + 2dz, <com concentragao y + dydx) uma quantidade de sal —de—ydt, na qual Q) é
x x
a superficie através da qual ocorre a difusao e k£ é uma constante que Fick define como

sendo dependente da natureza das substancias. Ele também ressalta que é evidente que
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um volume de agua igual ao de sal passa simultaneamente da camada superior para a

inferior". Este ¢ o enunciado da lei de Fick que também podemos escrever como:

1 Lei de Fick: a taxa de difusdo para espécies quimicos em uma solugcao
aumenta com a diferenca na concentracao entre duas regioes adjacentes. Fssa diferenca
atua como uma forca motriz para o movimento espontaneo das particulas do soluto em

dire¢io da regiao de menor concentra¢io (TATEISHI, 2010).

Usando o modelo matematico desenvolvido por Fourier para a condugao do
calor, Fick, a partir da lei fundamental para a difusao citada acima, obteve a seguinte
equacgao diferencial, (segundo as anotagoes do préprio Fick em seu artigo) quando a segao
@ do recipiente é uma fungao da altura do mesmo acima do fundo (TATEISHI, 2010),

(S L)
ot d0x2  Qdrdr )’

Sendo assim enunciada o 2° Lei de Fick (TATEISHI, 2010).

(3.2)

Para Q) contante (recipiente cilindrico ou prismdtico), a equagdo fica simplifi-

cada,
0y _ 0%

5t = e (3.3)

3.1.4. Lewis Fry Richardson(1851-1953)

L. F ichardson realizou trabalhos em diversas areas (dindmica dos fluidos, em
meteorologia e em andlises numéricas, difusdo turbulenta etc), e teve papel fundamental
na ciéncia. Richardson introduziu varias das ideias nas quais se baseia a meteorologia

moderna (VULPIANI, 2014).

Além da meteorologia, outra grande contribuicao é o estudo da difusao anémala,
estudo no qual ele mostrou "que a distancia entre pares de particulas transportadas por
um campo de velocidade (por exemplo, o vento) é uma varidvel ndo gaussiana com
grandes desvios do valor médio. Este ¢ um problema chave em muitas aplicagoes, por
exemplo, a propagagao de um agente poluente no mar ou de uma nuvem de poeira na
atmosfera'(VULPIANI, 2014).

Usando a lei de Fick,

5y 5%y
ot~ Mo
onde y a concentracao do nimero de particulas por comprimento, deduz que a mesma nao

¢ adequada para descrever a difusao turbulenta. Lewis, reescreveu a equagao considerando
numero de vizinhos por comprimento, ¢, como fun¢ao da distancia [ entre eles, obtendo
a equacao que ele denominou de "Non-Fickian Diffusion’, ou seja, equacao da difusao
"Nao-Fickiana"(TATEISHI, 2010):

0 0 0
aP(l,t) == (D(l)alP(l»t)) : (3.4)
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Sendo os estudos de Richardson o marco inicial pra difusao turbulenta, onde diversos

pesquisadores experimentais e tedricos realizaram estudos nas areas (PEREIRA, 2018).

3.2. Difusao Anomala

A difusdo andmala ou nao linear caracteriza-se pelo crescimento nao linear da
variancia no decorrer do tempo, ou seja, variagdo no crescimento linear do deslocamento
quadrético médio (PEREIRA, 2018). O estudo da difusdo anémala iniciou com L. F.
Richardson e seu estudo da difusao turbulenta, tema publicado em seu artigo intitulado:
Atmospheric Diffusion shown on a Distance Neighbour Graph (1926) (TATEISHI, 2010).

Processos difusivos nao lineares tem diversas aplica¢oes nas mais diversas
areas, dentre as quais podemos citar algumas: difus@o em plasma ou ambipolar, difusao e
fluidos turbulentos, transporte dos fluidos em meio poroso, difusdao em fractais, andlise de
histogramas de batidas do coracao em individuos saudaveis, entres outros sistemas fisicos
(CONZALEZ, 2006).

O comportamento andémalo tem por descrigao um desvio no crescimento da vari-
dncia. Podemos escrever este comportamento em forma de uma lei de poténcia (PEREIRA,
2018):

{(Az)?) oc tP.

Podemos classificar a difusao anémala de acordo com o expoente 3, sendo assim

0 processo pode ser:

= sub-difusivo, se B < 1. Em processo sub-difusivo a mobilidade é menor que na difusao

usual.
s difusdo normal ou padrao quando 3 = 1.

» super-difusivo para > 1, onde a mobilidade é maior que a difusdo normal.

A difusdo anomala possui em seu sistema diversas caracteristicas, por exemplo,
pode nao ter uma varidncia finita que é a do tipo Lévy, mas também pode apresentar um
segundo momento finito, onde podemos citar a descricdo dos transportes no meio poroso
(PEREIRA, 2018).

Sabemos que a principal caracteristica da difusao andmala é o crescimento nao
linear no tempo do deslocamento quadratico médio. Para descrever esse tipo de difusao

vamos utilizar como modelagem as derivadas fracionarias na equacao de difusao usual.
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3.3. Equacao da Difusao em Meio Poroso

A equagao do meio poroso, segundo Vasquez (2007) é dada por

jtu(x,t) = A(u"(x,t)), m>1

0 ) . . - - - .
%u(a:, t) é a derivada parcial da fungao u(x,t), sendo uma funcao escalar nao negativa
do espaco = € R? e tempo t € R, a dimensdo do espaco é d > 1 e m > 1 é uma constante,
A = A, é o operador de Laplace atuando nas variaveis de espago. Esta equagao é um dos
exemplos mais simples de equacao de evolucao nao linear do tipo parabdlica. Sendo que

sua aparicao é recorrente nas descri¢oes de diferentes fené6menos naturais (VAZQUEZ,
2007).

E grande o nimero de aplicacdes fisicas em que este modelo simples surge de
forma natural, principalmente para descrever processos envolvendo escoamento de fluidos,
transferéncia de calor ou difusao. Outras importantes aplicacoes surgem a partir desta
equagao como a equagao do fluxo de gds através do meio poroso (Equacao de Darcy-
Lubenzon-Muskai), modelo de transferéncia de calor nao linear (Equagao de Zeinovich-
Raizer), fluxo de dguas subterrdneas (modelo de Boussinesq), dentre outras (VAZQUEZ,
2007). Podemos citar também mais aplicagoes que foram propostas nas areas da biologia
matematica, propagacao de fluidos viscosos, teoria da camada limite e outros campos
(VAZQUEZ, 2007).

3.3.1. Fluxo de Gas através de um meio poroso

A equacao do meio poroso foi batizada desta forma devido ao seu uso na
descricao do fluxo de um gas ideal em um meio poroso homogéneo, que de acordo com o
Leibenzon e Muskat, tal fluxo pode ser formulado a partir de uma visao macroscépica em
termos da densidade das variaveis, representada por p; pressao, dada por p, e a velocidade,
representada por V', todas fungoes do espaco x e do tempo t. Essas grandezas estao
relacionadas pelas seguintes leis: (VAZQUEZ, 2007).

» Balanco de massa, também chamado de equacao da continuidade na mecanica dos
fluidos,
epr + V.(pV) =0 (3.5)

onde p € (0, 1) representa a porosidade do meio e V é o operador de divergéncia.

= Lei de Darcy, uma lei empirica formulada em 1856 pelo engenheiro francés H. Darcy,

que descreve a dindmica de escoamentos através de meios porosos (VAZQUEZ, 2007)

pV = —KVp. (3.6)
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s Fquacao de estado perfeito, para gases perfeitos:

p = pop’ (3.7)

onde v é chamado de expoente politropico, onde pode assumir dois valores. Para v = 1

temos processos isotérmicos e para valores de v > 1 temos processos adiabaticos

(VAZQUEZ, 2007).

Os pardmetros p (viscosidade do fluido), € (porosidade, k permeabilidade do
meio e py (pressao de referéncia) sdo consideradas constantes positivas. Assim podemos

reduzir as equagoes (3.5) e (3.7) a forma:

com o expoente m = 1+~
pkpo
c= ——71—. 3.9
(v + Dep (39)

Assim a constante ¢ pode escalonada, t = ct deixando assim como uma equacao do meio
poroso (VAZQUEZ, 2007).

Para os meios nao homogéneos, considerando escoamentos onde €, i1, k ndo sao

constantes, mas sim fungdes do espago ou/e do tempo, temos: (VAZQUEZ, 2007)
€(z,t)0u =V - (c(z,t)Vu™) (3.10)
onde € e ¢ fungoes positivas.

A equagao da filtragem é obtida quando assumimos que a lei de estado néao é
do tipo poténcia, mas do tipo p = p(p), como acontece em gases barotropicos em geral, e

também que k£ e u podem depender de p, assim a equagao final para densidade fica:
o = AB(p) + f, (3.11)

onde @ é uma funcdo mondtono crescente de p < 0. Assim temos a equagao da filtragem

ou equagao do meio poroso generalizado (VAZQUEZ7 2007).

3.3.2. Transferéncia de Calor Nao Linear

Uma importante aplicacao esta na teoria da propagacao de calor com conduti-
vidade térmica dependente da temperatura. A descrigdo geral para tal processo, assume a

forma

cpaaf = div(kVT), (3.12)

onde T' é a temperatura, ¢ o calor especifico (a pressao constante), p a densidade do meio
e k a condutividade. Em principio as grandezas sdo funcées de z € R? e t € R. Para as
variagoes de ¢, p e k despreziveis obtendo assim a cléssica equacao do calor (VAZQUEZ,
2007).
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s Para coeficientes varidveis correspondente da constante ¢ e p, e a varidvel k uma

fungao da temperatura k = ¢(T). Entao reescrevemos a Eq.(4.4) da sequinte maneira
o.T = A®(T), (3.13)

e a funcao constitutiva de @ é dada por
1 T
O(T) = J k(s)ds (3.14)
cp Jo

(transformada de Kirchhoff) (VAZQUEZ, 2007).

n Se cp € varidvel, cp = (T), isso introduz uma nova variavel T' pela formula

T’:!P(T):L b(s)ds (3.15)

obteremos a equacao para T

00(T) = AS(T). (3.16)

3.3.3. Fluxo de Calor Subterraneo

Outra aplicagao da equagdo do meio poroso em mecénica dos fluido (liquido)
trata-se da filtracdo de um fluido incompressiveis (na maioria das vezes, dgua) através
de um estrato poroso, principal problema na infiltracao de aguas subterraneas. Modelo

desenvolvido pro Boussinesq em 1903.

A equacao de Boussinesq é dada por (VAZQUEZ, 2007)

ht = k(hz)x:r: (317)

k
com a constante k = Q'OL Quando m = 2 temos a equacao fundamental na infiltracao de

mp
aguas subterrdneas. Uma vez calculado h(x,t) podemos calcular a pressao e logo apés a

velocidade pela lei de Darcy (VAZQUEZ, 2007).

A Eq.(3.17) é a equagao para em uma dimensao, generalizada em varias

dimensoes fica:
hi = kA(h?) (3.18)

sendo h a altura da camada.

A equagao assume a forma completa quando existe uma entrada de agua no
estrato poroso (recarga natural ou artificial), ou uma saida (sumidouros ou bombeamento).
Sendo escrita da seguinte forma (VAZQUEZ, 2007)

hy = kA(h?) + f (3.19)

onde f(z,z,t) é um reflexos desses efeitos como funcio fonte ou fungio absorvente (VAZ-
QUEZ, 2007).
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3.3.4. Dinamica Populacional

Outra aplicacdo muito interessante diz respeito a disseminagao de populagoes
biologicas. A lei mais simples de constituicdo de uma populacao de nica especie é escrita
da forma(VAZQUEZ, 2007)

o = div(kVu) + f(u) (3.20)

onde u representa a densidade ou concentracao da espécie, e o termo de reacao f(u),
representa a interagao simbidtica dentro da espécie. Segundo Gurtin e McCamy, quando
as populagoes se comportam a evitar aglomeracoes é razoavel assumir que a difusidade k
é uma fungao crescente de densidade populacional, sendo assim k = ¢(u) com ¢ crescente

(VAZQUEZ, 2007).

3.4. Combustao em meio poroso

Atualmente, a busca por uma melhor eficiéncia e reducao da poluicao para
qualquer sistema é uma meta em comum entre cientistas e ambientalistas. Pois os resultados
podem oferecer um grande impacto na economia e no estilo de vida das futuras geragoes.
Somos dependentes, e ainda dependeremos por muitos anos, dos combustiveis fésseis,
estes representam nossa maior matriz energética. Problemas que envolvem a combustao
de chamas pré-misturadas e nao pré-misturadas tem sido extensivamente estudados,
entretanto a questao poluicao e da eficiéncia precisam de mais esfor¢cos. A combustao
de combustiveis fésseis produz C'O, e nao existe nenhuma forma viavel de eliminar a
formacao deste no que diz respeito a combustao de hidrocarbonetos. A grande preocupacao
é a formagao de outros poluentes, como NO,, SO,, CO e UHC (hidrocarbonetos nao
queimados). A formacao destes produtos depende do tipo de combustivel e dos mecanismos
fisicos e quimicos da combustao. Diferentes estratégias foram desenvolvidas no controle da
poluicao, que podem ser classificadas em trés categorias: pré, durante e pés-combustao. O
tratamento do combustivel antes da combustao, como a lavagem com enxofre, é chamado
de pré-processamento. A remocao de poluentes dos gases de combustao, como o uso de
um conversor catalitico ou purificador, é chamada de pds-processamento. o controle da
polui¢ao em processo durante a combustao é o objeto de estudo deste capitulo. Assim, a

compreensao dos mecanismos de combustao pode levar ao controle e reducao da formacao

desses poluentes principalmente, NO,, CO e UHC (BEAR; CORAPCIOGLU, 2012).

A combustao em meios porosos vem a ser um meio alternativo para os
mecanismos fisicos e quimicos da combustao. Uma das mecénicas essenciais da formacao de
NO, é a térmica, e esta depende da temperatura da chama e da disponibilidade de oxigénio.
Portanto, controlar o processo fisico de combustao, evitando altas temperaturas, é essencial
para reduzir a formacao de NO,. Além disso, controlar o processo quimico da combustao

pela redistribuicao de oxigénio pode ajudar, ndo somente na reducao de formacao de NO,,
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como também a formacao de UHC e C'O. A formagao de UHC' e C'O esta relacionada
com a eficiéncia do processo de combustao. Portanto, para a eficiéncia da combustao deve
escolher entre a formacao de NO,, por um lado, e a formacao de CO e UHC, por outro.
A escolha final é minimizar a formacao de NO, (BEAR; CORAPCIOGLU, 2012).

A combustao em meios porosos oferece muitas vantagens sobre a combustao
em chama livre e supera a maioria das suas deficiéncias. Neste capitulo, o material poroso
definido, é como um material com vazios conectados, onde o fluxo pode penetrar facilmente
no meio. Para aplicagoes de combustao, o material poroso deve suportar altas temperaturas
e, portanto, alumina, ceramica, cordierita, carboneto de silicio e zirconio sao utilizados

para aplicagoes de combustao (BEAR; CORAPCIOGLU, 2012).

3.4.1. Caracteristicas da combustdo em meio poroso

Para aprofundar o entendimento podemos levantar a questao: o que torna
o material poroso especial na combustao? Para responder a esta questao, é necessario

listar caracteristicas tinicas da combustao em meios porosos que podem ser resumidas da

seguinte forma (BEAR; CORAPCIOGLU, 2012):

1. O fluxo se torna turbulento devido a pequenos vértices gerados por uma matriz
solida porosa, que aumenta o momento de transferéncia de calor e massa e estabiliza
a chama. Além disso, a area superficial por unidade de volume da matriz porosa
¢ muito grande, da ordem de 10*m ™. Isto resulta numa extensa transferéncia de

energia e momento entre fases fluida e sélida.

2. As propriedades termo-fisicas do meio poroso, como condutividade e capacidade
térmica, podem ser projetadas de acordo com a aplicacao. Por exemplo, aumentando
a temperatura e a condutividade do meio poroso, aumenta a condugao de calor das
zonas pré e pés-chama. Consequentemente, o NO, diminui devido a diminui¢ao da
temperatura da chama. Além disso, propriedades termo-fisicas direcionais, como
condutividade térmica, podem ser projetadas usando materiais anisotropicos, como

as fibras.

3. A transferéncia de calor radiativo dentro do meio poroso é muito maior que a dos
gases. Consequentemente, a transferéncia de calor aumenta dentro de um meio
poroso e reduz a temperatura da chama, ou seja, baixa formacao de NO,. Em
outras palavras, a transferéncia de calor pode ser gerenciada para uma operacao
mais eficiente do combustivel com menos polui¢do. Também propriedades radioativas

do material, podem ser gerenciadas para o melhor desempenho do queimador.

4. A queda de pressao, através de um meio poroso, pode ser controlada alterando a per-

meabilidade do material poroso. Na maioria das aplicagoes, meios porosos altamente
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permeaveis podem ser usados, onde a queda de pressao se torna insignificante.

5. O processo de adsorgao/dessor¢ao pode ocorrer nas superficies solidas, bem como

efeitos cataliticos, que dependem do tipo de material sélido.

3.4.2. Queimadores porosos

A maior parcela de contribuicao dos trabalhos realizados foi feita em queima-
dores de fluxo axial (planos), onde a mistura ar/combustivel inflamado em uma camada
porosa e a chama geralmente se estabiliza na saida. Portanto, o fluxo de radiacao na saida
do queimador é potencializado ao maximo. Tais queimadores sao amplamente estudado
em diferentes condigoes de operagoes, seja experimentalmente seja numericamente. Os
materiais mais usados sao a ceramica ou material metalico poroso, onde a combustao
ocorre nos poros da matriz sélida. A temperatura da superficie é de cerca de 1100°C'
e nao ¢ visivel a chama, indicando que a combustao ocorre logo abaixo da superficie
do queimador. Além disso, utiliza-se uma matriz porosa de camada dupla afim garantir
uma ampla gama de chama estavel; consequentemente, sao utilizadas duas camadas com
porosidades diferentes. Em geral, o material com baixa porosidade é usado para filtrar a
mistura combustivel/ar e a combustdo ocorre em um ambiente com alta porosidade entre
camadas. Portanto, as possibilidades de flashback sao reduzidas. Outro tipo de queimador
poroso é um queimador de fluxo radial. Este tipo de queimador oferece amplos limites de

estabilidade de chama e alta area superficial por unidade de volume.

3.4.3. Modelagem matematica

Temos trés configuragoes de queimadores porosos, os de placa plana, os cilin-
dricos e esféricos. No queimador de placa plana, o ar flui axialmente através de um duto
de area constante preenchido com um camada porosa de espessura L. Nos queimadores
cilindricos e esféricos, o ar flui radialmente através de uma matriz porosa anular. As
propriedades termofisicas do ar (densidade, condutividade térmica e calor especifico) sao
considerados fungoes da temperatura e concentracao de espécies. Normalmente, a queda de
pressao através do queimador poroso nao ¢ alta e seu efeito nas propriedades termofisicas
podem ser desprezados. Em geral, as propriedades da fase sélida podem ser assumidas
como constantes, e é considerado que existe um desequilibrio térmico entre o gas e a fase
solida. Consequentemente, existem duas equagoes de energia para modelar o transporte de
energia no sistema. O solido poroso presume-se que seja cinza e emita, absorva e espalhe
energia radiante. O transporte de calor radiante é aproximado pela equacao de difusdao. A

radiagdo gasosa é considerada insignificante em comparagao a radiacao sélida.
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Equacao da energia para a fase gasosa:

0 10
ot (¢pgcp9Tg+ o (pepgpgr™vTy) =

10 oT
L2 (gbkgr"arg) — (1= ) (T, —T.) + 6AHS;y.  (3.21)

Equacao da energia para a fase sélida:

E 1o (., 16073 0T,
a(pscsTs) = A (r [ks + 35 ] PR > —h(Ts —T — g), (3.22)

onde:

1. ¢ € a porosidade.

2. p é a densidade.

3. ¢, € o calor especifico.

4. T temperatura.

5. v significa a velocidade.

6. k a condutividade térmica.

7. h, coeficiente volumétrico de calor transferido.
8. AH,. entalpia de combustao.

9. St4 constante de Stefan Boltzmann.

10. o e B coeficientes de extingoes.

A equacao de conservacao para a fracdo massica do combustivel é dada por:
0 10 10 omy
_ + - n = —— TLD _— - S ; 3.23
o (pgmy) O (pgr"vmy) O (T ABPyg or ) fg ( )

onde my e Dyp sao a fracao massica de combustivel e o coeficiente de combustao, respec-
tivamente. Uma equagao cinética quimica do tipo Arrhenius de etapa tnica é adotada na

modelagem da combustao, ou seja, a seguinte equagao ¢ usada

E
Stq = fpimgmo,exp <RTg> : (3.24)

onde f, mo,, E, R e p referem-se ao fator pré-exponencial, fracao méassica de oxigénio,

energia de ativacao, constante de gas e densidade, respectivamente.



43

4 Calculo Fracionario

O célculo fracionério, surgiu a partir de uma troca de cartas entre L’Hopital

e Leibniz, na qual havia a seguinte pergunta: Qual o significado da derivada de ordem

D"y = EZ de uma fung¢do quando a ordem de derivagao for um niimero fracionario. No
caso, quando n = 1/2. Entao, Leibniz respondeu a essa pergunta simples mas ao mesmo
tempo complexa, que no futuro a resposta seria dada. Este é um aparente paradoxo do
qual um dia importantes aplicacoes serao obtidas. Tal acontecimento ocorreu no ano de
1695, que é entao considerado o ano de nascimento do calculo fracionario (CAMARGO;
CHIACCHIO; OLIVEIRA, 2008). No entanto, a histéria do calculo fracionario passou por
inimeras discussoes e até mesmo permaneceu sem muita atencao, por muitos anos desde
suas primeiras discussoes. Entao, em um congresso internacional em 1974, na cidade de
New Haven, o calculo fracionédrio torna-se exposto e se consolida em intimeras aplica¢oes

de diversas dreas, na matematica, na fisica, na biologia, na engenharia, entre outras.

Desde os primeiros passos até o presente momento,é possivel trabalhar com
calculo fracionério em diversos areas, desde aplicacoes até problemas tedricos. Ao longo dos
anos percebeu-se que o cédlculo fracionario pode ser considerado com um laboratoério para
fungoes especiais e transformadas integrais (MACHADO; KIRYAKOVA; MAINARDI,
2011). Seu inicio se deu apenas na area da matematica. Entretanto, Caputo aplicou o célculo
fraciondrio para solucionar problemas de viscoelasticidade e sismologia (CAMARGO;
CHIACCHIO; OLIVEIRA, 2008). A partir de entao, aplicou-se-o para descrever e modelar
fendmenos da natureza de forma mais precisa e refinada. Hoje o céalculo fracionario é
utilizado em diferentes areas de estudos, tendo contribuido para o conhecimento em areas
como economia, probabilidade, fisica, quimica, engenharia, mecanica dos fluidos, fenémenos

de transportes etc (CAMARGO; CHIACCHIO; OLIVEIRA, 2008).

Desde entao iniimeras defini¢oes sobre integrais e derivadas fracionarias vem
sendo introduzidas. Neste presente Capitulo, temos como objetivos apresentar um estudo
sobre a derivada fracionaria y-Riemann-Liouville, Caputo, Riesz e 1-Hilfer e abordar

propriedades importantes.

4.1. Integrais Fracionarias y-Riemann-Liouville

Define-se como integrais fracionarias de Riemann-Liouville com nticleo implicito
e singular através de uma classe de fungoes 1 (-) e de um pardmetro o onde é denotado
como a ordem da integral (PEREIRA, 2018). A partir da particular escolha da fungao

¥(+), é possivel obter uma ampla classe de possiveis casos particulares. No entanto, como é
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sabido, ao longo dos anos, surgiu um grande niimero de operadores fracionarios, sejam eles
diferencial ou integral. Surgindo assim uma restricao a certos problemas, pois os estudos

dos fendmenos naturais estao mais complexos e refinados.

Definigao 4.1. (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006) Sejam (a,b), (—o0 < a <
b < ) um intervalo finito ou infinito da reta real R e o > 0. Sejam 1(-) uma fungdao
crescente e mondtona positiva sobre (a,b], com a derivada continua ¢'(-) sobre (a,b). A
integral fraciondria a esquerda de uma fungao f de ordem «, com respeito a outra fung¢do

Y sobre |a,b] é dada por

a; _L ! / . T a—1 Ndr
110 = s | V@O - v (4.1)

A integral fraciondria 1-Riemann-Liouville a direita define-se de modo andlogo.

A partir da escolha da funcao ¢ (t) = t, obtemos a integral fracionaria de
Riemann-Liouville (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006).

Definigao 4.2. (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006) Seja [a,b] (w0 <a <b <
o) um intervalo finito sobre o eixo real R. A integral fraciondria Riemann-Liouville a
esquerda de ordem o com « > 0, é definida por

1

RLT> f(t) = F(oz)f (t—7)* " f(r)dr t > a. (4.2)

A integral Riemann-Liouville fracionaria a direita define-se de modo anélogo.

Com esta defini¢do podemos mostrar os casos particulares (KILBAS; SRIVAS-
TAVA; TRUJILLO, 2006):

Escolhendo a funcdo ¥(t) = t e a = —o0, substituindo ambas na Eq.(4.1),
temos a integral fraciondria de Liouville dada por (SOUSA, 2018)

30 = s | =

Agora, substituindo na Eq(4.1) a fun¢ao ¢(t) =t e a = &, temos a integral
fraciondria de Riemann dada por (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006)

1

RIE0) = o L (=) f(P)drt > €.

Por outro lado, escolhendo a funcao ¢ (t) = In(t) e substituindo em Eq.(4.1),
obtemos a integral fracionaria de Hadamard dada por (SOUSA, 2018)

Hpo () - F(la) L ti (lni) "

A seguir, vamos apresentar alguns Teoremas e Propriedades para a integral

fracionaria 1-Riemann-Liouville.
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4.1.1. Teoremas e propriedades

Propriedade 4.1. Sejam f,g € L'([a,b], R) tais que existam as integrais fraciondrias
ISV () e I8Yg()) coma>0. Se B, yeR com >0, v >0, entio

P (BF() + Ag(t)) = BIeL f(E) + M2 g(t). (4.3)
Demonstragio. Veja (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006). O]

Como listado anteriormente, temos os casos particulares:

1. Para (t) = t e substituindo na Eq.(4.3), temos a linearidade para a integral
fraciondria de Riemann-Liouville (SOUSA, 2018).

2. para Y(t) = In(t) e substituindo na Eq.(4.3), temos a linearidade para a integral
fraciondria de Hadamard (SOUSA, 2018).

3. Sequindo a escolha da fungao ¥ (t) € possivel obter a propriedade para sua respectiva
integral fraciondria (SOUSA, 2018).

Propriedade 4.2. (Semigrupo) Sejam I3 (\) e I7¥(-) integrais fraciondrias v-Riemann-

Liouville de ordem o e 3, com o> 0 e >0, assim
IEVITY f(t) = IEPISE f () = 15V f (1), (4.4)
Demonstracio. Veja (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006). O]

Alguns casos particulares da Propriedade 4.2.

» Substituindo (t) =t na Eq.(4.4), temos a propriedade de semigrupo para a integral
fraciondria de Riemann-Liouville (SOUSA; OLIVEIRA, 2018).

» Fscolhendo ¥(t) = t7 na Eq.(4.4) temos a propriedade de semigrupo para a integral
fraciondria de Katugampola (SOUSA; OLIVEIRA, 2018) .

» Podemos escolher outras fungoes 1(t) e assim obter a propriedade de semigrupo para
a sua respectiva integral fraciondria (SOUSA; OLIVEIRA, 2018).
Os teoremas que seguem adiante sao exemplos de como podemos desenvolver

a Eq.(4.1) e uma vasta classe de fungoes (SOUSA, 2018).

Teorema 4.1. Sejam f(t) € L'((a,0)R) e ¥(t) uma funcio crescente e monétona positiva

tal que exista o operador I&Y f(t) com a >0 e t > a, entdo

L) ()] = eI f (1) — Ll F ().
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Demonstragao. Considere o produto de fungoes dada por (1) f(7) = [¢(t) — (¥(t) —
¥(7))]f (7). Substituindo na integral fracionaria de Riemann-Liouville Eq.(4.1), temos

o —Lt’T — (TN () fF()]dr
L) f(6)] = F<Q)L¢( )W (t) = (7)) [(r) f(7)]d

1 ¢ , a—1
o) V(1) ((t) — (7)) () f(T)dT
1

~ T ). Y OWE v @) - e (dr
= (OIS f(t) — oL f(1).

]

O préximo passo, € calcular a transformada de Laplace da integral fracionaria

de Riemann-Liouville com respeito a fungao .

Teorema 4.2. (TEODORO, 2014) Seja f € L'((0,0),R) tal que existe a integral fracio-
naria I3 f(-) com o> 0, entao
Z[F(s)]

215, 1)) = 2L
onde s >0 e L[F(s)] € a transformada de Laplace de fungao f(t).

Demonstragio. Reescrevendo a Eq.(4.1) e aplicando a transformada de Laplace, segue que

Ll f()] = Z[a(t)f(1)]
= Z[¢a(t)]L[f(1)]
= Z[ft]fo ;(a e Stdt
- gp[{@t]ﬁwt “lemstat
_ ZU®] e
- F(Ck) "E/ﬂ[t ]
_ Z[f(t)]F( )
I'«)

O

Teorema 4.3. (SOUSA, 2018) Suponha o > 0,5 > 0,7 > 0 e b € R. Entdo, a integral
fraciondria de Riemann-Liouville do produto de fungoes poténcia e de Mittag-Leffler é
dada por

167y (b7) = 757 B 0 (087) (4.5)
onde E, ,(-) € uma fungdo de Mittag-Leffler de dois parametros.

Em particular, se b=0 e a = 3, temos

1

I8, B, (bt7) = - (Eaﬁ(bta) — F(lv)) .
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Teorema 4.4. (SOUSA, 2018) Suponha f—1, ve R, a > 0 e be R. Entao, a integral

fraciondria do produto de fungoes poténcia e de Wright é dada por
I8 "Wy (bt7) = 12T Wy 0, (027),

onde W, ,(-) € a fung¢do de Wright.
4.1.2. Caso particular: Potenciacao

Teorema 4.5. (SOUSA, 2018) Sejam a >0 e d > 0. Se f(x) = (¢(x) —(a))’™", entdo

PO ) — vy

ISV F(t) = T(a+0)

Alguns casos particulares.

» Para ip(t) = t, temos I f(t) = (];(5_'_)5)75“”_1.
= Para (t) = In(t), temos I\ f(t) = F(Zc;(j—)é) In(t)>+o-!

4.2.  Derivada Fracionaria y-Hilfer

Definicao 4.3. (SOUSA; OLIVEIRA, 2018) Sejamn —1 <a <n comneN, I = [a,b]
um intervalo tal que —0 < a < b < o e f,p € C"([a,b],R) duas fungoes tais que 1p €
crescente e ' (t) = 0 para todo t € 1. A derivada fraciondria -Hilfer d esquerda e a direita
HpeB¥ (1) de ordem a e tipo 0 < 8 < 1, sdo definidas por

o s sn—oy (1 d\" a-pm-ay
R e Y (46)
‘ 1 d
a, B39 n—a)y (1-8)(n—a)
M 0) = 10 (<) ) (@7)

As derivadas fracionarias de i-Hilfer Eq.(4.6) e Eq.(4.7), podem ser escritas

da seguinte forma

DR () = 17D f (D) (4.8)

Hpesb £y = 1= (=1)"Dy Y £(t) (4.9)
com y = a+fB(n—a), [T4(), =" DyY () e DYY(-), dado pela Eq.(4.1), e a derivada
fraciondria -Riemann-Liouville (SOUSA; OLIVEIRA, 2018).

Tomando o limite &« — n~,n € N, em ambos os lados da Eq.(4.6), obtemos a

enésima derivada
D f(t) = lim "D f(1).
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4.2.1. Teoremas e Propriedades

Teorema 4.6. Sejam f,) € C""[a,b]. Entdo para todon —1 <a <ne0 < B <1,

temos
Hmyo, <¢(t)_¢(a))’y_a v 1 ! e d v
D 4(0) = =S D @)+ e [ W~y I f(rar
(4.10)
mppoep(y - OO S
N p@_laﬂ)ft (W(7) = 9@®) (=" jTDWf( )dr.  (4.11)
Demonstragio. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018) ]

Teorema 4.7. As derivadas fraciondrias de 1-Hilfer sdo operadores limitados para todo

n—1l<a<nel<p<1, dados por

[#ees|, < Klfl, (4.12)
e
- ) (W(b) = p(@)—
|oi fH < Koy, K = =yt — Tt - Py —a) 413)
Demonstracio. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018) ]

Teorema 4.8. (SOUSA; OLIVEIRA, 2018) Sejamn—1<a<n,neNe0< [ <1. Se
f € C"a,b] entao

e gy ppBnal [zg e 1 2 —u(a >>k1>”ﬁkf< >]
€
HD?Lﬁ;wf(t) _ Dg:ﬁ(n*@)ﬂ/l [[él B)(n—a); wf Til b) z(t))kpg;qfkf(b)]
k=0 :

v=a+pk—a).

Teorema 4.9. (SOUSA; OLIVEIRA, 2018) Se f,e C"[a,b],n—1<a<ne0<pf<1

entao

(W(t) —Y(a)*

Q; «,B; S n—k n—ao
IEYHDE F() = f(8) = ). FrRISPE p(q)

= I(y—k+1)
R I e i e 0]
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Teorema 4.10. Sejam f,g e C"[a,b],a >0 ¢ 0< 3 < 1. Entao
Dl f(t) = "RV g(t) < f(t) = g(t) + an: cr(¥(t) — ¢(a))™" (4.14)
—1
€ n
DR F(E) = DRV g(t) < f(1) = g(t) + kz cr((b) — v (). (4.15)
-1
Demonstracio. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018). O
Lema 4.1. Sejamn —1 <~y <n e f(t) € C,[a,b]. Entdo
I3 f(a) = lim IZf(t) =0n—1<7<a
Demonstracio. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018). O]
Teorema 4.11. Sejam f e C'[a,b],a >0 e 0 < 8 < 1. Entdo, temos
DPVIEEF() = F(E) e TDYSUIEUA) = £10).
Demonstragio. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018). ]

Teorema 4.12. Sejamn —1<a<nneNe0<p<1. Se feC™"[a,b],m,neN,

entao para todo k € N, temos

("D5)" FE W) — la))
I'(ka +1)

(1) (") £y =

(") R b) - (e
I'ka+1)

<Iba_;’t/1>k (HD?,_Bnﬁ)m Ft) =

para algum c € (a,t) ebe (z,b).

Demonstragao. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018).

Lema 4.2. Dado 6 € R, considere as fungoes f(t) = (1p(t) —(a))’~! e g(t)

(
()’ onde § > n. Entdo, paran —1 < a <n e < f <1, temos

Hmo, 5, _ F((S)
D f(t) = TG —a)

(W(t) = ()’
()

DRI = Fr o

(W(b) — ()"

Demonstragao. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018).

O

(¥ (b) =



Capitulo 4. Cadlculo Fraciondrio 50

Lema 4.3. Dado A > 0,n—1 < a <n e0 < § < 1. Considere as fungoes f(t) =
EoA(Y(t) —1(a))®) e g(t) = Eq(A((b) —1(t))*). Entao E,(-) € um fungao Mittag-Leffler

com um parametro. Entao

DSV F(t) = M (t)

HDREY £(8) = AF(2).

Demonstragao. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018). O

Propriedade 4.3. (Linearidade) Sejamn —1 < a <n,neN0< [ <1el¢eR
Sejam f,g € C™([a,b]) tais que existam DIV f(1) e TDLFYg(-). A derivada fraciondria

W-Hilfer ¢ um operador linear, isto €,
DLV (1) + dg(1)] = ATDE f (1) + "D g (2). (4.16)
Demonstracio. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018). O]
Propriedade 4.4. Sejamn —1<a <n,neN,0< B <1ef e Cl ([a,b],R) temos
DI f () = f(8).

Demonstragio. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018). ]

4.2.2. Derivada Fracionaria de -Caputo

Definicao 4.4. (ALMEIDA, 2017) Seja a« > 0,n € N, I o intervalo —o0 < a < b <
w, f,1 € C™(I) duas fungdes tal que 1 é crescente e ' (t) = 0 para todo t € I. A derivada

fraciondria a esquerda de -Caputo de f de ordem « € dada por

C o, . n—ay 1 1 "
DI F(t) = I ( e dt) 0

e a derivada fraciondria de ¥-Caputo a direita é

d n
D) = i () 1O

Teorema 4.13. Suponha que f,v) € C""[a,b]. Entdo, para todo a > 0

D p(e) - RO ) 4 ot (@ - vty

e

n ((0) — ()"

“D I = ()R T

0= | ey
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Demonstra¢io. Veja (ALMEIDA, 2017). ]

Teorema 4.14. As derivadas fraciondrias de 1¥-Caputo sdo operadores limitados. Para

todo o > 0, temos

1De flle < K| £ll e

e
1Dy flle < < Kl fllgem
onde
o W) = vla)
'n+1l—a)
Demonstragio. Veja (ALMEIDA, 2017). O

Teorema 4.15. Se f € C"[a,b] e o > 0, entao

Dt - Do | [ 2 Ll >>kf&k]<a>]
CDyf(t) = —2 = w<t>>kf5“]<b>]
Demonstragio. Veja (ALMEIDA, 2017). O

4.3. Derivadas de Riesz

Definigao 4.5. (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015) Seja a fungio y, com 0 < a <2 ea = 1.

A derivada fraciondria de Riesz de ordem « é definida por

Dey(t) + D2y(t)

2 cos(am/2) (4.17)

Df(t) = -

onde as derivadas D}y(t) sao as derivadas fraciondrias de Weyl.

Propriedade 4.5. Podemos definir a derivada de Riesz, através da transformada de

Fourier sendo da pela expressao

FIDy(t)] = —|w[*F(w)

Dit) = o [ el P ae),
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Demonstragio. Veja (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015). ]

Consideremos a integral a seguir com 0 < o < 1 (ATANACKOVIC et al.,

2014)
1 @ 1
Day<t> = 2F(OC>COSM ‘t_C|1_ay(<>?xER (418)
5 J—o
e
1 @ —
) = g | o Qe R (4.19)
5 J—wo

Entao D%y é chamado de potencial de Riesz de y de ordem v em R. Denotamos
por H%y, o conjugado do potencial de Riesz, com ordem o em R (ATANACKOVIC et al.,
2014).

Proposicao 4.1. Para t € R, dizemos que a integral de Riemann-Liouville e o potencial

de Riesz estao ligados da sequinte forma

—ooIy(t) = cos O;—WDay(t) + Sen%Hay(t),

tISy(t) = cos %Day(t) + sen%]—[ay(t),

1
D%(t) = ——— (Lo IJy(t) — tISy(t
y(®) 2COS%(OOty() 2y(1)
‘ 1
H(t) = —oolMy(t) — tISy(t)). 4.20
y(t) 2Sen%( oly(t) —tizy(t)) (4.20)
Demonstragio. Veja (ATANACKOVIC et al., 2014). O

Se a, 8> 0,a+ B < 1, temos

DDPy(t) = D**7y(t)

HOHPy(t) = —D**Py(t).

Teorema 4.16. Seja h(t) = [t|*™", com 1 < a < 2. A derivada fraciondria de Riesz pode

ser escrita como a convolacao de Fourier

1

Dy =d,(f = h)(t), dy, = —
t (f « 1)(), com 2I'(—a) cos &

(4.21)

Demonstragio. Veja (PEREIRA, 2018). O
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5 Aplicacoes da EMP fracionaria

A equagao do meio poroso (EMP) aparece em diversas aplicagoes, como pode
ser visto em (VAZQUEZ, 2007). Em geral, o modelo é descrito por

u = A™), m>1, (5.1)

sendo u(z, t) uma func¢do ndo negativa, = € R? t € R e A representa o operador Laplaciano.
No caso m = 1, a Eq.(5.1) é a conhecida equagao do calor, discutida por Vazquez em
(VAZQUEZ, 2007). O presente trabalho, foi citado por muitas aplicagoes como transferéncia
de calor, propagacao de fluidos viscosos, fluxo de gés isotrépico através de um meio poroso,

infiltracao de dguas subterraneas.

Uma alternativa para generalizar a Eq.(5.1), é usar os operadores fracionarios
na EMP, gerando EMP espaco-fracionario, EMP fracionario-tempo e EMP espago-tempo-
fracionario. Na EMP espaco-fracionario é considerado o Laplaciano fracionario como pode
ser visto em (VAZQUEZ, 2007), os autores investigam as propriedades de existéncia e
unicidade de solugoes. Neste caso considera-se os efeitos de longa distancia, ou seja, as

interacoes de longo alcance do ponto de vista estocastico.

Em 2014 Biler et al. (BILER; IMBERT; KARCH, 2015), consideraram a

equacao do meio poroso espacial
o=V (JulV* " (Ju[" %)) zeRY t>0, m>1, (5.2)

onde V7! denota o operador integro-diferencial V(—A)2~! com a € (0,2). A Eq.(5.2)
admite a pressao nao local e constroem a solucao de similaridade

1

u(z,t) =c <t_d+da <R2 - |x|2t_dicv>2) " ) (5.3)

+
nos dando como propriedade principal a velocidade de propagagao finita em meio poroso.

Em (HUANG, 2014), os autores apresentam a construgao das solugoes explicitas
para a equagao do meio poroso fracionario dada pela Eq.(5.1). Na ocasiao, os autores
apresentaram algumas propriedades associadas aos perfis de Barenblatt. A solugao explicita

é dada pelo teorema a seguir correspondente ao EMP espago-fracionério
up = A% (u™). (5.4)

Teorema 5.1. (HUANG, 2014) Para todo s € (0,1), a Eq.(5.4) admite uma solugdo de
similaridade
u(z,t) =t NPPp(at™7), (5.5)
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_ 1
com o perfil especial D(y) = X (R* + |y[?) Tg>0epB = N(m— 1)+ 25 onde m =
N + 2 - 28 ~ . . . s ~ s .
N1 A solugao de similaridade correspondente é uma solugao cldssica em (0, 00) x
s

RY com u(x,t) — Mé(z) quando t — 0 para M > 0.

Em 2020 Belevtsov et al. (BELEVTSOV; LUKASHCHUK, 2020), discute um
algoritmo com o objetivo de encontrar as simetrias de Lie de uma equacao diferencial
fracionaria com potencial de Riesz. Mais precisamente, foi estudada a equacao nao linear
do meio poroso espaco-fracionario. Além disso, foi estabelecida uma extensao do Teorema
de Ibragimov para encontrar leis de conservacao para equacao com potencial de Riesz. Vale
ressaltar a extensao do conceito de auto-adjun¢ao nao linear para equagoes diferenciais
fracionarias com sentido do potencial de Riesz. A utilizacdo de simetrias de Lie para
investigacao de equagoes fraciondrias tem sido realizada, em geral, quando a derivada fraci-
ondria é no sentido de Riemann-Liouville e Caputo. Portanto, no trabalho (BELEVTSOV;
LUKASHCHUK, 2018) foi a primeira vez que o Potencial de Riesz é considerado.

A EMP fracionaria no tempo é discutida em (GAZIZOV; KASATKIN; LU-
KASHCHUK, 2009), na qual os autores utilizam a andlise de simetria de Lie para obter

diversas propriedades da difusao fracionaria nao linear no tempo como,
(0%

em que Dy(-) ¢é a derivada fraciondria de Riemann-Liouville de ordem 0 < o < 2, ¢ a
EMP fracionéria no tempo é investigada considerando K (u) = u™. As simetrias de Lie

sao encontradas e as algebras de Lie sao classificadas.

Recentemente (LOPEZ et al., 2024), consideraram um método numérico para

investigar a EMP fracionaria no tempo dada por

Opu = (D(w)ug), ,
u(z,0) =0,
u(0,t) = M.

Os autores estudam a existéncia e unicidade de solugoes fracas através de
solugdo de similaridade que reduz esta EDP fracionaria em uma EDO fracionaria em
termos do operador Erldélyi-Kobe. Assim, apresentam um estudo numérico para deriva-
das fracionarias, em particular, aproximagoes numéricas para o operador Erdelyi-Kober,
associado a modelos fracionarios de difusao nao linear no tempo. Por outro lado, Yang e
Wang (YANG; WANG, 2022), discutiram a simetria do grupo de Lie e o sistema 6timo
correspondente, eles constroem algumas solugoes de similaridade e o calculo das leis de
conservacao através do novo teorema de conservacao. Na literatura existem trabalhos

relevantes e de grande impacto envolvendo operadores fraciondrios e simetrias (SOARES;
COSTA; SOUSA, 2024b; NASS, 2019; SOUSA et al., 2024; SOARES; COSTA; SOUSA,
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2024c; PULIDO; SOUSA; OLIVEIRA, 2024; SOUSA et al., 2018; HASSANTI et al., 2024;
SOARES, 2011) e as referéncias neles contidas. Ao longo destes anos, varios autores
motivados por operadores fracionarios nao locais e equagdes de meio poroso, tém discutido
tanto na variavel espacial como na variavel temporal, questoes de existéncia e unicidade
(HASSANT et al., 2022; NIKAN et al., 2022; MARTINEZ et al., 2021; CARDOSO et al.,
2021; VELLASCO-GOMES; CAMARGO; ALFONSO, 2020; SOARES, 2011). Contudo,
nao é uma tarefa simples e trivial trabalhar com a nao localidade do operador fracionario
e a nao linearidade das equagoes ao mesmo tempo, o que dificulta ainda mais os objetivos.
Podemos apontar também que ao trabalhar com operadores fracionarios para discutir
simetrias de Lie, existe a dificuldade em trabalhar com contas de ordem superior. Por
exemplo, uma equacao de evolugao temporal fracionaria com uma derivada espacial de
ordem cinco ou mais. Também no caso de EDPF’s lineares ou nao lineares com dimensoes

maiores que dois.

Embora existam trabalhos na literatura sobre simetrias de Lie via operadores
fracionarios nao locais e a equacao de difusao, ainda é uma area muito restrita, especialmente
quando se trata de operadores nucleos singulares implicitos. Nesse sentido, motivado pelos
trabalhos destacados acima, em particular, envolvendo operadores fracionarios e questoes
em aberto na literatura, no presente trabalho, temos como principais objetivos discutir
novas extensoes infinitesimais para operadores fracionarios com nicleo singular para a

equacao da difusao.

5.1. Equacoes de Difusao Espaco-Fracionaria

Um das formas de introduzir o Laplaciano fracionario, é por meio de derivadas
fracionarias de Riesz, definidas pelos potenciais de Riesz . Os potenciais de Riesz, foram
definidos pelo matematico austro-htingaro, Marcel Riesz (1886-1969). Ja na Universidade
de Buldapeste, realizou pesquisas relacionadas a problemas sobre a teoria da série de
Lipét Fejér. O principal trabalho é na area de Andlise Funcional a Equagoes Diferenciais
Parciais, Fisica-Matematica, Teoria dos Nimeros e Algebra. Riesz propos uma modificacio
no nicleo de uma transformacao integral, ao estudar potenciais de energia, propondo assim
uma transformagao do tipo poténcia. Na ocasido, acreditava que em alguns fendmenos o
comportamento (decaimento ou desatribui¢ao) nao era de ordem exponencial, no lugar do
conhecido nicleo de Fourier (PEREIRA, 2018). Sua principal propriedade é descrita no
Capitulo 2 desta dissertacao.

Em 2014, Huang et al., discutiram as solucoes de similaridade da equagao

fracionaria espacial em meio poroso baseado na seguinte equagao (HUANG, 2014)

au(x’t) = (—A)Sum(l‘,t) (56)
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com 1 < s < 2. A defini¢do e propriedades relacionadas ao Laplaciano fracionario (—A)*
estao apresentadas no Capitulo 2. Uma das abordagens mais importantes para o estudo das
propriedades qualitativas e quantitativas de EDPs é examinar suas solucgoes de similaridade,
chamadas perfis de Barenblatt, sempre que existirem. As solugoes de similaridade estao
relacionadas aos grupos de simetria de escala das EDPs, levando as equagoes transformadas
em variaveis de similaridade. Apds a reducao usando varidveis de similaridade, as equagoes
de similaridade resultantes, herdam algumas das simetrias de escalas remanescentes
(HUANG, 2014). Os tipos especiais de similaridades, estao associadas as solugbes da forma
(R* - |y|2)+q ou (R* + |y|*) ¥ para R > 0 e ¢ > 0. Com isso a equacdo fraciondria em
meio poroso descrita por meio da Eq.(5.6), tem como solucdes da forma (R* + \y\2)m;jl
para m € (NA—IQ’ 1) ou (R + \y[z)m%ll para m > 1 (HUANG, 2014).

A funcao hipergeométrica (Gauss) prevalece na Fisica-Matemédtica porque
representa muitas outras fungdes especiais comuns, porém importantes, e também surge
i ou (R*+|y[*)”" para
R > 0 também sao fungoes hipergeométricas especiais, que podem ser descritas da forma

(HUANG, 2014)

em muitas integrais especiais. De fato, as fungoes (R2 — \y[z)

(R? — |y[*) ™" = R*,F, (—q,¢;¢;|y*/ R?) (5.7)
(R* + [yl*) " = R*%F (q,¢;¢,—|y|*/R?) (5.8)

para qualquer numero complexo C. Para os perfis explicitos de Barenblatt que encontramos
para a Eq.(5.6), cujo a relagao para o Laplaciano fraciondrio de fungoes hipergeométricas

gerais ¢ dada por

12 4 2 2 R
_ 225R725F(%+%+3)F(%_M7+p+3)2
L5+ 8200 - 52)
N p—p, N p+p, N |y
F _ _ .
. 1(4+ o Ty T T T TR

N
Em particular, quando p = —q e y = 5 = q, obtemos

(=) (R* + [yl*) ™" = R>(=A)* lQFl <q' 35 W)]

272 R?
o oe o, g+ 8) (5 +s N N 2
= QBRI (F(qifgﬁ) )2F1 (q+3,2+s;2;—|22>. (5.9)
2

Lema 5.1. (HUANG, 2014) Se as fungoes hipergeométricas nao constantes o Fy(ay, by; c; x)

e oF1(ag, be; c; ) sao idénticas para |x| < 1, entdo ay = ag,by = by ou ay = by, by = ay.

Para derivar os perfis de similaridade utiliza-se algumas propriedades da funcao

hipergeométricas e seus Laplaciano fracionarios. Porém, utiliza-se também os principios
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de conservagao da massa para determinar os perfis de Barenblatt. Se u(z,t) é a solugao
da Eq.(5.6), assim Thu(x,t) = ANPu(N\x, \y) com (HUANG, 2014; PEREIRA, 2018)

1

7= N1y 2s (5.10)

Isso implica nas solucdes de similaridade da forma u(z,t) = t~"?®(y) com
y = xt7?, onde o perfil de similaridade & satisfaz a equacio (HUANG, 2014)

(—A)P™ = BV - (yd). (5.11)

Teorema 5.2. (HUANG, 2014) Para cada s € (0,1), a Eq.(5.11) admite solu¢ao de
similaridade u(x,t) = t NP 3D (xt™?) com perfil especial D(y) = M(R*+|y[*) (¢ > 0) e B =
1 N +2—-2s

N —2s

somente quando m = corresponde a solugdo de similaridade

N(m—1)+2s

u(x,t) = MVF(R? 4 |at P ?) s~ N2, (5.12)

Isso é um solugio cldssica em (0,0) x RY com u(z,t) — Md(x) como t — 0 para algum
M > 0.

Para derivar o perfil de Barenblatt, substituindo ¢ por mq em Eq.(5.9), temos
(HUANG, 2014),

r + )Y+ N N 2
(—A)P(y)™ = \"2* R-2s2ma (mg + 5) (f, S)QFl (mq + 8, = + 8 —; —y’) .
2

Por outro lado, através de uma célculo simples obtemos (HUANG, 2014)

- N N |y|2
V- (y® — R™24,F - R 4
(y (y)) AN 2471 <q; 9 ) 92 y R2 .

Como resultado, a Eq.(5.11) se reduz a identidade (HUANG, 2014)
N N 2
o Fy (mq + 8, =+ 5 —; _|y|) : (5.13)
A equacao algébrica

N8 R8s 2ma = BANR ™. (5.14)

N N
Desde que 5 + 5= 5 + 1 no Lema 5.13, o Lema 5.1 implica que

LN N,
mq+s= — — +s=
q 9 ) 9 q

o N+2-2 N
+2—21s

_ Ve 2s N 5.15

Nt2s 5 T (5.15)
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Consequentemente, a identidade algébrica Eq.(5.14) pode ser simplificada como

(¥ +s)

1-m p2—2sp _ o2s—1
O o

(5.16)

Usando a condi¢ao de massa total, os dois parametros livres A e R sao determi-
nados unicamente, entdo (HUANG, 2014)

r
M= &y)dy=ArzR> (

s)
N T (5.17)

|=

5.2. Simetrias de Lie da Equacdes de Difusao

Considere a equagao diferencial parcial fracionaria (EDPF) na forma
F(z,t,u(z,t), -, ou(x,t),...,00u(z,t)) =0 (5.18)

onde v € R™, com z e t sdo varidveis independentes e u(x,t) varidvel dependente. As
notagoes dyu(z, t) significam a derivada parcial em relagao ao tempo, ,07u(x,t) corresponde

a derivada parcial fraciondria de Riemann-Liouville, em relacao ao espago.

Suponha que a Eq.(5.18) seja invariante sob o seguinte parametro (¢ > 0),

grupo de Lie de transformagoes de pontos continuos

T 1+ e&(x,t) + O(?), (5.19)
T u+en(x,t) + O(e?),
Uz — uy + €np, + O(e?),
a0q = (Ju+ e UM 1+ O(),
onde [']77[(3]) representa a extensao infinitesimal associada como a derivada fracionaria em
relacdo a variavel x. Aplicamos as transformacoes Eq.(5.19) em Eq.(5.18) e omitimos as

poténcias superiores de €. Entao, comparando os coeficientes de ambos os lados da equagao

resultante, obtemos

Mow, T e oot T ot S o Tou | lrmo

A Eq.(5.20) torno o grupo (5.19) invariante, em outras palavras, a equagao diferencial

— 0. (5.20)

(5.19) é invariante para a expressao (5.21). Portanto, o gerador infinitesimal torna-se

X = T(x,t,u)aat + é(x,t,u)aax + n(x,t,u)aau, (5.21)
tal como
dt
T(z,t,u) = Cciiee_o’
T
€<x7t7u) = dfi Y
n(x,t,u) = (j;z Y
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Portanto, a formula de extensdo para Eq.(5.18) pode ser escrita como

0 oF
BRI B NG
] @ut * 7][1] 5(1(3;

- F=0

+ XF] ’ ~ 0. (5.22)

5.2.1. Equacdo do meio poroso fracionario espacial

Nesta secao, encontramos as simetrias de Lie para a equacao do meio poroso
fracionario em termos da derivada fracionaria de Riesz, considerando em principio a
derivada fracionaria de Weyl e aplicando a relagdo entre para mostrar que as simetrias sao

equivalentes.

O caso a ser analisado neste trabalho é caso 1 + 1 dimensional, em que
inicialmente invariante as simetrias de Lie, considerando a derivada fracionaria de Weyl

na variavel espacial.

Considere a equacao do meio poroso fracionario espacial
up = A 400 ™, (5.23)

onde 405 sao as derivadas fracionarias de Weyl, com 0 < « < 1, m > 0 e A é uma

constante.

O estudo da equagao do meio poroso é realizado de dois modos distintos. No
primeiro caso consideramos o caso linear que corresponde a m = 1. Em segundo, o caso

m > (0 e m = 1. Calculamos as simetrias obtidas nos dois casos e suas solugoes invariantes.

(1) Caso linear m=1: Neste caso, temos a equagao linear
uy = A 400 . (5.24)
A féormula de extensao é dada por

PrOX (F) = n, — X FplatV (5.25)

onde F' = u; — Ay 0y u. Neste caso, tomando o — 1 obtemos 7)[(3]). Tomando Pri®X (F) =0,

_ Yyt (a+1)
Ny = A 77[351 :

Os prolongamentos infinitesimais explicitos sdo dados por

My = M — Etta + (N — T)ur — Eultatty — Tyt (5.26)

! [']77[(;7]) representacao do Infinitesimal estendido
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) =2 0%+ (e — (@ + 1)&) 20" u — us 3y,

= a+1\0" a+1 d"
o (n+1) a+l-n, e cx+1 —n
R [ e e e e (AP

(5.27)
onde obtemos a equacao
N — Ettg + (N — T Uy — Eguugty — Tyu? =X(£0% 1 + (o + 1)&) 0%y — up iy,
= a + 1 a+1
(n+1) a+l-n
+ U a:c u
da"
(i) et "u}). (5.28)

Considerando 7 linear, n = p(x)u + q(x,t), 7 = 7(t) e £ = £(x), das equagoes

acima segue que

g + p(@)u + (p(x) — 7")uy
= 207" (p(x)u) + £05 (1)

+ (pla) = (o + 1)&) 200" u — usr 05 p(a) + i { [(a K 1) p™ (x)

a+1 (n+1) 1—
— oYt 5.29
(n n 1) 5(35) ] } * U ( )

Note que

© 1
209 (pu) = }](“* >p<”><x>iaa+l—“u (5.30)
n

Usando as Eq.(5.29) e Eq.(5.30), temos que as equagoes governantes sao dadas

por
= (a+ 1)¢
2o+ 1)p/(x) — (O‘ ; 1) & =0 (5.31)
g = +05 7 q(x,1).
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Encontramos as seguintes fung¢oes
p(z) =
&(x) =z + ca,
7(t) = (a + 1)egt + cs,
= Cu + Qa

com ¢ solugdo da tultima equagao da Eq.(5.31), sendo o gerador infinitesimal dado por

0 0 0
X = ((a+ 1)est +c3) E + (c1z + ) 7 + (cou + Q)%
em que as simetrias de Lie sao
0 0 0 0 0 0
X1 = Dt— —:; Xo=—; X s Xy =u— X = G=.
1= lat i vagg Xe=gp Xa=gp Kamug, e Xo=lg,

Um dos principais resultados sao os prologamentos obtidos em termos de
somente as variaveis independentes correspondentes, caracterizando um sistema auténomo.
Este resultado ja ¢ consolidado tanto no caso de ordem inteira (Ibragmov) como também
no caso fracionario (Gaziov) para equagdes de evolugao. E importante observamos que

simetrias nao sao recuperados quando fazemos o — 1.

(2) Caso nao linear, m > 0 e m # 1: Neste caso, temos a equagao nao linear
dada por
ug = A 02 (u™). (5.32)

A metodologia para encontrar as simetrias da equacao é usar a mudanca das

varidveis v = u™ e k = — na Eq.(5.32), temos
m
kvF o, = X L0% M. (5.33)

~a+1

Considerando A; = kv* v, — A +09™ v, o calculo da extensdo da Eq.(5.33) é

0
[T
= nk(k — 1)v* 2, + My kot — M

PrietVX(A)) = XA + m, ; A+ Ap
Ut

[ 402t

= ’I]k’(k’ — 1)’Uk_21)t + (77t — {tvx + (T]U — Ty — vax)vt TyUy )kvk !

- (iDﬁﬂ(U —&uy — TUy) + TJ_ngHUt + 5J_rD§+1U))‘-

Novamente, temos 7 = 7(t),§ = &(z) e n = p(x)v + ¢(x,t), aplicando a
simplificacao, resulta
k(k —1) [p(z)v + q(a, )] 0" v, + (p(2)v, + gz, t) + (p(x) — 7)) kv
Hpla)o) + 202 q(x,t) + (p(x) = (a + 1)&)£05 v — 020 p(a)

A e
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Usando também a relacao

= 1
05 (pv) = Z <a+ )p(")(x)i(?““‘”v (5.34)

obtemos as equacoes governantes

r

(k—=1p(z) -7 = —(a+1)¢
p(z)sdgv = 0
\ a+1
2(a + 1)p'(z) - ( ) ) ¢ =0
q(z, )" v, = 0.

Resolvendo o sistema, obtemos

p(r) = co,

{(r) = car+ e,

7(t) = [(k—1)co+ (a+ 1)yt + cs,
n = cov.

O gerador infinitesimal é dado por

d d
+ (1T + ) — + cu—

X = (k= V)co + (0 + Der) t+ c3) = da dv

dt

em que é obtida as simetrias sao

‘ XQ—&ng—(k—l)ta+va e X4:(cy4—1)zfi+:zci

X1 =55 o o ot T ox

E importante observar que no caso 2, temos ¢ = 0 é consequentemente a

simetria X, .

5.2.2. Simetrias para EMP fracionario espacial

As simetrias para EMP com a derivada fracionaria na variavel espacial, sao
obtidas substituindo v — u™ néao satisfaz a condicao de invariancia para o problema nao

linear no gerador infinitesimal X, obtendo

0 0 0 é’ 0 0
onde k = l

3
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5.2.3. Solucdo de similaridade

Tomando a combinagao linear

. 0 0 0
Y=00Bk-1)+a+ 1)75% T + ﬁku%,

temos a equacao caracteristica, dada por

dt dz du
Bk—1)+1+a)t x  Bku

Entao, obtemos

ot~ AT =k (5.35)

e
Bk
Ut FE=DFTFa = k. (5.36)
Usando as Eq.(5.35) e Eq.(5.36), temos a solugdo de similaridade
Bk
u(z,t) = tFG=—D++a G(2)

com z = gt~ FE=DF1Ta . Escolhendo £ =~ [fim, temos a nova relagao

81
u(x,t) =t Fim-DFite G(z) (5.37)

com z = gt G ¢ p1 € R. Substituindo a Eq.(5.37) na EMP espago-fracionaria
dada para a Eq.(5.32), obtemos

881& (fmmfﬁc:(z)) oot (fmfl%c:m(z)) . (5.38)

Depois de alguns cédlculos, obtemos as seguintes relac¢oes

1 B 1 d
— —¢ Bim—Dtatl G 5.39
' <5l(m—1)+a+1 Bm—1)+tatl dz) () (5:39)
e
By1m a 81
Lot (t_m<m—1>+1+aGm(z)) =1 Bilm- i 100G (2). (5.40)

Assim, substituindo a Eq.(5.39) e a Eq.(5.40) na Eq.(5.38), obtemos a equagao

de similaridade

<ﬁl( 5)1+ 1+a (51( 1) S ax 1) ij) G(z) = +027'G™(2).  (5.41)

Se B1 = 1 a Eq.(5.41) é reduzido na expressao

0 = A G (). (5.42)
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5.2.4. Solucdo de similaridade para EMP fracionaria espacial
Definimos o EMP fracionario espacial na forma
up = 0%t y™ (5.43)

com 0 < a < 1 e a derivada fracionaria de Riesz 02*! introduzida para

a+1 a+1
40T+ oy

2cos(Z2 +1)

a+l _
onT =

A seguir, mostramos as solugdes de similaridade dadas pela Eq.(5.37). Para

simplificagao, suponhamos o caso f; = 1 e A = COS((MI)W). Neste caso, usando a
Eq.(5.42) temos 2

—;i(zG(z)) =\ 00T G™(2) (5.44)
e

—i(zG(z)) =\ _0TIG™(2). (5.45)

Somando essas equagoes, segue que

d a+1,ym
o, (2G(2)) = 276" (2).

Portanto, as simetrias e as solucoes de similaridade encontradas para a EMP
fracionaria espacial em termos da derivada fracionaria de Weyl também sao invariantes
quando a EMP fracionaria espacial em termos da derivada fracionéaria de Riesz. A solugao

B
de similaridade estd na forma u(z,t) =t Flm=tr¥iTa G(z).

Teorema 5.3. A transformacao infinitesimal para a derivada fraciondria -Hilfer, induzida

pela transformacao do grupo de Lie € dada por

0BT (i, 1) = o050 (e, t) + enfy™™ + O() (5.46)

onde n?jﬂ;w(m) € a extensao infinitesimal da derivada fraciondria 1 -Hilfer

7710[}7/3;1/)(90) — [{Z]D)Oé,ﬁﬂ/)(w)(n —&u, + Tut) + T%Da,ﬁ;w(w)ut + ng];{lDOc,ﬁ;w(x)u
_ g[a]w/(a)(D;ﬁ(x)liDa,ﬁ;w(x) _ flIZDoaﬁW(x)D;;w(x))u.
Demonstracio. Note que

oo BvTg(T,T) = Qy o 0% 0 Q (T, ).

Usando a notagao

9(@,1) = Q,'u(z.?)
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temos

HpoBsb@ g _ Hpofsb(@ oo ) 4 epod (5.47)
nffi = DY@ (n — £g, — 7g)) + T DPPV g,
+ 6D, D g — €[a] (DM D Dy )g.

Aplicando a composicao @, na Eq.(5.47), resulta

Qd) 5 Ha;7ﬁ;w(a)g(f, %) _ Qw o Hag,ﬁﬂp(a)g(x’ t) + €Q¢ e} 77?]76

Qy o "DYPV (n — £g, — 7g,) + Qy o (r DV @)

+ Qyo (§DxHD;x,ﬂ;w(a)) 9 —Qy o &[a] (DxHDg,B;w(a) B HD?ﬁDx)

Qyp o Hﬂj)géﬂ;w(a) o Q—l (0 — Eup — Tue) + 7Qy o HDg,,B;q/;(a)Q;1ut

b (alW (@) (D9 Dy o DRV o i uz, 1)
Elalv!(@)(DE*) P DO o Q51 — ¥ DD u, 1)

= DAY @ () — ¢u, — Tuy) + 7 HDAV )yt

+ €y () (DL@H pesBivte) _ H posfie(e) vy, (g ),

Qyp oy’

O

Observacao 5.1. Este teorema estabelece uma conexdo entre equagoes diferenciais fraci-
ondrias em termos das derivadas fraciondrias cldssicas e as mesmas equagcoes descritas

para operadores fraciondrios 1) como Seque.

Teorema 5.4. Considere as equacoes fraciondrias

F(t (), ult; ¥(2)), —u(t; ¥ (1)), 0% Pu(z, ) = 0

ot

G(t,z,u(t, x), ;tu(t, ), 05 Qu-1u(t,x)) =0

onde F = Qy oG e 0“Y@ (), 0%(-) sdo v-Derivadas fraciondrias de Riesz e Riesz,
respectivamente. Sendo G ¢ invariante em relacdo a transformacao do grupo de Lie

Eq.(5.48), entdo F também é invariante em relagio da transformagio do grupo de Lie

Eq.(5.49) ] ]

X = §f+75t o (5.48)
‘ 0 0, .0

00m5=w’£,?=Qw076ﬁ=QwOn-
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Demonstra¢io. Supondo G invariante em relagao a simetria Eq.(5.48), entao

G(z,u(t,T), ;u(t, T), 09Qu-1u(t, 7)) = 0.

Aplicando a mudanga da variavel, z — () via composigao

Qy o G(z,1,u(t, @), gtu(t, 7),02Qu-1u(t,T)) = 0,

o -
= (7)) = .

=
2
—
g
=~
El
<
g
™
=~
—
\‘@F
<
—
g
“Q)
8
<
8
gl

[]

Este teorema possibilita o calculo das simetrias e solugoes invariantes para
EMP espaco-fraciondria via ¢(x)-Riesz, aplicando a composicao (), nas simetrias e so-
lugoes invariantes em EMP fracionéria classica em termos da derivada de Riesz, como

apresentamos a seguir.

Teorema 5.5. Dado a EMP fraciondria espacial em termos da derivada fraciondria
(x)-Riesz,

Opu(z,t) = Ve @y™ (2 1), m > 0. (5.50)
com ') ¢ W (x)-Riesz derivada fraciondria, 0 < a < 1. A solugao de similaridade da
Eq.(5.50) ¢ dada por

B
u(w, t) =t FT0TTa Gy (z)t eI ), (5.51)

para o caso B =1 Eq.(5.51) reduz Eq.(5.20) na sequinte equagao de similaridade

d Pl m
(G = (),
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6 Consideracoes Finais

Nessa primeira etapa do trabalho, apresentamos um estudo detalhado sobre
espacos de funcgoes e propriedades de suma importancia utilizadas no decorrer do trabalho.
Além do anterior, uma abordagem sobre equacao de difusdo e suas aplica¢oes, destacaram
os inumeros caminhos que proporciona tal equacdo. Por outro lado, uma vez que o
principal objetivo deste trabalho, é utilizar derivadas fracionarias e equagoes de difusao,
¢é necessario e suficiente apresentar uma breve introducao de defini¢oes de integrais e
derivadas fracionarias e resultados oriundos de tais operadores, em particular, envolvendo
questoes sobre simetrias de Lie. Nesse sentido, apresentamos uma formula explicita para
a extensao infinitesimal para as derivadas fracionarias -Hilfer na variavel espacial, na
qual obtemos em casos particulares as extensoes infinitesimais para derivadas de Caputo e
Weyl fracionarias na variavel espacial. Encontramos as simetrias de Lie e as solugoes de
similaridade para a equagao da difusdo em meio poroso fraciondria em termos da derivada
de Riesz, considerando a derivada de Weyl e aplicamos a relacao entre elas para mostrar

que as simetrias sao equivalentes.

Por outro lado, a fim de validar as ferramentas apresentadas e discutidas
anteriormente, aplicamos o resultado do calculo de simetrias ao PME espaco-fracionario,
para obter uma solugao invariante semelhante ao teorema para o caso unidimensional.
Mostramos que estes resultados podem ser estendidos ao caso da derivada fracionaria
em termos da fungao 1. Desta forma, podemos obter as simetrias da PME 1-espacial-

fracionaria calculando a PME espacial-fracionaria.

Como principal contribuicao deste trabalho apresentamos novos teoremas a
literatura onde mostramos que as simetrias e as solucoes de similaridade encontradas
para a EMP fracionaria espacial em termos da derivada fraciondria de Weyl também
sao invariantes quando a EMP fracionaria espacial em termos da derivada fracionaria
de Riesz. Alem disso, provamos a existencia de uma conexao entre equacoes diferenciais
fraci- onarias em termos das derivadas fracionarias classicas para operadores fracionarios
1. E por fim, calculamos as simetrias e solugoes invariantes para EMP espago-fracionaria
via 1 (x)-Riesz, onde realizamos a aplicagdo na composicao (), nas simetrias e so- lugoes

invariantes em EMP fraciondria cldssica em termos da derivada de Riesz.
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