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RESUMO

Essa trabalho se propoe, fazer a aplicacao, e a analise da Transformacao Armadilha -
Matriz de Hadamard em cédigos convolucionais de meméria unitéria(CCMU), cédigos do

er =

[o ]| )
oolw
PSS

% , sendo que essas transformagoes,

tipo (n,k,1), com taxas: 7 = %, r =2 r =
ao serem aplicada as submatrizes geradoras, desses cddigos convolucionais de memoria
unitaria, produzem outras submatrizes geradoras capazes de diminuir, a capacidade de
correcao de erros do cédigo através da analise da distancia livre, esse processo de redu-
¢ao da capacidade de correcao de erro dos cédigos ocasionada pelo embaralhamento das
colunas das submatrizes geradoras, proporciona um aumento no grau de privacidade da

informacao a ser enviada

Palavras-chave: Transformacao Armadilha. Coédigos Convolucionais. Matriz de Hada-

mard. Distancia Livre.



ABSTRACT

This work proposes to apply and analyze the Hadamard Array - Array Transformation
in convolutional unit memory (CCMU) codes, codes of type (n, k,1), with rates: r = %,

, Transformations, when applied to the generating submatrix, of these

oolw
SIS
IS

r=:sr==2er=
unitary memory convolutional codes, produce other generating submatrices capable of
decreasing, the code error correction capability through free distance analysis, this process
of reducing the error correction capacity of Caused by the shuffling of the columns of the
generating submatrix, provides an increase in the degree of privacy of the information to

be sent

Keywords: Trap Transformation. Convolutional Codes. Matrix of Hadamard. Free Dis-

tance.
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1 Introducao

Em processamento digital de sinais a codificacao significa a modificacao e adap-
tacao de caracteristicas de um sinal para torna-lo apropriado para uma aplicagao especi-
fica, como por exemplo transmissao ou armazenamento de dados, dentro desse contexto
existem trés tipos de codificacdo. A codificacao de canal, nesse tipo estao os codigos de-
tectores ou corretores de erros, a codificacao de fonte, onde se trabalha a criptografia e
compressao de dados e finalmente a codificacao de linha, onde se especificam a forma do

sinal elétrico que sera usado para representar os simbolos de informacao.

A teoria dos cédigos corretores de erro ou codigos de canal, dizem respeito
a erros nas linhas de transmissao devido a varios fatores, como ruido térmico, ruido
impulsivo e de ruido de intermodulacao. Dependendo do meio de transmissao e o tipo de
encriptagao utilizado, podem existir outros tipos de anomalias, tais como arredondamento

e atenuacao de ruido e de diafonia e eco durante a transmissao.

Ha duas estratégias diferentes para o tratamento de erros, a primeira utiliza-
se os codigos detectores de erro, essa estratégia, consiste em incluir na transmissao de
dados um numero de bits redundantes, de modo a permitir ao receptor detectar que
ocorreu um erro, mas nao identifique o tipo de erro ou de onde surgiu, entao é feita uma
nova retransmissao de dados. Na segunda estratégia, utiliza-se os codigos de correcao
de erro, este envolve a mesma filosofia da primeira, incluem informagao redundante, mas
neste caso, essa informacao € suficiente para permitir que o receptor deduza o qual foi o
caractere que é transmitido com erro, portanto, o receptor tem a capacidade para corrigir

uma série de erro limitado.

Os cédigos detectores de erro, estao se desenvolvendo bastante em diversas
areas do conhecimento movidos pela contribui¢ao, na Matematica, na Computagao, na
Engenharia Elétrica e na Estatistica. A essa Teoria dos Cédigos Corretores de Erros se
apresenta de forma bastante dinamica, envolvendo conhecimentos de varias areas, o que
torna motivador seu estudo. A Algebra ¢ uma dessas areas e ao estudarmos os cédigos
sob o ponto de vista algébrico estamos mesclando conceitos da Matematica Pura e da

Aplicada.
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A teoria surgiu em 1948, com um trabalho de Shanon do Laboratério Bell, uma
empresa norte americana de telefonia, a partir principalmente de um questionamento do
porque das maquinas nao localizarem a posicao de um erro e corrigi-lo numa transmissao

de informacoes, ja que essas podiam detectar um erro.

Um codigo corretor de erros é, em esséncia, um modo organizado de acres-
centar algum dado adicional a cada informagao que se queira transmitir ou armazenar,
que permita, ao recuperar a informacao, detectar e corrigir erros. Diversos pesquisado-
res apresentaram seus inventos em congressos defendendo o uso de cédigos combinados,
que aproximam o desempenho dos codificadores ao limite teérico de Shannon, como por

exemplo, Golay e Huffmann, citados em [8].

Os primeiros c6digos foram projetados por Hamming em 1950 e ficaram conhe-
cidos como cédigos de Hamming, esses utilizavam o processo de verificacao de paridade bit
a bit. Mais tarde, passou-se a introduzir bits de redundancia por blocos de informacao,
em um processo de verificagao de paridade par e impar. Com o crescente aumento da
demanda de servicos, a modernizacao dos equipamentos e uso em alta escala de servicos
digitais, tornou-se necessario o desenvolvimento de novos codificadores, com o objetivo de
melhorar o aproveitamento da banda disponivel para transmissao de informagoes. Como

exemplo de meios de transmissao de banda limitada, pode-se citar satélites e radios.

A pesquisa executard a aplicagdo e analise sobre os cddigos convolucionais
6timos de memoria unitaria, primeiramente, define-se as propriedades das transformacao
armadilha, preocupando no enfoque da matriz de Hadamard, que posteriormente aplica-se
a transformacao armadilha - matriz de Hadamard em cédigos, finalizando com a compa-

racao das aplicacoes.

Na proposta feita por [21], as transformagoes armadilha foram definidas, sendo
estas de trés tipos: Grupos de Permutagao, Matriz de hadamard e Matriz triangular
Superior, e posteriormente apresentados os resultados da aplicacao destas transformagoes

aos codigos convolucionais 6timos de memoria unitdria.

Neste contexto, propoe-se fazer a aplicacao e a analise da Transformacgao Ar-
madilha - Matriz de Hadamad em cédigos convolucionais de meméria unitaria(CCMU)

com outras taxas r =

ool

, = g, r==er = %, e seguida fazer analise dos resultados,

>N

e compara-los. Considerando o exposto, este Dissertacao se justifica pela necessidade de

se fazer a aplicacao da Transformagao Armadilha - Matriz de Hadamad em codigos de
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memoéria unitdria(MU) com taxa diferentes.
Este Trabalho encontra-se organizado da seguinte forma:

No Capitulo 2 , é mostrada uma abordagem bésica sobre os sistema de comu-
nicacao, com a descricao de cada um dos blocos, e também a introducao dos conceitos e
definicoes de classes de cédigos, tais como: cddigo de arvore, cddigo de trelica e codigos

convolucionais.

No Capitulo 3, estuda-se os codigos convolucionais , as representagoes dos co-
digos convolucionais, os codios convolucionais e equivalentes, propriedades das distancias
dos cédigos convolucionais, os tipos de codificadores convolucionais, decodificacao dos

c6digos convolucionais e o algoritimo de viterbi.

No Capitulo 4, classifica-se os sistemas criptograficos em: sistemas criptogra-
fico convencionais e sistemas criptografico de chave publica , dentro do sistema de chave
publica, analisa-se o Kanapsak binario e o criptosistema RSA convencional de chave pu-

blica.

No Capitulo 5, analisa-se o0 método knapsak binario para sistemas criptografico
e chave publica, é feita a descrigao do método do sistema criptografico, e foram estabeleci-
das as propriedades das fungoes armadilhas, a finalidade da funcao armadilha representada
pela matriz de Hadamard, foi de reduzir a distancia livre do cédigo convolucional a um

valor especifico ou desejado para a aplicacao.

No Capitulo 6, é apresentada a transformacao armadilha utilizado no desen-
volvimento do trabalho e a matriz de Hadamard, inicialmente é analisada a matriz de
Hadamard, do tipo sylvestre da ordem de 4 e 8 , em seguida a aplicacao da transformacao

armadilha matriz de Hadamard e analise do efeito da aplicacao das matrizes.
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2 Cobdigos Corretores de Erro

O problema da confiabilidade na transmissao de informagoes vem represen-
tando um desafio constante para profissionais que atuam nesta area. Esta confiabilidade
é referente & integridade de informacao enviada através do meio de transmissao sob acao do
ruido. Na Figura 2.1 é apresentado um esquema genérico de um sistema de comunicagoes,

mostrando a descri¢ao de cada um dos blocos:

Transmissor
| ' |

Fonte | | Codificador Codificador '
Discreta | da Fonte | > do Canal » Modulador

L 4
Canal
s e Decodificador Decodificador
Destinatario <—— da Fonte do Canal b{ Demodulador }4
Lo - - - - _ __ __ Ruido

Receptor

Figura 2.1: Sistema de Comunicagoes

Fonte - Gerador da informagao a ser transmitida. Os dados ou informagoes
originam a partir da fonte de informacao. Esta informacao materializa como um todo,
sem perda de generalidade, simbolos ou mensagens discretas, N (representa o nimero
de mensagens transmitidas) distintas e independentes que sao transmitidas. A fonte de
informagao assim definido é chamado "fonte discreta sem memoria, existem muitos tipos
de fontes de informacao, incluindo pessoas e maquinas, assim os simbolos ou mensagens
podem tomar uma variedade de formas: uma sequéncia de simbolos letras discretas ou,
magnitudes que variam no tempo, etc.; mas seja qual for a mensagem, a finalidade do

sistema de comunicagao é fornecer uma réplica mais ou menos exata de mesmo destino

Transmissor - Transforma o sinal na saida da fonte na forma adequada para

a transmissao através do canal, sendo dividido em trés etapas:
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1. Codificador de Fonte - Este bloco consiste basicamente de um conversor ana-
légico/digital e de um codificador, podendo este ser de bloco ou de trelica. Em
aplicagoes mais complicadas realiza a funcao de remover dados desnecessarios &

informagao, como exemplo no tratamento de imagens.

2. Codificador do Canal - Neste bloco que sao adicionados digitos de redundancia

ao sinal, com a finalidade de reduzir os efeitos do ruido sobre o sinal original.

3. Modulador - mudar o sinal de saida do codificador da fonte para uma forma de

onda, adequada para a transmissao através do canal.

Canal - O canal de transmissao, é a ligacao eléctrica entre o transmissor e o
receptor. Ele pode ser fios, cabos, fibra 6ptica ou simplesmente espago livre em que sinal

se propaga como uma onda eletromagnética.

Ruido- No processo de transmissao através de um canal de comunicacao,
que contém sinais de informacao cheguem ao seu destino distorcida que muitas vezes é
impossivel extrair as informacoes que possuem. Esta distor¢cao é devido principalmente
a dois fatores que estao sempre presentes nos canais fisicos: a distor¢ao produzida pelas
caracteristicas fisicas do canal que produzem distorcao de fase e de amplitude, e a distorcao
produzida por sinais aleatérios. Este tipo de sinais espurios natureza aleatéria é o que
é conhecido pelo nome genérico de "ruido ”. Na pratica verifica-se que existem muitas
potenciais fontes de ruido num sistema comunicagao: fontes de ruido externas (natural e
artificial) e de fontes ruido do sistema interno. Em particular, o ruido interno inclui uma
importante classe de sinais perturbacao gerado pelas flutuagoes espontaneas de corrente
ou circuitos de tensao e elementos eléctricos, que representam uma limitagao basica de

transmissao ou deteccao sinais

1. Ruido Atmosférico - Produzido por descargas elétricas associadas com trovoadas.
Sabe-se geralmente como "estaticos”. Abaixo de 100 MHz, a intensidade do campo
é inversamente proporcional a frequéncia. No dominio do tempo que é caracterizada

por picos de alta amplitude e curta duragao; ¢ um ruido impulsivo.

2. Ruido Extraterrestre - Devido ao sol e outros corpos quentes no céu. Devido a sua
alta temperatura e proximidade com a terra, o sol é uma fonte intensa, mas a energia

radiante, felizmente, localizada em uma ampla gama de frequéncias. As estrelas sao
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fontes de energia radiante de banda larga, embora mais distante e, portanto, menos

intensa, sendo mais numerosos sao coletivamente importantes como fontes de ruido.

3. Ruido produzido pelo homem -Ele inclui descarga de corona em linhas de alta
tensao, produzidos pelos motores elétricos, sistemas de Diatermia, o ruido de comu-
tagao, etc. Mudando sistemas de ruido e de igni¢ao é o tipo impulsivo, como o ruido
atmosférico. Devido a iluminacao fluorescente é um ruido muito freqiiente em nosso

ambiente

Receptor - O objetivo do receptor ¢é extrair o sinal desejado a partir do sinal
degradado transmitido pelo canal. A medida que os sinais recebidos sao geralmente fracos
os ruidos contaminados, uma primeira operacao do receptor é a amplificacao e filtragem
de sinais de forma que possam ser processadas. Mas o funcionamento fundamental de que
o receptor é "desmodulagao’ou de "deteccao”, o qual é o inverso do processo de modulacao
no transmissor. Devido a degradacao do sinal recebido, o receptor nao pode reconstruir
exatamente o sinal original, embora o tipo de degradacao que resulta depende do sistema
de modulacao utilizada. A funcao do receptor consiste entao em recuperar o sinal original,

por meio das etapas:

1. Demodulador - A partir da forma de onda recebida do canal o demodulador apro-
xima a forma de onde que foi enviada pelo transmissor e entrega na saida a versao
digital correspondente. KEssa funcao consiste em fazer a operagao inversa do mo-
dulador, sendo que neste caso o sinal que passa ao estagio seguinte possivelmente

estard contaminado com ruido.

2. Decodificador do Canal - Nesta etapa o decodificador de canal tenta corrigir
possiveis erros e entao produz uma estimativa dos digitos de saida passando esta

informagao ao decodificador de fonte.

3. Decodificador da Fonte - Nesta etapa ¢ devolvida a redundancia do sinal, sendo

ela removida no transmissor, antes que seja entregue ao destino.

4. Destino - E o ponto final onde deve chegar a informacao transmitida.

Nesta breve exposicao de um sistema genérico de comunicacao, observa-se que
o problema central esta na confiabilidade do sinal recebido em relagao ao sinal transmitido.

O sinal quando passa pelo meio de transmissao sofre pertubagoes, gerando os chamados



2.1 Cédigo de Arvore 18

erros aleatérios ou em surtos de varios erros de cada vez, nesse caso, diz-se que o canal
tem memoria. Com o objetivo de diminuir ou até eliminar os erros ocorridos através do

canal, sao utilizados cédigos corretores de erros.

2.1 Caddigo de Arvore

Dentre as classes de grafos, a classe das arvores é bastante importante para
a conceituagao dos codigos que serdo descritos a seguir. Uma arvore A = (D, M) é um
grafo conectado sem ciclos onde, D especifica a profundidade com p ramos divergindo
de cada vértice e M é a profundidade onde somente um ramo sai de cada vértice. Mais

formalmente, definimos uma arvore (D, M) p-dria como sendo uma &arvore tal que [19] :

1. p ramos divergem de cada vértice até uma profundidade D do vértice inicial;

2. somente um ramo diverge de cada vértice com profundidade maior ou igual a D,

porém, menor ou igual a D + M, Para

(a) DEZ e D>1,
by MeZ e M >0,

(c) peZ e u>2.

Uma 4rvore (D, M) p-dria possuem p” vértices terminais com profundidade
D+ M. A cada ramo r desta arvores associaremos uma palavra de ramo com S simbolos
do alfabeto de entrada de um canal discreto sem memoria. Seja R a taxa do cédigo de

= 2NE & 5 numero

arvore (D, M) p-aria e N é comprimento da palavra-cédigo. Entao p
de ramos que divergem de cada vértice até uma profundidade D, A\ o comprimento de
restricao da arvore, isto é, o numero total de digitos desde o vértice D — 1 até D + M,

temos que A é dado por: A = (M + 1) N.

Defina como um cédigo de arvore a quadrupla (N, R, D, M) , este c6digo forma
uma classe especial dos c6digos de bloco. O cédigo de arvore (N, R, D, M) considerado
como um cédigo de bloco consiste de p? palavras, onde cada uma tem comprimento

(D + M) N. A taxa deste cédigo é dada por:

5. log(n?) _ Diogyp
(D+MYN _ (D+M)N’
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. D
f= (D+M> A

como em geral D > M, tem-se R~R.

— 2NR

como [ , assim

2.2 (Cddigo de Treliga

Essa classe de cddigo pertence a classe de codigo de arvore pela introducao
da dependéncia entre os simbolos da fonte no processo de codificacao. A introducgao da
dependéncia gera a necessidade de se estabelecer um procedimento de codificacao para
o c6digo de arvore. A sequencia é determinada por (ai)i’:f , com, 1 = 0 sendo o limite
Inferior e i = D —1 o limite Superior. Seja uma sequéncia de digitos de informacao n-aria,
cada digito estara sendo associado um ramo que sai de cada vértice até a profundidade D.
Para cada sequéncia «q, aq, as, ...ap_1, estara sendo associado um caminho nesta arvore

até a profundidade D.

Suponha que para algum v € Z, entre M e D 4+ M, identificamos cada vértice
da arvore (D, M) n-dria com os 7 digitos de informagcao anteriores, e somente o digito 0
sera associado & cada vértice entre D e D 4+ M. Dessa forma, fica estabelecido o esquema

de codificagdo de um cédigo de arvore (D, M, ~y) n-dria, onde os vértices sao enumerados.

Se esta arvore tem memoria 7y, no sentido de que para dois vértices na mesma
profundidade, resultem em uma mesma sequencia codificada resultante, quando a mesma
sequencia de digitos de informacao é aplicada a entrada do codificador a partir de quais-
quer um desses vértices, entao precisa manter somente uma dessas sequencias. Quando

isso ocorre, é chamado de uma treliga (D, M, ) n-aria.

A quintupla (N, R, D, M,~) define um cédigo de treliga para um canal dis-
creto sem memdria, onde a cada ramo desta treli¢a associa-se uma palavra ramo (cédigo)
consistindo de N simbolos do alfabeto de entrada do canal. A quintupla (N, R, D, M,~) é
uma classe especial do cédigo de arvore definido pela quadrupla (N, R, D, M) a restrigao

de memoria 7 continua sendo valida, o mesmo acontecendo com a taxa R do cédigo.
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2.3 C(Cddigo Convolucional

Por meio do conjunto de medias, utilizado por Shannon na demonstragao do
Teorema Fundamental da Teoria de Informagao, que o conjunto dos cddigos de arvore
definido quadrupla (N, R, D, M) para um canal discreto sem memoria coincide com o
conjunto dos cédigos de treliga definido pela quintupla (N, R, D, M,y = D + M). Assim

¢é considerado somente o conjunto dos cédigos de trelica.

: D—1 . .. . .
Seja g, a1, g, ...ap_1 = (®);_, , a sequencia dos digitos de informagao a ser

codificada, onde cada «; esta associado a um ramo da trelica a ser seguido pela sequencia

s . . D+M-—1 . .
até a profundidade D, e seja (o, 51, B2, ...0pipm—1 = (BZ-)Z.:JB a sequencia codificada
( : . ~ D+M—1 .
correspondente & sequencia de informacao o, a1, g, ...apiv—1 = (a5),, , assim a

representacao do codificador, segundo esse modelo é dado por:
ﬁi = F(ala A1, A2, ... ], Z)

Sendo que I' é uma funcao arbitraria dos [3;, que pode ser linear ou nao linear.
Quando a funcao I' é linear os codigos de trelica formam uma classe especial de cédigos

chamados de convolucionais.

De um modo formal, suponha que o alfabeto de entrada de um canal discreto
sem memoria ¢ formado pelo corpo finito F, (GF(q)) com q elementos, onde q ¢ um
numero primo ou uma potencia de numero primo. Suponha que i = g%, tal que o; forma

uma L-ipla sobre F, (GF(q)). Assim a taxa desse cédigo é dada por:

O codificador convolucional : (N, R, D,~y) com
Bi =T (Oéi, OG—1, Qj—9, .00, Z) )
é tal que :
1. o € [GF(q)}L

2. p; € |[GF (q)]N e I'( ,17) s@o fungoes lineares que podem ser representadas por:

@z’ = ang(z) + Oéi_lGl (Z) + ai_QGQ(i)+, R Oéi_,yG,y(Z.),
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sendo G;(7) matrizes L x N sobre F, (GF(q)), para o caso invariantes no tempo, I'( ,7) =

I', e assim obtem-se:
Bi = a;Go + a;—1G1 + ai—2Gat, ... + G,

sendo G; matrizes L x N sobre F, (GF(q)). A representacao matricial para os cédigos
convolucionais, como ocorre com os codigos de bloco. Nesta direcao, para conseguir uma
estrutura matricial para os cédigos convolucionais, para o caso particular de invariante
no tempo, basta que a sequencia de informagao e a sequencia codificada sejam similares,

e portanto a matriz geradora G do codigo convolucional invariante no tempo é dada por:

ﬁi = OéiG(] + Oél',lGl + Oéi,QGz—i‘, . ozi,vG,y

e
Go Gy - -+ G, 0 0
0 Go G - G G,
Bop+m = op] = | 0 0
0 0 - Gy G -~ 0
0 0 . . Gy - G,
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3 Cdédigos Convolucionais

Em codificador convolucional a mensagem m a ser codificada é representada
pela sequéncia m = mq,ma,...m;, ..., onde cada m; representa um bit e i é o indice
correspondente ao tempo, e a sequéncia codificada ¢ = G(m), onde ¢ = ¢y, ¢, ..., ¢, ...,

sendo entao representado na Figura 3.1

Sequéncia de Entrada Sequéncia Codificada

m = ml, m2, ..., mi,... c=cl, c2, ..., Ci e

3 Codiﬁcat_lor 3
Convolucional

Figura 3.1: Codificador convolucional

Considerando que m; assuma os valores 0 ou 1 de forma equiprovavel, e que a
presenca de um ou outro seja estatisticamente independente, o bit presente nao depende de
seu predecessor nem influéncia seu sucessor. O codificador transforma cada sequencia m
em uma unica sequéncia cédigo ¢ = G(m). A sequéncia codificada U pode ser segmentada
em uma sequeéncia de palavras ramos ¢ = ¢y, o, ..., ¢, ..., € cada palavra ramo ¢; é um
simbolo cddigo binario, chamado frequentemente de simbolo do canal, bits do canal ou

bits cédigos.

Ao contrario dos bits da mensagem de entrada m, os bits dos simbolos cédigos
nao sao independentes. Embora uma sequéncia m defina uma tnica sequéncia ¢, uma
caracteristica dos codigos convolucionais é que um elemento m; de uma sequéncia de
entrada m nao é suficiente para definir seu simbolo cédigo associado ¢; em U, uma vez
que a codificacao de cada elemento m; nao é apenas funcao do proprio m; mas também

do elemento m;_; que o procede.

A Figura 3.2 representa um codificador convolucional genérico, sendo cons-
tituido de um registador de deslocamento de kK estagios e somadores médulo-2, onde
temos que K determina a extensao de influéncia, ou seja a profundidade do cédigo e k
sendo os bits de informacao. A profundidade de cédigo convolucional é definida como
sendo o maximo numero de bits codificados que podem ser afetados por um tnico bit de

entrada.



3.1 Codificador Convolucional 23

k K Estagios de Registradores de Deslocamento

L e |

k bits de Informac3o|

Sequéncia Codificada

Y

Figura 3.2: Diagrama de blocos de um codificador convolucional genérico

A cada unidade de tempo, k bits sao deslocados para os primeiros k estagios
do registrador, todos os bits no registrador sao deslocados k bits para direita e as saidas
dos n somadores sao sequencialmente exibidas para a obtencao do simbolo codigos ou
bits cédigos. Portanto, n bits cédigos sao obtidos na saida para cada grupo de k bits de

mensagemn, a taxa do c6digo é £ bits de mensagem por bits cédigos, onde k < n.

n

3.1 Codificador Convolucional

A codificacao convolucional envolve memoéria, portanto um codificador convo-
lucional, pode ser implementado como um circuito légico-sequencial. Em um CSL, os
sinais escolhidos de um corpo finito GF(q) sao aplicados simultaneamente a todos os ter-
minais de entrada em instantes discretos de tempo, este circuito consiste de uma rede de

interconexdes entre um numero finito de componentes primitivos.

Dois tipos de componentes primitivos sao considerados em codificadores con-
volucionais: os somadores para implementar adicao modulo-q e os elementos de memoria

para atrasar (ou armazenar) um sinal de entrada por uma unidade de tempo.

Os conceitos de codificador e de codigo convolucional estao intimamente relaci-
onados, mas sao distintos. Sendo que na literatura existem duas interpretacoes distintas,
mas complementares. Uma destas interpretagoes define o codigo primeiro, como um su-
bespaco C, k-dimensional de um espago vetorial n-dimensional sobre um corpo apropriado,

e define o codificador como uma matriz de dimensoes k x n cujas linhas sao uma base
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para o c6digo, esta interpretagao estd descrito em [9] e [14]. Outra interpretagao define o
codificador como um CSL com k entradas e n saidas, e entao define o c6digo como o con-
junto de sequencias de saida geradas pelo codificador para todas as possiveis sequencias

de entrada.

3.2 Representacoes de codificadores convolucionais

Para descrever um cédigo convolucional é necessario caracterizar a fungao de
codificacao de tal forma que, dada uma sequéncia de entrada k, seja possivel determinar
a saida codificada n. Uma abordagem muito comum para apresentar o processo da co-
dificacao convolucional é por meio de exemplo, sendo assim as subseccgoes apresentadas
a seguir mostram as formas de representacao mais comuns bem como as caracteristicas

bésicas de um codificador convolucional e seu principio de operacao

3.2.1 Representacao Discreta

Um codificador convolucional de taxa r = % é representado por nk sequencias
de geradores: g/ = (gz%), g,;(fi), - ,gz(jy)n) parai=1,--- ,kej=1,---,n, onde i representa

a entrada, j a salda e m o numero de memoérias. Evidentemente, a operacao do codificador
convolucional é a convolucao discreta da sequéncia de informacgao com as sequencias de

geradores expressa como sendo
k

o0 =Y (u' x g))

i=1

para j = 1,---,n, onde * é a operacao de convolucao. Cada uma das n sequencias
codificadas
) — (0 0d o)
U( ) = ('UO’UD'U% e )7
onde v] tem comprimento n, para j = 1, ..., n pode depender de cada uma das k sequencias
de informagao
() _ (i i i
u _(uo’u17u27"'>7
onde u] tem comprimento k, para i = 1,--- , k. A sequéncia geradora composta para a

i-ésima entrada do codificador é definida como:

_ 1 2 n 1 n 1 n
gi = gi,07 gi,Ov ctty gi707 gi,lv tt gi717 e gi7m7 cte giym'
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A convolucao discreta pode ser expressa de uma forma mais compacta através
de uma multiplicacdo de matrizes. As k sequéncias de informacao podem ser escritas

como sendo a sequéncia de informacao:

i _ (12 ko1 k
u® = (ug,uy, ug, ) = (up,ud, . uk ul, k),
1 k) : . .
onde u; = (ug ), e ug )) é bloco de informacao no instante de tempo t. Da mesma forma,

a palavra-codigo obtida a partir das n sequencias codificadas é dada por:

) = — (pyl )2 ko1 k
U()_('UO;'UJ,UQ’--.)_(UO,UO,...,UO,Ul’,,_77)1’...),

onde v, = (vt(l), ...,vlfk)) ¢ o bloco codificado no instante de tempo ¢. portanto, a co-

dificacao convolucional pode ser escrita como v = u@G, onde G é uma matriz geradora

semi-infinita definida como:

Gy Gi1 Gy --- Gm
G Gy G -+ G,—-1 Gy
Gy -+ Gn—2 G,—-1 Gy

os espacos em branco indicam zeros e as matrizes GG; sao da forma

1 2 n

910 910 0 91y

1 2 n

921 921 " Y92,

G’l — ) ) ’
1 2 n

ki1 kg " Yky

) )

onde g/, é a sequencia geradora entre a i-ésima entrada e a j-ésima saida no l-ésimo instante

de tempo.

Aplicagao: [24]Considere a mensagem M = 0110 aplicada no codificador da
Figura 3.3. Para este codificador pode-se escrever os vetores conexao g, € go para os dois
somadores como:

g1 = 101, go = 111 e 110111.

A resposta ao impulso deslocada é representada na forma matricial, e a sequéncia cédigo

c é obtida por c=m - G.

11 01 11 00 00 00
00 11 01 11 00 00

c=m-G=(0110) = (001110101100.
00 00 11 01 11 00

00 00 00 11 01 11
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3.2.2 Representacao Polinomial

As sequéncias de geradores g.(j )

;7 comi=1--- kej=1,--- n sao finitas e

podem ser representadas como polinomios de grau finito em um operador de retardo D.

Os polinomios geradores para um codificador (n, k, m) sdo representados por

9 (D) = g0 + 9\ D + -+ g D™, onde i =1, ke j=1,-,n.

As sequéncias de entrada e saida do codificador podem ser escritas como po-

linomios utilizando o operador de retardo, como:

u (D) = ul +uiD + uyD?* 4 - --

V(D) = v +vi!D+viD? + ... |

respectivamente, sendo a convolu¢ao no dominio do tempo equivalente a multiplicagao no
dominio das transformadas, a operacao de decodificagao é escrita por:

v9(D) = Z u? (D) (D). (3.1)

1=1

Um codificador (n, k, m) no dominio das transformadas, pode ser representado

por uma matriz G de dimensao k x n denominada matriz geradora polinomial e é dada

por ) i
9'(D)  ¢?(D) - g"(D)
o _ | ®'®) D) gV D)
L a'D) g’(D) - g(D) |
onde gg(D) é um polinomio de tal forma que, para um dado ¢ e para todo j = 1,--- ,n,

capturam a influéncia do i-ésimo registro de deslocamento sobre todas as n saidas.

A operacao de codificacao pode ser escrita em termos da matriz geradora na
forma polinomial como:

v(D) = w(D)G(D). (3.2)

O vetor u(D) tem k componentes u¥(D), para i = 1,--- , k. Analogamente,

o vetor u(D) tem n componentes v (D), para j = 1,---  n.
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Aplicagao: [24]Considere a mensagem M (z) = x + 2 aplicada pelo codifica-
dor da Figura 3.3. Para este codificador pode-se escrever os vetores conexao gi(x) e go()

para os dois somadores como:
gi(z) =142" e gz) =1+ +2?
os polindmios geradores, em termo de operador atraso D, sao:
(D) =1+D* e g(D)=1+ D + D?,

onde o termo de mais baixa ordem corresponde ao estiagio de entrada do codificador.
A sequéncia de saida do codificador é obtida por ¢(D) = m(D)g;(D) intercalado com

m(D)ga2(D). assim, a mensagem em termos de operador atraso, tem-se:
m(z) =z + 2> e m(D)= D+ D?

onde o primeiro bit a entrar no codificador é aquele que corresponde ao termo de menor

ordem. Assim,
m(D)g(D) = (D + D*)(1+ D?) =D+ D*+ D*+ D*

m(D)go(D) = (D + D*)(1+ D+ D? =D+ D*
m(D)g1(D) = D +1D*+ 1D* + D*
m(D)g:(D) = D+ 0D*+ 0D* + 1D*

c=11101011.

3.2.3 Representacao Grafica

As representagoes graficas proporcionam um melhor entendimento da opera-
¢ao de codificacao convolucional. No Diagrama de Estados o codificador convolucional
¢ um circuito logico linear é implementado com o uso de registros de deslocamento, o
contetido desses registros é chamado de estado do codificador. Todos os possiveis estados
do codificador e as entradas que causam as transigoes entre estes estados podem ser com-
pactamente representados pelo diagrama de estados. A Figura 3.4 mostra o diagrama de

estados para o codificador (2, 1, 2) da Figura 3.3.

Consideremos em todos os diagramas de estados, que o bit mais recente e o

menos significativo no estado e cada elipse no diagrama é um estado. Assim, o estado
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Figura 3.3: Codificador (2, 1, 2)

1/01

Figura 3.4: Diagrama de Estados-Codificador (2, 1, 2)

deste codificador no instante de tempo ¢ é formado pelos bits contidos na segunda e nas
primeiras células e o estado no instante de tempo ¢ — 1 é formado pelos bits contidos na
terceira e nas segundas células, cada bit que entra no codificador produz uma saida (dois

bits nesse caso) que depende do bit de entrada e dos bits armazenados na memdria.

A operacao de codificacao corresponde a uma sequéncia de transigoes de es-
tados, comecando por um estado conhecido.Em geral, existem 2* transicoes saindo de
cada estado, que correspondem a sequéncia de informacao u;, de comprimento de k. Para

uma dada sequéncia de informagao, que correspondem a sequéncia codificada é obtida
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percorrendo-se o diagrama de estados, a comegar pelo estado todo nulo.

A escolha do estado todo nulo como estado inicial é equivalente a inicializar
o codificador com todos os elementos de memoria dos registros de deslocamento preen-
chidos por zeros. Na Figura 3.4, o diagrama de estados da sequéncia de saida gerada
pelo codificador para a sequéncia de informagao u = 1011001 é v = 11010010101111. O
diagrama de trelica outra representacao muito comum para o codificador convolucional
é o diagrama de trelica. O diagrama de treliga para o codificador (2, 1, 2) é mostrado
na Figura 3.5, onde existem quatro possiveis estados, assumindo que o estado inicial é o

estado todo nulo 00.

Apés m = 2 unidades de tempo, a trelica expande-se para incluir todos os
quatro estados. De cada estado saem duas transicoes; as linhas tracejadas correspondem
a entrada dos bits 0 e as linhas continuas correspondem a entrada do bit 1, cada linha
¢ acompanhada pelos correspondentes bits de saida, os tultimos m estagios da trelica sao
utilizados para o retorno ao estado inicial 00, e correspondem a entrada de m blocos de
bits zeros. Cada palavra coédigo é um caminho que comeca no estado 00, no instante de

tempo t = 0, e termina no estado 00.
Diagrama de Estados

Um codificador convolucional é um circuito légico linear, e é implementado
com o uso de registro de deslocamento. O contetudo desses registros é chamado de estado

do codificador.

Todos os possiveis estados do codificador e as entradas que causam as transicoes
entre estes estados podem ser compactamente representados pelo diagrama de estados. O
diagrama de estados mostra a transicao entre os estados, os k bits do bloco de informacgao
que provocam cada transi¢ao e os n bits do bloco de saidas do codificador, [4] [15]. A
Figura 3.4, mostra o diagrama de estados para o codificador (2, 1, 2). Consideremos
que, em todos os diagramas de estados, que o bit mais recente é o menos significativo
no estado. Cada elipse no diagrama é um estado. Assim, o estado deste codificador no
instante de tempo ¢ é formado pelos bits contidos na segunda e primeira células e o estado
no instante de tempo ¢ — 1 é formado pelos bits contidos na terceira e segunda células.
Cada bit que entra no codificador produz uma saida (dois bits nesse caso) que depende

do bit de entrada e dos bits armazenados na memoria.

A operacao de codificacao corresponde a uma sequéncia de transicoes de es-
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Figura 3.5: Diagrama de Treli¢a - Codificador (2, 1, 2)
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tados, comecando por um estado conhecido. Existem, em geral, 2 transi¢oes saindo
de cada estado, que correspondem a sequéncia de informacgoes u;, de comprimento k.
Para uma dada sequéncia de informacao, correspondendo a sequéncia codificada é obtida

percorrendo-se o diagrama de estados, a comegar pelo estado todo nulo.
Diagrama de Trelica

Outra representacao que é muito comum para o codificador convolucional é o
diagrama de trelica. Na Figura 3.5 é mostrado o diagrama de treliga para o codificador (2,
1, 2), o qual existem quatro possiveis estados. Estado inicial é o estado todo nulo a = 00.
Apods m = 2 unidades de tempo, a trelica expande-se para incluir todos os quatro estados.
De cada estado saem duas transigoes; as linhas tracejadas correspondem a entrada do bit
1. Cada linha é acompanhada pelos correspondentes bits de saidas. Os tltimos m estagios
da trelica sao utilizados para retorno ao estado inicial a = 00, correspondem a entrada de
m blocos de bits zeros. Cada palavra cédigo é um caminho que comeca no estado a = 00,

no estante de tempo ¢t = 0, e termina no estado a = 00.

3.3 (CC, Equivalentes

Um cédigo convolucional é gerado por varios codificadores, e uma nocgao de
equivaléncia de codificadores pode ser introduzida, temos que dois codificadores convolu-
cionais sao equivalentes se eles geram o mesmo cédigo.

Construcao de um codificador equivalente ao codificador da Figura 3.3 com

taxa % e com diferentes nimero de memorias. A solucao trivial é utilizarmos a mesma

matriz geradora discreta semi-infinita. Esta matriz, quando associada a um codificador

(4,2,1) mostrado na Figura 3.6 , pode ser escrita como:

Forma Matricial:
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Figura 3.6: Codificador (4, 2, 1)

SN
L
A

1101 1100

0011 0111
1101 1100
G = 0011 0111
1101
0011

Forma Polinomial:
1+D 1+ D
D 1

1100

0111
0 D
1+D D

O CSL é constituido deste codificador a partir de qualquer uma destas duas matrizes. O

codificador (4,2, 1) é apresentado na figura 3.6, e o diagrama de estados do codificador

(4,2,1) esta mostrado na Figura 3.7.

3.4 Propriedade da Distancia dos Cdédigos Convolu-

cionais

O desempenho dos codigos convolucionais esta diretamente ligado ao algoritmo

de decodificacao e também as propriedades de distancia do cddigo, as distancia mais
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Figura 3.7: Diagrama de Estados do Codificador(4, 2, 1)

importantes que sao utilizadas no estudo dos codigos convolucionais sao:
- distancia livre denotada dyee OU do ;
- distancia de coluna denotada d;;
- distancia minima denotada d,,;,;

A mais importante dentre tais distancias é a distancia livre, definida por Cos-
tello em [3] e [4], pois é através desta que é estabelecida a capacidade de corre¢ao ou de

detecgao de erros associados aos cédigos convolucionais.

3.4.1 Distancia Livre de um Coédigo Convolucional

A distancia livre, d ., de um cédigo convolucional como sendo a menor distan-

cia de Hamming entre quaisquer duas sequencias codificada proveniente de duas sequéncias
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de informacao distintas.

Simbolicamente, temos que :
dfree = min{dy(v,v") : u # u'}

= min{wy (v) : u # 0}
= min{wy (uG) : u # 0}

, onde v, é sao as sequencias codificadas correspondentes as sequencias de informacao u e
u/, respectivamente. Portanto, a distancia livre é a distancia de Hamming minima entre
quaisquer duas palavras codigos distintas. Por causa da linearidade dos c6digos convolu-
cionais, a distancia livre é também o menor peso da palavra cédigo nao nula. Os cédigos
gerados por codificadores equivalentes possuem o mesmo dg.. €, consequentemente, a
mesma capacidade de correcao. Este parametro é usado para analisar o desempenho de
algoritmos de decodificacao baseados no principio de méaxima verossimilhanga, compre-
endendo o algoritmo de Viterbi, que serd a apresentado na préoxima se¢ao, e também o
algoritmo de decodificacao por sindromes

Exemplo: Através do diagrama de estados da Figura 3.4 ou do diagrama de trelica da
Figura 3.8 , pode-se facilmente verificar que a distancia livre do cédigo gerado pelo codi-
ficador do cddigo convolucional (2, 1, 2) é df.ee = 5. O caminho de dy,.. é constituido de

trés transicoes de estados, a saber:
a=00—b=01—c=10 — a = 00,

referentes a palavra codigo 110111 e a sequéncia de informacao u = 100.

Um céddigo convolucional tem distancia livre 6tima se sua distancia livre ¢ igual
ou superior a qualquer outro codigo convolucional de mesma taxa e mesmo comprimento
de restrigao de saida. A partir da definicao da distancia livre, ou seja df.e. ¢ possivel
definir que a mdzima capacidade de correcao de erros ts... de um coédigo convolucional é

dada por :
d ree — 1
tree = {—f ; J . (3.3)

Os c6digos gerados por codificadores equivalentes (dois codificadores que geram
o mesmo c6digo) possuem o mesmo dye. €, consequentemente, a mesma capacidade de

COTTECAO.
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Figura 3.8: Diagrama de trelica

O parametro ¢, ¢ utilizado para analisar o desempenho de algoritmos de de-

codificacao baseados no principio de maxima verossimilhanca, compreendendo o algoritmo
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de Viterbi, que serd apresentado na proxima secao.

3.5 Tipos de Codificadores Convolucionais

Neste Capitulo é mostrado alguns tipos de codificadores convolucionais, sendo
os mesmos importantes para o desenvolvimento desse trabalho, apresentando um breve
estudo sobre os seguintes codificadores: codificadores catastroficos, nao catastroficos, co-

dificadores de meméria unitaria e codificadores de memoria parcialmente unitaria.

3.5.1 Codificadores Catastroficos e Nao Catastroficos

Os codificadores catastréficos sao aqueles que geram uma palavra-cédigo de
peso finito para uma sequéncia de informagao de peso infinito,[13]. Nestes casos, existe
uma probabilidade nao nula de que quando esta palavra-cédigo é transmitida através
de um canal ruidoso, um numero finito de erros introduzidos pelo canal, provoque um
niumero infinito de erros de decodificagao. Esta situacao é conhecida como propagacao
catastréfica de erros. Massey e Sain em [14] propuseram um teorema para determinar se
um codificador é catastrofico ou nao. Segundo este teorema, para evitar a propagacao

catastrofica de erros, os codificadores de taxa % devem satisfazer a condigao:
mdc[g"(D),j =1,2,-- ,n] =1,

onde mdc denota o maximo divisor comum. Através de um diagrama de estados, uma
forma de saber se um codigo convolucional é catastrofico ou nao é observar se existe uma

malha fecha de peso nulo.

Exemplo. O codificador (2, 1,2) possui os seguintes polinomios geradores:
¢gY(D)=1+D
g® (D) =1+ D?,

temos

mdclg™ (D), ¢ (D)] = 1 + D,
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e portanto o codificador é catastrofico.

Considere a sequéncia de informagao u(D) = ﬁ, ou seja, u = 1111.... neste caso, as

sequencias codificadas sao:

v = u(D)gM (D) =1

v® = w(D)g® (D) =1+ D,
o que corresponde a sequéncia codificada v = 11010000 - - - se os trés bits nao nulos forem
afetados por erros, a sequéncia recebida serd r = 000000 --- neste caso, o codificador
ird produzir a sequéncia toda nula como estimativa da sequéncia de informagao original,

resultando portanto em um numero infinito de erros de decodificacao.

3.5.2 Codificadores de Memoria Unitaria

Sejam u,; o vetor de entrada k-dimensional e v; o vetor n-dimensional de digitos

codificados cujas componentes pertencem a F;, definidos por:

Uy = (Ut1>Ut2> T autk’)

Uy = (Ut17Ut2, t 7Utn)7

respectivamente, com ¢t = 0,1, - -.

Sejam Gg(t) e G1(t) matrizes kg X ng variantes no tempo com elementos sobre
F,, geradoras por um cédigo convolucional (ng, ky) de memoria m definido pela seguinte
regra de codificagao
vy = wGo + ui—1Go + -+ + Ut— 1, G (3.4)
onde t >0 e u_; =0, e 0 é definido como sendo a matriz linha onde todos seus elementos
sao iguais a zero. Note que as operagoes sao as operagoes em [7,.

O codificador convolucional :
/ / /
n =mng, k" = mko,m =1

definido por,
Gy Gy - Gy G 0O --- 0
0 Gy - G Gy Gn -+ 0
Go=| . 7 " ea=| "

0 0 - Gy Gi Gy - Gy
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é equivalente ao cédigo em (3.4), no sentido que a mesma sequencia codificadora binaria

semi-definida, estd associada 4 mesma sequencia de entrada semi-definida,[12] e [16]

3.5.3 Cébdigos de Memdria Unitaria Parcial( MUP)

A classe de cédigo convolucional denominado cédigo convolucionais de memoria
unitaria parcial(MUP), possui a importante caracteristica de conter codificadores minimos
atingindo a mesma distancia livre, que a dos codigos de memoria unitaria, proposto em
[11]. A propriedade de minimalidade resulta da submatriz G’} tendo posto menor que k,
isso implica menor complexidade em termos do niimero de estados quando comparado ao

c6digo de memoria unitaria.

Uma condicao suficiente, para um coédigo de memoria unitaria parcial ser nao
catastrofico é que Gy tenha posto completo e que as n linhas nao nulas de G; sejam
linearmente independente entre si, e linearmente independentes das linhas deGg, temos
que, a importancia de n é que este, determina o nimero 2" de estados no decodificador

quando utilizado o algoritmo de Viterbi.

Definicao 3.5.1. Um cédigo convolucional é denominado étimo se sua fungao enumera-

dora possui o menor numero de palavras codigo com peso igual a d¢yce.

Entretanto, se pelo menos dois codigos apresentam o mesmo numero de palavras-
codigos com o valor d .., entao aquele que apresentar o menor nimero de palavra-cédigo
com distancia dy,.. + 1, serd considerado 6timo. Se persistir o fato que ambos os cédigo
tenham o mesmo ndmero de palavra-cédigo com distancia dy... + 1, a politica adotada
serd a de continuar o processo até que um destes codigos, apresente um menor nimero de

palavras-codigos com distancia dge. + j, sendo j > 1 um inteiro positivo.

Defini¢ao 3.5.2. O fluxo maximo (¢) é a soma dos pesos de Hamming das palavras-
c6digo ramo que saem e entram no estado zero na representacao do diagrama de estados,
e satisfaz a equacao:

¢p=n-(¢g—1)-¢"Y, (3.5)
temos que a equacao 3.5, representa o peso de Hamming total de um cddigo de bloco

sobre F,, contendo ¢* palavras-cédigo de comprimento n.

Definicao 3.5.3. Conservacao de Fluxo é o fluxo ¢ que entra e sai de cada estado,

com exce¢ao do estado zero no diagrama de estados, é constante. Consequentemente,
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as propriedades de fluxo maximo e conservagao de fluxo implicam no fato que nenhuma

coluna Gy e G; possam ser nula.

3.6 Decodificacao dos Cddigos Convolucionais

O Algoritmo de decodificagao dos codigos convolucionais mais conhecido é al-
goritmo de Viterbi, um decodificador de maxima verossimilhanca para um determinado
tipo de canal sem memoria, escolhe como palavra-cédigo aquela que maximiza o loga-
ritmo da funcao probabilidade condicional conjunta de uma sequéncia de saida, dado uma
sequéncia de informacao na entrada do canal. Esta funcao é chamada métrica associada
ao caminho. Como o algoritmo de Viterbi é um decodificador de méxima verossimilhanca,
este algoritmo escolhe o caminho na trelica com a maior métrica e assim, fornece a melhor
sequéncia estimada dentre todas as possiveis sequencias na trelica a partir da métrica

acumulada. Seja r a sequéncia recebida e v a sequéncia na entrada do canal, isto é,
r=(ry,re, .1 € v= (01,0 ...,; V),

onde 7; e v; tém comprimento n. o algoritmo de Viterbi consiste dos seguintes passos:

1. Iniciar o procedimento de comparacao entre r e v através da comparacao de r; com
todas as transicoes entre estados na janela de tempo da trelica. Para ¢ = 1, calcular

a métrica parcial e armazene a maior métrica que chega a cada um dos estados;

2. Passar para a proxima janela de tempo, incrementando-se ¢ de uma unidade. Com-
putar nova métrica para todas as transicoes de estados na janela de tempo i + 1,
e acumulara métrica obtida na janela de tempo anterior. Novamente, armazenar a

maior métrica obtida em cada um dos estados no instante de tempo 7 + 2;

3. Caso i seja menor que o tamanho da mensagem a ser decodificada, repetir o passo

dois. Caso contrério, parar.

3.6.1 O Algoritmo de Viterbi

O algoritmo de Viterbi é um decodificador de mdxima verossimilhanca com
baixa carga computacional em fungao da utilizacao da estrutura dos diagramas de trelica

dos cédigos convolucional, [9] [8], isto é, escolhe o caminho na treliga com menor métrica
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acumulada e assim, fornece a melhor sequéncia estimada dentre todas as possiveis sequén-
cias na trelica a partir da métrica acumulada. A distancia de Hamming constitui uma

métrica.

Definigao 3.6.1. [26] e [15] Dado dois elementos u e v do cédigo, a distancia de Hamming
é definida por
d(u,v) = [{iJu; # v, 1 < i <n}. (3.6)

Considere a sequéncia de informagao original v = 1011001 que apds ser codi-
ficada pelo codificador da Figura 3.3, obteve a sequéncia v = 11010010101111 e esta foi
enviada.Aplicando a decodificagdo abrupta pelo algoritmo de Viterbi [1] [20] , obtém-se
um diagrama de trelica que ao aplicar um erro no quarto par de bits obtém-se a Figura

3.9.

A decodificacao abrupta pelo algoritmo de Viterbi consiste dos seguintes pas-

SOS:

1. Iniciando do estado 00, compara-se a distancia de Hamming do primeiro par de bits
da sequéncia cédigo com as distancias de Hamming das duas transigoes possiveis a

partir do estado 00. As distancias de Hamming obtidas sao armazenadas.

2. A distancias de Hamming do préximo par bits da sequéncia cédigo comparada com
distancias de Hamming das transicoes possiveis a partir dos estados alcancados apds
o passo anterior. As distancias de Hamming encontradas sao somadas aquela obtidas

nas transicoes anteriores.

3. O mesmo procedimento apresentado no passo 2 é repetido para o proximo par da
sequéncia codigo. No passo atual alguns dos estados sao alcangados por dois cami-
nhos diferentes. O caminho sobrevivente (caminho a ser seguido no préximo passo)

deve ser aquele que apresenta a menor distancia de Hamming acumulada.

4. Repete-se 0 mesmo procedimento até o final da sequéncia.

Na analise do 1ltimo par de bits recebidos, na Figura 3.9, o caminho sobrevivente aponta
uma distancia de Hamming acumulada igual a 1, identificando um erro no quarto par de
bits. Este resultado mostra que a sequéncia decodificada com maior probabilidade ter

sido a sequéncia transmitida ¢ a sequéncia 11010010101111, correspondente a mensagem
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11010011101111

Mensagem codificada com Erro (Transmitida pelo Canal)

1011001

Mensagem original
u

Figura 3.9: Trelica com um erro no quarto par de bits da mensagem codificada

u = 1011001. A sequéncia recebida apresenta um erro em relagao a sequéncia decodificada,

a distancia de Hamming acumulada é 1.
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4 Sistemas Criptograficos

Nos sistemas criptograficos, existem dois métodos, para cifragem e decifra-
gem dos sistemas, a saber: o método convencional e método por chaves publicas. No
sistemas convencionais, considerando dois usudarios que desejam se comunicar, devem pré-
estabelecer uma chave comum, por meio de um canal seguro de envio e recepgao de men-
sagens. Observa-se que em um sistema com N usuarios este processo de cifragem torna-se

restritivo diante desta seguranca, esta restricao deve-se ao estabelecimento de conexoes

. , de ch toordfi (e - NIN-D)  gond
seguras, pois o niimero de chaves criptogréficas necessarias ¢ no maximo, —5—. Sendo

que essas chaves pode ser invidvel, para um sistema com 100.000 usuarios.

A ideia basicas da utilizagao das chaves publicas é a eliminacao da necessidade
de utilizacao de um canal eficiente e de alta seguranca para distribuicao e chaves. Do
ponto de vista da implementacao os sistemas que usam chaves publicas se fundamentam
na existéncia de métodos diferentes para cifragem e decifragem. Os primeiros métodos de

chaves publicas & criptografia foi apresentado por Diffie e Hellman em [6].

4.1 Sistemas Criptograficos Convencionais

1. A privacidade:
Tem por objetivo evitar que a informacao seja interceptada no canal por pessoas
nao autorizadas. Essas pessoas sao chamadas de criptoanalistas. Na Figura 4.1 é

mostrado um sistema criptografico com privacidade;

Criptoanalista M
Fonte » Receptor
| M C M|
Cifrador . »| Dedifrador
A

Figura 4.1: Sistema Criptografico com Privacidade
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2. A autenticidade:
Busca evitar que a informacgao seja alterada pelo criptoanalista. Na Figura 4.2
temos uma sistema criptografico que ilustra este tipo de problema. Este dois tipos
de problemas estao ligados intrinsecamente e para resolvé-los uma tunica técnica é
aplicada. Neste caso, o transmissor gera uma mensagem M, que é enviada por um
canal inseguro monitorado por um criptoanalista. Com o objetivo de evitar que esta
mensagem seja interceptada por pessoas nao autorizadas, o transmissor cifra o texto

M com uma transformagao invertivel T}, através da transformacao
C =T(M)

. Assim, a tarefa do receptor autorizado, ao receber a mensagem T (M), serd a de

aplicar uma transformacdo inversa T, ' em T (M), ou seja,
TN TW(M) = M

, de modo a recuperar a mensagem original M.

CRIPTAN ALISTA

FONTE »| CIFRADOR DECIFRADOR p——————P DESTINO

...............................

Figura 4.2: Sistema Criptogréafico com Autenticidade

4.2 Sistemas Criptograficos de Chave Publica

Como mencionado anteriormente, uma das grandes limitacoes dos sistemas
convencionais, reside no fato de que tais sistemas necessariamente gerem um canal seguro
para o envio da chave. Por outro lado, como o processo de cifrarem e decifrarem sao
inseparaveis nestes sistemas estas chaves devem ser enviadas de forma bastante protegida.

Com o objetivo de solucionar este problema, em [6] lan¢aram um novo conceito
em criptografia, que é a implementacao que utiliza a técnica de chaves ptiblicas. Este tipo
de sistema ¢ mostrado na Figura 4.3. Existem dois tipos de sistemas de chave publica, a

saber:
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—————3| CRIPTANALISTA [————>

FONTE » TRANSMISSOR » RECEPTOR |——>»

CHAVE 1

CHAVE 2

Figura 4.3: Sistemas de Chave Ptblica

1. Os criptosistemas de chave publica;

2. Os sistemas com distribuicao publica de chaves.

4.2.1 Knapsak Binario

Em [19] o cripto sistema do tipo Knapsack tendo como base os cédigos convo-

lucionais pode ser descrito como mostrado na Figura 4.4.

Gl

ptd
<€

Canal

D E— Alle—— v/s |&e——— Blle—

Figura 4.4: Modelo de Cripto sistema de Chave Publica-Knapsack Binario

Na figura 4.4, o bloco G representa na forma matricial a matriz geradora de um
cédigo convolucional, os blocos A e B representam transformacoes armadilhas apropriadas
p X ben x q, respectivamente, dando origem a um novo coédigo convolucional com taxa
r = § e com o mesmo numero de registros que o cdédigo gerado por G. Conduzindo &

c6digo convolucional com capacidade de correcao maior que o original, continua-se com a

aplicacao de uma funcao armadilha consistindo de transformacgoes A e B que sao matrizes
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quadradas p X p e ¢ X g respectivamente de modo a reduzir a capacidade de correcao do

novo coédigo convolucional.

No receptor B! é aplicado & sequéncia de saida do canal, antes de entrar
na caixa rotulada V/S, que é decodificagao sequencial, de modo a reduzir a complexi-
dade computacional de decodificacao. Em seguida a decodificacao propriamente dita é

realizada, e finalmente a transformacao inversa de embaralhamento A~! é aplicada.

Seja x = (...,x_1,Zg,T1,...) sequéncia de dados de entrada onde z; possuem
comprimento p, cada submatriz de G; , tem dimensao b X n, entao a matriz A tem que
ter dimensao p x b e a matriz B de dimensao n x g. Com a determinacao das submatrizes
passa pela solucdo do problema da mochila e que complexidade deste problema ¢ 2°, entdo
valores relativamente pequenos de b tem que ser usados. Suponha que esse problema
tenha sido resolvido, seguindo o modelo da figura 4.4, a aplicacdo das transformacoes A
e B 4s submatrizes geradoras do cédigo convolucional como sendo uma fungao armadilha

apropriada.

Seja GG; com i entre 0 e m, as submatrizes geradoras do cdédigo convolucional,
temos que a aplicacao das transformacoes A e B, & ; resulta em novas submatrizes

/.
geradoras G :

Gl=A-G;-B,i=012-,m

Note que a matriz A possui inversa a esquerda A~, se e somente se 0 posto(A) =
b, e possuird inversa 4 direita se e somente se o posto(A) = p, de forma andloga, B terd
inversa a esquerda B~ se e somente se o posto(B) = ¢ e inversa & direita se e somente se

posto(B) = n.

Como o codigo gerado por G’ tem capacidade de correcao maior que G, dado
que essas transformacoes assim o permitem, teremos necessariamente que aplicar uma
transformacao 4 G’ de modo a reduzir essa capacidade de corregao & niveis desejados.
Seja a funcao armadilha A e B matrizes inversiveis p x p e q x q, respectivamente. Entao

a nova funcao geradora G; dada por:

Gi=A-G-Bi=0,1,2---.,m

Como o sistema criptografico é de chave publica, essas matrizes geradoras serao
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colocadas numa lista como :

G = [@o;éls--- ;G

O processo de decodificagao de cédigos convolucionais é definido por:

yr=a Go+ w1 -G+ + Tiomy1 Gt + T Gy » temos que :

t>0e z_1=0

Adicionamos um padrao de erro de igual valor da capacidade de correcao de
erro do cédigo em consideracao a y;. Como no caso mais geral A e B podem ser matrizes
retangulares p; X p e g X ¢y, respectivamente, suas inversas a direita A*, B* e a esquerda

A~, B™, devem estar disponiveis no receptor. Dadas por:
ct=ct(ccH!

c- = (Ct.o) .t

Entdo C' = A ou B, tal que A~ - G; - Bt = G, onde C" significa transposta.

A sequéncia y; passa através do canal que poderd ou nao introduzir erro(s),
a salda do canal sera a sequéncia de digitos a ser decodificada. Antes da decodificacao,

aplicaremos Bt & sequéncia de saida do canal de forma a obter:
y, - B = (xt-[l> 'G6+<J7t—1'121> ~G’1+---+<xt_m-/1> G
Apo6s a aplicacao dessa transformacao & sequéncia de saida do canal, o processo

de decodificagao segue seu procedimento usual, na sequéncia decodificada aplicamos A™

com o objetivo de desembaralhar e produzir a sequéncia origina.

4.2.2 Cripto-sistema RSA Convolucional de Chave Piblica

Este algoritmo foi proposto por Rivest,Shamir e Adleman(RSA), e sua segu-
ranga esta baseada em um dificil problema de Teoria dos Numeros [5] [6]. No sistema

RSA sao selecionados dois nimeros primos muito grandes p e ¢ e definindo A | calcular

A = p-q, que sera utilizado para codificar a mensagem; uma vez que conhecamos a Funcao

Totiente de Euler @, isto é calcular a fungao ®(A) = (p— 1).(G — 1), selecionaremos um
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numero inteiro F entre 2 e CID(A), de forma que E e CID(/I), sejam primos entre si, em

seguida, determina-se um nimero inteiro D, que seja o inverso de E mod(®(A)).

A cifragem de uma mensagem M, representada pelo correspondente texto C,
a qual pode ser colocada como um numero inteiro entre 0 e A — 1, segue a operacao

C = MEmod(A). O processo de decifragem do texto cifrado C segue através do emprego

do nimero de decifragem D através da operagao:

M = CPmod (A).

Tendo essa visao do sistema RSA, introduziremos uma variacao do mesmo,

sejam dados:

E,D,A e |AyGr; Gl

o cifrador, decifrador, um inteiro e as submatrizes geradoras do cdédigo convolucional
com r = % O sistema RSA convolucional invariante no tempo consiste basicamente na

colocagao em uma lista dos elementos:

E, Ae |Gy;Gy;--- ;G

Qualquer um que se deseja se comunicar com o usuario identificado por esses
trés elementos, serd feita através da codificacao de p digitos da sequéncia de dados de
entrada por meio da matriz geradora publicada na lista. A saida codificada sera entao
transformada para inteiro correspondente. seja M — 1 tal inteiro, esse numero seré cifrado

através do uso no sistema RSA, ou seja por:

C; = (M;)®mod (A).

Para uma dada sequencia de dados de comprimento N.p estard sendo codificada
convolucionalmente em uma sequencia de comprimento N e, a ela estard sendo associado
um caminho na trelica. A decodificacao dessa sequencia de comprimento N segue por meio
do algoritmo de viterbi onde cada um desses N inteiros é processado através do sistema

RSA:

M; = (C;)Pmod (A).
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4.3 Complexidade Computacional

Existe uma preocupacao inerente com os processos desenvolvidos, do ponto
de vista computacional. Esta preocupacao reflete o objetivo imediato de se encontrar

algoritmos eficientes.

O tempo de processamento de um algoritmo em uma determinada maquina
avalia a sua eficiéncia; este tempo esta diretamente ligado a quantidade de operacoes a

serem realizadas no processo, o que determina a complexidade do algoritmo.

A complexidade de um algoritmo pertence basicamente a duas classes: polino-
mial P e nao polinomial NP. Ela é dita ser polinomial quando esta funcao for uma funcao

polinomial nos tamanhos dos dados de entrada.

Caso contrario, quando os problemas de decisao nao admitem algoritmo po-
linomial, o algoritmo pertence a classe nao polinomial NP. Neste caso a complexidade é

exponencial.

O problema da Mochila é denominado como NP completo, que sao os proble-

mas NP com maior dificuldade de solucao dentre todos os NP.

Como exemplo tem-se o algoritmo que verifica se o grafo é ou nao biconexo. A
complexidade deste algoritmo é linear com relagao ao tamanho do grafo. Logo, o problema

de biconectividade pertence a classe P.

Como exemplo para um algoritmo que pertence a classe nao polinomial NP

pode-se mencionar o problema do caixeiro viajante.

O problema da Mochila é denominado como NP completo, que sao os proble-
mas NP com maior dificuldade de solucao dentre todos os NP. Pode-se definir o problema
da mochila como: considere um conjunto de objetos cuja solu¢ao de um determinado pro-
blema esta contido em um subconjunto deste conjunto de objetos, a este conjunto total

denominamos de mochila.
Como exemplo pode-se ilustrar um problema numérico:
E possivel escrever 32 como a soma de um subconjunto dos nimeros, [10,9, 17,13, 40, 60]?

A resposta é sim, essa soma pode ser dada por:

32 =10+ 9+ 13,
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onde os nimeros [10, 9, 13], compoem um subconjunto do conjunto dado.

Assim, 32 pode ser representado como a soma do primeiro, segundo e quarto

numeros da lista.

Esse resultado também pode ser escrito como,
32— (1,1,0,1,0,0).

E reciprocamente, dado (1, 1, 0, 1, 0, 0) recupera-se 32.

A classe de problemas NP completo é vista com bastante interesse para uso em
sistemas criptogréficos, pelo fato da dificuldade da solucao, exigindo um enorme tempo
computacional para resolve-los. Desta forma, a quebra de um bom sistema criptografico

¢é equivalente a resolver um problema NP completo.
Considere o seguinte exemplo:

Seja Y = f(x) = ax, onde a é um vetor conhecido de n inteiros (a1, as, - - - , ay,)
e x é um vetor binario n-dimensional. O célculo de Y é simples, envolvendo somente a

soma de n inteiros.

Entretanto, o caminho inverso, isto é, a partir de f obter um subconjunto de
elementos de {a;} cuja soma seja Y, é conhecido como o problema da mochila. A busca
exaustiva dos 2" subconjuntos de {a;}, cresce exponencialmente com n, sendo esta busca

computacionalmente impraticavel para n muito grande.
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5 Método Knapsack Binario Para Sistema
Criptografico e Chave Publica

Para que possamos encontrar cdédigos 6timos de memoria unitaria, deve-se re-
solver o problema do knapsack, como primeiro passo. Esse problema pertence a classe dos
problemas nao polinomiais completos, sendo que esse problemas nao sao faceis de solugao,
justificando dessa forma a grande dificuldade na determinacao de bons cédigos convoluci-
onais, sendo desejavel o seu uso nos sistemas criptograficos convencionais e também nos

sistemas de chaves publicas.

A seguranca do cripto-sistemas de chave publica é baseada em codigos convo-

lucionais aqui proposto leva em consideragao os seguintes fatos:

- O embaralhamento das colunas das submatrizes geradoras do cédigo convo-
lucional faz com que o pesos de hamming das palavras-codigo ramo diminua, causando a

queda no poder de correcao dos erros;

- O fato adicional de que o problema knapsack do tipo binario, tem que ser
resolvido; para que se possa obter os resultados esperados, no desempenho de um sistema
criptogréfico utilizando codigos convolucionais, sera necessario utilizarmos uma funcgao

armadilha

5.1 Descricao do Método do Sistema Criptografico

A estrutura de codigos de memoria unitaria tem k entradas paralelas nos re-
gistradores de deslocamento, o codificador do cédigo de memoria unitaria é mostrado na

3.6. Este codificador tem taxa r = %; e m = 1 com as seguintes submatrizes geradoras:

1100
G():

0111

1101
G1:
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Este codigo é o cddigo 6timo da taxa r = %. Para enfatizar algumas proprie-
dades dos cédigos de memoéria unitaria é também apresentado o diagrama de estados do
referido c6digo, este diagrama mostra que em cada estado temos: 28™ saidas e 2™ entra-
das em cada estados, essa propriedade sera vista posteriormente ,como parte da analise
de complexidade dos sistemas criptograficos, se observamos o diagrama de estados deste

cddigo, constatamos que o nimero de ramos depende exponencialmente das k£ entradas.

As funcgoes armadilhas sao transformacoes aplicadas as submatrizes geradoras
do cédigo Gy e GGy com a finalidade de reduzir o poder de correcao deste codigo, essas
transformacoes aplicadas as submatrizes geradoras, sao feitas através de um par de ma-
trizes A e B, sendo que as dimensoes destas matrizes sao respectivamente k x k e n X n.
Essa matrizes uma vez aplicadas, gera novas submatrizes geradoras denominadas de G, e
G}

"= AG\.B (5.2)

Além desse procedimento de multiplicacao pelo par de matrizes A e B, cuja
objetivo é reduzir o poder de correcao do cédigo através da alteracao da distancia livre,
pode-se ainda adicionar um vetor erro 4 mensagem cifrada. Esse vetor erro denominado
«; adiciona na mensagem cifrada uma quantidade t de erros correspondendo ao poder de

correcao do cédigo original.

O processo de codificagao para um codigo de memoria unitaria é definido por:
ar = Pr.Go ® B-1.G1, (5.3)

onde 5; = 0 parat < 0 . onde «; é a sequencia codificada na entrada do canal e ; a

sequéncia de informacao. Substituindo entao as equacoes 5.1 e 5.2 em 5.3 temos que:
o = @-Gg & Bi1.GY, (5.4)

comt < 0ef_; =0,aequacao 5.4 contém os processos de cifragem e codificacao, ja o vetor
a; adicionamos um vetor erro a, que corresponderd & quantidade de erro permissivel ao
c6digo original, temos que: oy = ay + ; , onde oy, é 0 vetor correspondente & mensagem
codificada/cifrada com erro, «; é a quantidade de erros inseridos na mensagem no seu

ponto de envio e o é mensagem cifrada/codificada.

O vetor a; da origem a um vetor erro «., na decodificagao, cujo o peso de

Hamming desse vetor menor ou igual a capacidade de correcao do codigo, o vetor erro
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<« | Al vV/s € ‘B_l

Figura 5.1: Diagrama em Bloco do Criptosistemas de chave Publica

na decodificacao é obtido por meio da multiplicacdo do vetor erro de transmissao pela

transformagao inversa de B (B™!), ou seja o, = o; B~! na figura 5.1

A soma do vetor erro de transmissao ao vetor que contem a informagao oy é o
que prossegue pelo canal, desta forma o processo de decodificacao é aplicado ao vetor aye.
O processo de decodificacao empregado a sequéncia de saida do canal &y, considerando
que o canal esta livre de ruido temos que &, que é o valor estimado de ., seja igual ao
valor de ay. na entrada do canal. Utilizamos entao a transformagao inversa de B (B™!),
logo:

~

Qe = Olte

O_/te.B_l == (ﬂtA) .G[) ©® (ﬁt_l.A) .Gl

B¢ € obtido aplicando o algoritmo de Viterbi. Para esse criptosistema a matriz
B! ¢ a transformacao aplicada as submatrizes geradoras originais do cédigo cujo funcao
é reduzir a minima distancia livre, enquanto que a matriz A realiza o embaralhamento dos
bits,nas palavras cédigo ramo, cuja o objetivo principal a obtencao da equiprobabilidade

dos simbolos binarios um e zero, antes de serem enviados ao bloco de transmissao.

Para que esse criptosistema seja quebrado, é necessario que o criptoanalista
primeiramente resolva o problema knapsak relacionado a encontrar as submatrizes gera-
doras do cédigo 6timo Gy e G, e depois encontrar as transformacoes: A~' e B!, sendo

0 9 S 9

que esses dois problemas nao sao trivias.
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Aplicagao: [21] Um cédigo 6timo com taxa r = % e m= 1 para ilustrar o procedimento

de cifragem, cujas submatrizes geradoras sao:

0101
1110

G():

0111
1 010
onde a distancia livre deste c6digo € dsee = {Go G1} = 5. Aplicando as transformagoes

armadilhas A e B dadas por:

1 010

1110

0 1 1 011

01 10

e suas matrizes inversas, respectivamente sao:
01 01
11 1 100
A7l = e Bl=

01 1101
1 010

Aplicando A e B em Gy e Gy em 5.1 e 5.2, obtemos Gj, e G:

, 01 11 . 0010

1111 0001

A distancia livre deste novo ¢6digo é dfree = {Go G1} = 4. Assim o poder de

correcao foi reduzido, ou seja enquanto o cédigo original corrige até 2 erros o novo codigo
corrige apenas 1 erro.

Aplicagao: Considerando um cédigo convolucional, com taxa r = %, com as seguintes

>N

submatrizes geradoras do cédigo:
1101 11 00
G _
0011 0111

Representadas e referentes ao codificador figura 3.6, onde temos que 0 dpee =
{Gy G1} = 5. Aplicando as transformagoes A e B ( matriz de Hadamard - H, ) dadas

por:
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0
A =
0 1
e
1 1 1 1
1 -1 1 -1
B =
1 1 -1 -1
1 -1 -1 1
suas inversas sao:
Al 10
0 1

025 025 0.25 0.25
0.25 —-0.25 0.25 —0.25
025 025 —-0.25 —-0.25
0.25 —-0.25 —-0.25 0.25

Para possibilitar o calculo em F3, trocamos os —0.25 por 1’s e os 0.25 por
0’s, tornando-a matriz de Hadamard bindria. obtemos por meio de Gy e Gy, as novas

submatrizes geradoras:

, 0011 ) 0101
0101 0000
onde passa a ser df... = {G) G}} = 2.
Com isso o poder de correcao reduziu-se menos de 1 erro, quando o cédigo
original era capaz de corrigir até 2 erros. suponha que queiramos transmitir a mensagem
g = (11,01,10,00) , considere o codificador inicialmente resetado, assim a palavra a ser

transmitida sera: oy = .G, Fazendo a multiplicagdo no MATLAB e no SCILAB, temos

com resposta o seguinte:



%)

Aoooooooooooﬂﬁoﬁﬁvnm

0000TUO0TO
T 0T O0OTTOO
0000TOTO
T 0OTO0OTTOO
0000TGO0TO
T0OTO0OTTOO
0000TO0TO
T 0T O0TTOO

mm 000O0TOTO
& TOTOTTOO
= 0000TO0TO
@)
= I0TO0TTOO0
2 0000TOTO
ks
o TOTOTTOO
~
m 0000TO0TO
,m I0OTO0OTTOO
Q
o)
Q
S
g5
3
[
s
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A palavra a ser transmitida é:

a; = (0110, 0000, 0011, 0101, 0000, 0000, 0000, 0000, 0000),
adiciona-se o vetor erro de transmissao:

a; = (1000, 0000, 0000, 0000, 0000, 0000, 0000, 0000, 0000)
A palavra que percorrera o canal sera:

o = (1110,0000,0011,0101, 0000, 0000, 0000, 0000, 0000)
ou seja :

ayge = (1110,0000,0011,0101)
Aplicando ao vetor ay. a transformagao B! (Hy), obtemos:
Qe = . B7H,

logo
aye = (0110,0000,0101,0011) ,

Em seguida, aplicamos o processo de decodificacao utilizando-se o Algoritmo de Viterbi,

obtemos a sequéncia de informagao:
g = (11,01, 10,00) .

Na figura 5.2 o fluxograma da aplicacao transformacao armadilha as submatrizes geradoras

do codigo
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5.2 Propriedades das Funcoes Armadilhas

Sejam as submatrizes geradoras GG; com dimensao k x n e onde 0 < i < m de
um cédigo de meméria unitdria sobre o corpo de dois elementos, GF(2). Seja ¢(G;), o

peso total de Hamming de cada G;. ¢(G;) é dado explicitamente por:

¢(Gi) =n.2"1 0 <i<m

Definicao:[17] Uma matriz G com dimensao k x n sobre GF(2) ¢é dita ser
igualmente distribuida com relaciio aos pesos de Hamming se e somente se os 2F — 1

elementos nao nulos gerados por G tem pesos de Hamming:
@
BENCIEY
Se 2F — 1 dividirmos ¢(G) entdo |@w] = w ( w é um numero inteiro), caso
contrario, |w| = {w, |w| £ j},onde j > 0, onde [w] é a fungao piso. Como os cédigos de
memoria unitaria sao equivalentes aos cédigos convolucionais, iremos considerar somente
os de memoria unitaria onde GG, a matriz geradora tem dimensao 2k x n. Desta forma a

temos que:

lema 1: [18]Se o posto(G) = 2k e 2k <n, entdo G tem 2k vetores linha que

sao linearmente independentes com pesos de Hemming igualmente distribuidos e sao ca-

22k:

pazes de gerar todas as palavras do codigo também com pesos de Hamming igualmente

distribuidos

Demonstracao: Um cédigo de memoria unitaria com taxa r = % tem sua em

trelica com 2F estados e 2% transicoes de cada estado.
Deste modo o nimero total de transicoes: 2%,

Neste momento, como 2F vetores linha de G sdo linearmente independentes,

sendo que G gera um espaco vetorial com 22* vetores.
Seja |w] a parte inteira de w, existem:

n!
'.LQI)J!

(n —[w])!
Vetores tendo peso de Hemming igual a |@].

Como n > 2k, pode-se mostrar que:

n! -
!.|_wJ!22k‘

(n —[@])
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Deste modo temos que pelo menos 2k vetores tem peso de Hemming [0 ].
Como cada transicao tem associado um vetor diferente, é possivel encontrar um codigo
de bloco (k,2n) com tamanho do bloco igual a 2n e o tamanho de informacao k tal
que a matriz geradora seja constituida de vetores, tendo pesos de Hamming igualmente
distribuidos com distancia minima igual & do cédigo de bloco (k,2n). Esta é a menor das
distancias, uma vez que outras transicoes poderao, ser maiores do que, pelo menos uma

unidade.

A consequéncia precedente do lema 1, é que o cédigo é do tipo nao catastrofico,
por outro lado se tivermos 2k > n, entao a base do espago vetorial gerado por G tem
dimensao menor ou igual a n, entao pelo menos uma das linhas de G é uma combinacao

linear das demais.

Isto implica que nem todas as transacoes na trelica terao associadas palavras
codigos diferentes. Portanto, a busca pelo cédigo étimo deve ser bastante criteriosa, uma

vez que o mesmo pode ser catastréfico.

Estabelecemos agora a condicao de existéncia da funcao armadilha composta
pelo par de matrizes de transformagao (A, B) sob o lema 1 admitindo que o cddigo

utilizado seja 6timo.

Existem fundamentalmente duas condigoes, a primeira delas estd relacionado
com a aplicacao da funcao armadilha G; significando multiplicar G; pelo par de matrizes
de transformagao (A, B), resultando em um novo cédigo com a mesma taxa e nimero de
memorias. como consequéncia disso, temos a seguinte proposicao.

Proposicao:[18] Sejam G; onde 0 < i < m, submatrizes geradoras de um cédigo con-
volucional 6timo nao catastrofistico sobre GF(2), sejam A e B matrizes inversiveis com

dimensao k X k e n X n , respectivamente,
dmin {A[Gla G27 rery Gm]B} S dmin {[Gb G27 ceey Gm]} )

onde A e B nao sao necessariamente unitarias.

Demonstragao:

Partimos da Hipé6tese que G = [Gy,Go, ..., G| é a matriz geradora de um

cddigo otimo.
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Seja
dyin(G) # dpin ¢ G = AGB,

com

Com isso temos duas condicoes a saber:

ou

Definimos S como sendo o conjunto de todas as possiveis transformagoes (A, B)

sobre GF(2). Note que S pode ser dividido em trés subconjuntos:

1. S; - é o conjunto de transformacoes (A, B) que conduzem a cédigos com d,,;,, mai-

ores.

2. Sy - é o conjunto de transformagoes (A, B) que conduzem aos c6digos equivalentes,

isto é, com mesmo d,,;,.

3. S3 - é o conjunto de todas as outras de transformagoes (A, B) que conduzem a

codigos com d,,;, menores.

Sabemos que se o codigo que esta sendo utilizado é 6timo, entao a condicao S;
nao é satisfeita, logo para, uma determinada taxa se existir um cédigo com d,,;, maior

para a mesma taxa, este codigo pode ser catastrofistico ou nao linear.

Agora G’ é equivalente a G, se G’ = AGB, onde A e B sao matrizes inversiveis
com dimensoes k X k e n X n, respectivamente com determinantes iguais a 1, entao pertence

a S9, e assim a igualdade ¢ valida em para segunda condi¢ao do d,;,.

Obviamente, se A e B pertencem a S3, entao a transformacao resultante con-

duzird a um cédigo com capacidade corretiva de erro menor.
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Entrarcom a Taxa
do codigo R =k/n

Definir as Matrizes de Transformacio: Ae B
A - Matriz Obtida da Matriz identidade
(tipo - 2x2 e tipo - 3x3)

B-Matriz de hadamard -Sylvester
( tipo - 4x4 e tipo - 8x8)

T

. l 4

Aplicar a
Transformacdo Armadiilha
Gp =A Gy B

61=AGy B

P

Determinar :
dfee(G)
dfree(G")

sim

< dfree(G) > dfree(G) >

Y —u.G

Entrar o vetorermro v

Y
Ye = Wty

Vie = VBl

i

%

i

Decodificacdo:
Algoritme de Viterbi
ebtendo a sequencia

de informagio u

oy

/ - /
| sequenciade |
;o =
/ informacio: u /

Figura 5.2: Fluxograma da aplicagdo Armadilha Matriz de Hadamard do cédigo com taxa

R=k/n
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6 Transformacao Armadilha

Definiremos as transformacoes armadilha utilizadas no desenvolvimento do tra-
balho, sendo feita uma comparacao entre as Transformacoes Armadilha - Matriz de Ha-
damard, onde analisamos o seu desempenho e observamos qual fungao armadilha e a
que conduz ao melhor resultado. Dessa forma, aplicamos a funcao a armadilha - Matriz
de Hadamard em quatro cédigo (n,k,1) de memdria unitéria, de inicio aplicaremos as

transformacoes armadilhas aos codigos com taxas:

1. R=2e R=

[ee]] V)
W

, cbdigos convolucionais de memoria unitaria(CCMU);

Em seguida aplicando as transformagoes armadilhas aos cédigos com taxas:

2. R=

NI\

e R= %, também codigos convolucionais de memoria unitéria(CCMU);

Sendo aqueles utilizados com uma pequena complexidade para que pudéssemos
observar o comportamento do criptossistema quanto a sua vulnerabilidade. As matrizes
apresentadas, tanto as matrizes geradoras do cédigo como também as matrizes de trans-

formacao armadilha, estao na forma octal. Como exemplo, considere as matrizes

Go= (07 :17) ¢ Gi=(02 :01)

é a representacao octal das matrizes,

0111 0010
G
1 111 0001

6.1 Matriz de Hadamard

Uma matriz quadrada com elementos 1 e tamanho h, cujos vetores de linha

distintos sao ortogonais é uma matriz de Hadamard de ordem h. Exemplo de matrizes de
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Hadamard normalizadas

—_
|
—_
— — — —
-
|
—
|
—_

Estas foram primeiro estudados em [10], que observou que, se H é uma matriz

Hadamard, entao
H H

H —-H
,E também uma matriz de Hadamard.

Lema 1 (Sylvester [10]): Existe uma matriz de Hadamard de ordem 2 para

todos os inteiros t.

A matrizes de ordem 2¢ construidas através das matrizes de Hadamard-Sylvester,
eles sao naturalmente associados a funcgoes ortogonais discretas chamadas funcgoes de

Walsh. Usando o método de Sylvester, as primeiras matrizes de Hadamard obtidas sao:

11111111
1—1—|1-1-—

11 1111 —--11--—
[11]1— —l1==1]1--1
1— |11 —=||1111]—=———=
1—|—-1|l1—-1—-|=-1-1
11— —|—=11
1-—1|-11—]

Figura 6.1: Matrizes de Hadamard-Ordem: 2, 4 e 8

Para essas matrizes é contado, linha a linha, o nimero de vezes que o sinal

muda, de modo que 1 -1 -1 1 mudancas de sinal duas vezes. Isto da:

e Para a matriz de ordem 2: 0,1
e Para a matriz de ordem 4: 0,3,1,2,

e Para a matriz de ordem 8: 0,7,3,4,1,6,2,5
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Com efeito, veremos que o conjunto do nimero de mudangas de sinal em uma

matriz de Sylvester-Hadamard de ordem n é {0,1,...,n — 1}, correspondendo ao nimero

de zero cruzados nas funcoes de Walsh. Vejamos algumas propriedades basicas de matrizes

de Hadamard:

Lema?2: Seja H uma matriz de Hadamard de orden h. Entao, deverd satisfazer

as seguintes propriedades:

. HHT = hly;
. |detH| = hz";
. HHT = H"H;

. As matrizes de Hadamard podem ser transformadas em outras matrizes de Ha-

damard, permutando linhas e colunas e multiplicando-se linhas e colunas por -1.
Chamamos matrizes que podem ser obtidas umas das outras por esses métodos
Equivalente-H (nem todas as matrizes de Hadamard do mesmo Ordem s&o equiva-

lentes a H);

. Toda matriz de Hadamard é H-equivalente a uma matriz de Hadamard que tem

todos os elementos de sua primeira linha e coluna +1 e -1, matrizes desta tltima

forma sao chamadas normalizadas;

. A ordem de uma matriz de Hadamard é 1,2, ou 4n, onde n é um inteiro positivo.

Definigao : Se M = (m;;) é uma matriz m x p e N = (n;;) é uma matriz

n X ¢, entao o produto Kronecker M ® N é a matriz mn X pg dada por:

muN mlgN e mle
M 9 N — mglN mggN e m2pN
Myt N MpaN - o0 My, N
Exemplo:
Se

—_
|
[
T
—_
|
-y
|
—_
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entao,

N
M®N =

Portanto

M®N =

—_ = = =

—_
|
—
—_
|
—_
|
—
—_
|
—_
—_

1 -1 -1 1 -1 1 1 -1

Lema 3: (Sylvester-Hadamard): Seja H; e Hs matrizes de Hadamard das
ordens h; e hy. Em seguida, pelas propriedades dos produtos Kronecker H = H; ® H, é

uma matriz de Hadamard de ordem h; x hs.

6.2 Aplicacao da Transformacao Armadilhas-Matriz
de Hadamard

As representacoes matriciais dos elementos da matriz de Hadamard de ordem

4 e 8 foram aplicadas como transformacoes armadilha B, temos que :

11 1 1 1 1 1 1
1 -r 1 -1 1 -1 1 -1

11 1 1 11 -1 -1 1 1 -1 -1

1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
H4 = e HS =

1 1 -1 -1 11 1 1 -1 -1 -1 -1

1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1

1 -1 -1 1 -1 1 1 -1

Para cédigos 6timos de memdria unitdria com taxas: R = 2/4, R = 3/4,
R =2/8 e R =3/8, para possibilitar o cdlculos em GF(2), trocamos —1's por 1's e os 1's

por 0's, tornando-as matrizes de Hadamard bindrias.
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Como fungao armadilha a responsavel pelo embaralhamento das linhas, sao as
matrizes denotadas por A;, onde i = {1,2,3,4,5}, constituindo matrizes do tipo (2 x 2),
sendo que, as matrizes Ay, de ordem 2, sdao obtidas de permutacoes das colunas, mas

também da combinacgao linear das linhas da matriz identidades de ordem 2:

10 11 10 0 1
A1: 7A2: aA3: 7A4: €
0 1 01 11 10
1 1
A5:
10

para os codigos com taxa :R =2/4 e R =2/8.

E como funcao armadilha a responsavel pelo embaralhamento das linhas, onde
as matrizes componentes sao denotadas por A;, utilizamos as matrizes (3 x 3), as matrizes
Ay de ordem 3, sao obtidas de permutacoes das colunas, mas também da combinacao

linear das linhas da matriz identidades de ordem 3:

1 00 110 1 00 0 01
Ar=1011],A2=011|,A3=]0101],A=]1010 |e
0 01 0 01 0 01 100
1 01
As=1011
0 01

Para os codigos com Taxas: R = 3/4 e R = 3/8, utilizando o MATLAB e
SCILAB, obtemos os seguintes resultados.

1. Cédigo com Taxa R = Z%:

Para o cédigo convolucional (4, 2, 1) de matrizes geradoras:
G0:<15 :03)€G1:<14 :07)

e dfree = {Go G1} = 5, foram utilizadas as transformacgoes armadilhas A;, Ay, A3, Ay e
As ja apresentadas, e as transformacoes armadilhas B que sao as representacoes matriciais

dos elementos da matriz de Hadamard Hjy.

Na Tabela 6.1, é apresentada a transformacoes armadilhas A; onde i varia 1

ate 5, sendo elas do tipo 2 x 2, As submatrizes geradoras do cédigo convolucional Gy e
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Tabela 6.1: Transformacao de Hadamard(H,), R = 2

Cédigo A B(H,) G G Afree | Apec
(4,2,1) [ [02:01]|[00:05:03:06]|[03:05]|[05:00]| 5 2
[03:01]|[00:05:03:06]|[06:05]|[05:00]| 5 2
[02:03]|[00:05:03:06]|[03:06]|[05:06]| 5 | 4
[01:02] [ [00:05:03:06]|[05:03]|[00:05]| 5 2
[03:02] | [00:05:03:06]|[06:03]|[05:05]| 5 | 4

(G; e a distancia livre tanto do original como do novo cédigo, a também as submatrizes

geradoras do cédigo convolucional G e Gi.

O dfree = {Go G1} do cddigo original que era 5, ao fazer aplicagao de trans-
formagao armadilha a matriz de Hadamard o novo cddigo, passa a ter um novo d',., =
{G} G}, o seu valor, varia em 2 e 4, ou seja, antes da transformagao o cédigo o original
podia corrigir 2 erros, quando aplicada a transformagao o poder de corregao é 0 ou 1 erros,

algumas transformacoes reduziram para 2, a distancia livre, com as transformacoes Aq,

Ay e Ay, enquanto que as transformacoes As e A5 reduziram para 4 a distancia livre.

Apesar de ter alcancado o objetivo de reducao da capacidade de corregao, a
maioria dos cddigos obtidos tiveram uma reducao na dimensao do espago de operagao pois

um coluna das submatrizes G, e G| s@o nulas.

Outra consequeéncia, é que trés dos cinco submatrizes,resultante da transfor-

macao armadilha, origina cédigos de memoria unitaria parcial
1. Cédigo com Taxa R = %:

Para o cédigo convolucional (8,2,1) de matrizes geradoras:

Go:(370 :037)6(}1:(174 :237)

Utilizadas as transformacoes armadilhas A, Ay, A3, Ay e A5, onde 0 dfpee =
{Gy G1} = 10, todas as matrizes, as transformagoes armadilhas e as submatrizes, estao

representadas na forma octal, onde cada linha da matriz é separada por dois pontos (: ).

Na tabela 6.2, é apresentada a transformacoes armadilhas A; onde i varia 1
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até 5, sendo elas do tipo 2 x 2, As submatrizes geradoras do cédigo convolucional Gy e
(G, e a distancia livre tanto do original como do novo cédigo, a também as submatrizes

geradoras do cédigo convolucional G e Gj.

Tabela 6.2: Transformagao de Hadamard(Hs), R = 2

Codigo A B(Hs) G G Afree | dpree

(8,2,1) [ [02: 01] | [00:125:63:146:17:132:74:151 ] | [17: 146] | [125: 146]| 10 | 8
[03:01] | [00:125:63:146:17:132:74:151 ] | [151: 146 ] | [63: 146] | 10 | 8
[02: 03] | [00:125:63:146:17:132:74:151 ] | [17:151] | [125:63] | 10 | 8
[01:02] | [00:125:63:146:17:132:74:151 ] | [146 : 17] | [146: 125]| 10 | 8
[03:02] | [ 00:125:63:146:17:132:74:151 ] | [151: 17] | [63:125] | 10 | 8

Quando aplicado a transformagao ao cédigo (8,2, 1), notamos uma redugao no

dfree = {Go G1} = 10 para d’;,,, = {G|, G|} = 8, independente da transformagao, o poder

de correcao do cédigo passou de 4 para 3 erros
1. Cédigo com Taxa R = %:

Para o cédigo convolucional de memoria unitaria (4, 3, 1), as matrizes geradoras

sao:

Go=(03 : 04 16)eG1:(11 012 14)

O cédigo original apresenta d ... = {Go G1} = 3, nesse cédigo, foram utiliza-
das as transformacoes armadilhas A, Ay, Az, A4 e As, ja apresentadas, e as transformacoes

armadilhas B que sao as representacoes matriciais dos elementos da matriz de Hadamard

Hy.

Na Tabela 6.3, é apresentada as transformacgoes armadilhas A; onde i varia
1 ate 5, sendo elas as matrizes quadradas de ordem 3 x 3, também sao mostradas as
submatrizes geradoras do cédigo convolucional original Gy e Gy, as submatrizes geradoras
do cddigo convolucional novo Gj, e G} e as a distancias livres tanto do cédigo convolucional

original, como do novo codigo.




6.2 Aplicacao da Transformagao Armadilhas-Matriz de Hadamard 68

Tabela 6.3: Transformagao de Hadamard(H,), R = 3

Cédigo A B(H,) G G dfree | e
(4,3,1) | [04:03:01]|[00:05:03:06]|[05:03:06]|[06:06:05]| 3 | 4
[06:03:01]|[00:05:03:06]|[00:0306]|[05:06:05]| 3 | 2
[04:02:01]|[00:05:03:06]|[05:05 06]|[06:03:05]| 3 | 4
[01:02:04]|[00:05:03:06]|[06:0505]|[05:03:06]| 3 | 4
[05:03:01] | [00:05:03:06]|[03:03:06]|[03:06:05]| 3 | 4

Aplicando a transformagao armadilha matriz de Hadamard ao cédigo convo-
lucional de memoria unitaria (4,3,1) , temos que o dj. do codigo original era 3, e
na maioria das transformacoes a distancia livre nao diminuiu,teve um aumento, ou seja
dpree = 1Go G1} = 4, sendo elas a: A, Az, Ay e As.Jana transformacao A, o d,,, passou

a ser 2.

Porém todos os cédigos obtidos tiveram uma reducao na dimensao do espago

de operagao, onde um coluna das submatrizes geradoras Gy, e G} ¢é nula.

aplicando novamente as transformagao armadilha:A;, A5, Az, A4 e As nas
submatrizes geradores: G = [05: 03 : 06] e G} = [06 : 06 : 05], obtemos um novo cddigo

com as seguintes submatrizes G{j e G, o resultado esta mostrado na tabela 6.5.

Portanto o que se verifica com relagao ao novo cédigo, e que nao houve mu-

1

danga, de diminuigao do d},.,, para o df,,,

ou seja permaneceu o mesmo d,., =d},..,

aplicando somente nas duas primeiras submatrizes geradoras da tabela 6.3.
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Tabela 6.4: Transformagao de Hadamard(H,), aplicada novamente no cédigo de

r=1

Cédigo A B(H,) Go Gy I

(4,3,1) [ [04:03:01]|[[00:05:03:06]|[03:03:06]|[06:0503]| 4 | 4
[06:03:01]|[00:05:03:06]|[06:03: 06]|[00:05 03]| 2 2
[04:02:01]|[00:05:03:06]|[03:05 06]|[06:06:03]| 4 | 4
[01:02:04] | [00:05:03:06]|[06:05 03]|[03:06:06]| 4 | 4
[05:03:01] | [00:05:03:06]|[05:03:06]|[05:05:03]| 4 | 4

1. Cédigo com Taxa R = %:

Para o cédigo convolucional (8,3, 1) de matrizes geradoras:

G0=<360 . 074 227>€G1=<146 : 073 303)

e dfree = {Go G1} = 8, foram utilizadas as transformacoes armadilhas A;, Ay, A3, Ay e
As, ja apresentadas e as transformacoes armadilhas B que sao as representacoes matriciais

dos elementos da matriz de Hadamard Hy.

Na tabela 6.4, é apresentada a transformacgoes armadilhas A; onde i varia 1
ate 5, sendo elas do tipo 3 x 3, As submatrizes geradoras do cédigo convolucional Gy e
(G, e a distancia livre tanto do original como do novo cédigo, a também as submatrizes

geradoras do cédigo convolucional G e Gi.

Tabela 6.5: Transformagao de Hadamard(Hs), R = 2

Codigo | A B(H;) G, ¢ | dpe |

(4,3, 1) | [04: 03: 01] | [00:125:63:146:17:132:74:151] | [00:151:151] | [00:17:00] 8 0
[06 : 03: 01] | [00:125:63:146:17:132:74:151] | [00:151:151] | [17:17:00] 8 4
[04 : 02: 01] | [00:125:63:146:17:132:74:151] | [00:00:151] | [00:17:00] | 8 0
01 : 02: 04] | [00:125:63:146:17:132:74:151] | [151:00:00] | [00:17:00] | 8 | 0
[05: 03: 01] | [00:125:63:146:17:132:74:151] | [151:151:151] | [00:17:00] 8 4
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O cdédigo convolucional de memoria unitaria com taxa r = % teve uma reducgao
muito grande, se comparado com o cédigo original, pois o dy... ¢ igual a 8, enquanto que
aplicada a transformacao Ay, Az e A4 o d,, passou a ser 0, e aplicada a transformagao

Ay e As o d},. passou a ser 4.

Apesar de ter alcancado o objetivo de reducao da capacidade de correcao, todos
os codigos obtidos tiveram uma grande redugao na dimensao do espaco de operacao, pois

quatro colunas das submatrizes geradoras do cédigo Gy e GG; sao nulas.
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7 Conclusao

Neste trabalho foram apresentadas algumas transformacoes armadilha, Matriz
de Hadamard aplicadas a alguns cédigos convolucional de memoria unitaria, sendo que
algumas dessas aplicagoes foram capazes de corrigir a capacidade de correcao de erros de

alguns dos cédigos convolucionais 6timos considerados.

Sendo feita uma abordagem basica sobre os sistema de comunica¢ao, mos-
trando a descricao de cada um dos blocos, e também introduzindo conceitos e defini¢oes
de classes de codigos tais como: codigo de arvore, codigo de trelica e cédigos convo-
lucionais, classifica-se, em seguida os sistemas criptograficos em: sistemas criptogréafico
convencionais e sistemas criptografico de chave publica , dentro do sistema de chave pu-
blica, analisa-se o Kanapsak bindario e criptosistema RSA convencional de chave publica.
Na analise do método knapsak bindrio para sistemas criptografico e chave publica, é feita a
descricao do método do sistema criptografico, e estabelecidas as propriedades das fungoes
armadilhas, a finalidade da funcao armadilha representada pela matriz de Hadamard, foi
de reduzir a distancia livre do codigo convolucional a um valor especifico ou desejado para

a aplicacao.

A Proposta do trabalho, é a aplicacao da transformacao armadilha a matriz
de Hadamard, de inicio é analisada a matriz de Hadamard, do tipo Sylvestre da ordem de
4 e 8, em seguida ¢ feita a aplicacao da transformacao armadilha matriz de Hadamard , e
a analise do efeito dessa aplicacao as submatrizes geradoras de codigos convolucionais de
memoria unitaria. Inicialmente a transformagao, é aplicada a um cédigo convolucional de
taxa R = 2/4, constatou-se que em comparacao o codigo convolucional de taxa R = 2/8,
teve uma variagao onde verificamos que no de taxa R = 2/4 o valor do d,e. baixou de 5
para 2 e somente em duas situagoes o valor do d .. passou para 4, enquanto que no codigo
convolucional de taxa R = 2/8, observou-se, que todas as aplicagoes da transformagao,
Ay, Ay, Ag, Ay e As, o valor do dyye baixou de 10 para 8, tornando-se dessa forma uma
constante nos valores.comparando dessa forma a mesma quantidade entradas, ou seja

k= 2.

Ja na aplicagao da transformagao de Hadamard ao cédigo de taxa R = 3/4,
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tivemos como resultado, e que apenas uma das transformagoes o valor do dy,.. baixo de 3
para 2, enquanto que na maioria das transformacoes, resultou em um dy,e. que passo de 3
para 4, ou seja nao foi bom um resultado, sendo feito uma nova aplicacao somente com as
primeiras submatrizes encontradas a partir da transformacao, finalidade de se verificar, o

que resultaria.

A pois uma nova aplicacao da transformacao com as primeiras,novas subma-
trizes verificou-se que nao houve nenhum avanco, obteve-se os mesmos valores do d e,

no teve melhora, ou seja preservou-se.

Aplicando o transformacao a outro codigo, com a mesma quantidade de entrada
do cédigo anterior, cuja taxa é R = 3/8, tivemos um 6timo resultado pois em trés das
transformacoes o valor do d,.. passou de 8 para 0, um declive enorme, que gerou satisfagao
mas interrogacao, devido a esse declive, agora dois dessas transformacoes aplicadas a esse

cddigo o valor do d ., passou de 8 para 4, descida aceitavel.

Como todo trabalho de pequisa, os resultados de pesquisa, os resultados nao
completam e nao finalizam as investigacoes, ou seja existem sempre as possibilidades
de aprimoramento do trabalho apresentado e de sua extensao, analisando pontos nao

abordados. Dentre estes pontos sao destacados:

e Aplicagao da transformagcao armadilha matriz de Hadamard, a outros cédigos (n, k, 1)

memdria unitaria e também a cédigos (n, k,m), sendo m # 1.

e Analisar as classes de cddigos convolucionais com protecao desigual, encontrada
nesse trabalho, que foi o cédigo com taxa R = 3/8, onde o valor do dy... passou de

8 para 0.

e Sugerir a aplicagdo das outras transformacgoes armadilha: As representacoes matri-
ciais dos elementos do grupo de permutacao e As matrizes triangulares superiores,

a cédigos de memoria unitéria (n, k, 1), com taxas utilizadas neste trabalho.
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