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‘Deus fez a natureza, mas a fez com
determinada ordem”
Leonardo da Vinci



RESUMO

Este trabalho investiga a relagdo entre o numero aureo e a sequéncia de Fibonacci,
explorando aplicagdes praticas e propondo sequéncias didaticas para o ensino da
razdo aurea no ensino basico. Utilizando pesquisa bibliografica, de natureza
qualitativa e exploratoria a partir de uma coleta de dados em livros, artigos, periédicos,
revistas de referéncia, sites e outras fontes relevantes sobre o numero aureo, a
sequéncia de Fibonacci e estratégias didaticas e em autores de referéncia que tratam
sobre os assuntos aqui abordados. O estudo aborda a historia e aplicacdes da razao
aurea na geometria, trigonometria, natureza e arte, além de comprovar sua relacéo
com a sequéncia de Fibonacci. Por fim, sdo apresentados modelos de sequéncias
didaticas para enriquecer o curriculo de Matematica no Ensino Médio e aprimorar a
qualificacao dos alunos em atividades praticas e com o uso de ilustragées como forma
de facilitar a sua compreensdao a partir de um estudo que vise fundamentar e

enriquecer esta analise.

Palavras-Chave: numero aureo; sequéncia de Fibonacci; sequéncia didatica; ensino
béasico



ABSTRACT

This work investigates the relationship between the golden number and the Fibonacci
sequence, exploring practical applications and proposing didactic sequences for
teaching the golden ratio in basic education. Using bibliographical research, of a
qualitative and exploratory nature, based on data collection in books, articles,
periodicals, reference magazines, websites and other relevant sources about the
golden number, the Fibonacci sequence and teaching strategies and in reference
authors who deal with the subjects covered here. The study addresses the history and
applications of the golden ratio in geometry, trigonometry, nature and art, in addition
to proving its relationship with the Fibonacci sequence. Finally, models of didactic
sequences are presented to enrich the Mathematics curriculum in High School and
improve students' qualifications in practical activities and with the use of illustrations
as a way of facilitating their understanding from a study that aims to substantiate and
enrich this analysis.

Keywords: Golden ratio; Fibonacci sequence; didactic sequence; basic education.
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1 INTRODUCAO

Ao observar 0 meio em que vivemos é possivel perceber que a natureza
esta repleta de padrées matematicos que conferem qualidade e beleza por meio da
simetria existente em sua formacao, tais como, na organizacao das folhas em uma
planta, em padrdes de nascimento dos animais ou nas dimensdes do corpo de alguns
seres, inclusive do corpo humano. Toda essa forma de construcdo da natureza
despertou o interesse de grandes pensadores e estudiosos que, como Pitagoras, se
permitiram afirmar que “a matematica estaria em toda a composi¢ao da natureza e,
por isso, funcionaria de forma harménica” (RUTHERFORD, 1991).

Hoje é possivel perceber que a natureza segue padrées que lhe conferem
beleza, maior qualidade de vida e harmonia e que podem ser expressos por meio de
estudos e analises que tenham por base o0 conhecimento matematico expresso por
meio do numero 1,618.... Trata-se de uma razdo também conhecida por proporcao
aurea, numero de ouro, numero aureo, Seccao aurea, proporcao aurea ou de ouro,
razao aurea ou de ouro, média e extrema razao, propor¢cao divina, divina secgao,
propor¢ao em extrema razao, divisdo de extrema razao.

Outro nome que lhe fora atribuida é razdo de Phideas, em homenagem ao
arquiteto matematico Phideas, famoso por ter utilizado essa propor¢ao na construcao
do Parthenon no século V a.C., e é representado pela letra grega ¢ (phi), dai também
seu outro nome, numero phi. Porém, ndo se sabe ao certo onde ou como ele surgiu,
ou desde quando ele é utilizado, pois ha evidéncias de seu uso primitivo desde o
século | a.C. (antes mesmo que Phideas construisse o Parthenon). Também nao se
sabe se aqueles que a utilizavam possuiam o conhecimento acerca dele.

Uma das formas mais conhecidas de aplicacao deste numero esta presente
na sequéncia de Fibonacci. Esta sequéncia é proveniente dos estudos e observacoes
do matematico Leonardo Fibonacci, que viveu durante a Idade Média. Ao observar o
problema da reproducdo dos coelhos, Fibonacci descobriu uma sequéncia de
numeros que poderia ser encontrada de varias formas na natureza.

Neste sentido, o presente estudo foi desenvolvido com o objetivo de
pesquisar a relacdo entre a razao aurea e a sequéncia de Fibonacci em aplicacées
praticas a partir do estabelecimento de uma relagéo entre a razao aurea e a sequéncia
de Fibonacci, da demonstragdo de algumas aplicagcdes da razao 4urea e a sequéncia
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de Fibonacci e da proposicao de sequéncias didaticas para o ensino da razao aurea
no ensino médio.

Portanto, iremos abordar a tematica do nimero aureo e a propor¢cao aurea
em diferentes contextos com enfoque em varias formas e momentos em que ele é
aplicado. Deste modo, iniciamos com a histéria da proporgéao aurea no Capitulo 2 onde
serdo abordados sinais da existéncia e da utilizagdo deste numero ainda na Grécia
antiga. No Capitulo 3 tratamos sobre a razdo aurea e o numero aureo demonstrando
a estrutura do retdngulo aureo e da espiral bem como a presenca do numero aureo
no pentagono. O Capitulo 4 aborda sobre os niumeros de Fibonacci a partir do seu
estudo sobre o problema da reproducao dos coelhos e no Capitulo 5 fazemos uma
relacéo entre os numeros de Fibonacci e o numero phi demonstrando a relagao entre
este numero e a sequéncia encontrada nos estudos de Fibonacci.

Ja no Capitulo 6 traremos explicagées de como 0 numero aureo pode ser
aplicado e encontrado na trigonometria, em progressdes geométricas, nos seres vivos
e na arte. A partir desse estudo é possivel perceber que o numero de ouro tem uma
funcdo importante na manutengéo, qualidade e beleza dos seres e das coisas, além
de estar presente em varios elementos presentes no dia-a-dia das pessoas.

Dada a relevancia e a frequéncia com que 0 niUmero aureo aparece em
elementos ao nosso redor, além de sua presenca marcante no cotidiano, surge a
seguinte questao: por que nao explorar 0 niumero aureo e a sequéncia de Fibonacci
em sala de aula, especialmente com alunos do Ensino Médio?

Assim, no Capitulo 7, apresentamos modelos de sequéncias didaticas com
orientacées sobre como esse conteudo pode ser abordado em sala de aula de
maneira ludica, preparando os alunos para identifica-lo em sua realidade e utiliza-lo
nas mais diversas situacdes do cotidiano, dentro e fora do ambiente escolar. O
objetivo ndo € apontar caminhos prontos a serem seguidos, mas indicar modos para
que os docentes possam descobrir novos caminhos, tendo um modelo como exemplo.

Este trabalho foi desenvolvido com base em pesquisa bibliogréafica,
utilizando como referéncia estudiosos que abordam a raz&o aurea, a sequéncia de
Fibonacci, sequéncias didaticas como ferramentas de ensino e o ensino de
Matematica no Ensino Médio. Trata-se de uma pesquisa basica, com abordagem
qualitativa e carater exploratério. A coleta de dados incluiu livros, artigos, periédicos,
revistas e sites, utilizando palavras-chave relacionadas ao nimero aureo, a sequéncia

de Fibonacci e as sequéncias didaticas. Autores como Euclides, Mauricio Zahn,
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Boyer, Zabala e Brousseau foram consultados para fundamentar o estudo, buscando
oferecer contribuicoes relevantes a comunidade académica, cientifica e educacional,
especialmente para professores e interessados em ampliar o conhecimento e a
aplicacao desses conteudos matematicos no Ensino Médio.

Para tanto, espera-se que este trabalho sirva como um norteador para que
o professor possa abordar estes temas que sdo de grande relevancia para a vida
pessoal e profissional dos seus alunos tendo como base um conhecimento tao rico e

valioso como é o estudo sobre o numero aureo e a sequéncia de Fibonacci.
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2 HISTORIA DA PROPORCAO AUREA

A proporgéo aurea existe desde tempos remotos e ndo se sabe ao certo

onde foi a primeira vez que tal propor¢ao foi utilizada. Foi Euclides de Alexandria quem

definiu a proporgao aurea pela primeira vez, em meados dos anos 300 antes de Cristo,

a qual ele chamou de razdo extrema e média. A razao aurea esta presente nas artes

e na arquitetura desde tempos remotos.

No papiro de Rhind, que € um documento que data por volta do ano 1650

a.C. é onde se tem um dos primeiros registros sobre a razao aurea (Figura 2.1).

Nesse documento existem 85 problemas. Nos textos deste papiro € citada

uma “razao sagrada” a qual acredita-se ser a razao aurea.

Muito do que conhecemos a respeito da familiaridade dos antigos egipcios
com fragdes, por exemplo, vem do Papiro de Rhind (ou Ahmes). E um imenso
papiro (cerca de 5,5 metros de comprimento por 30 centimetros de altura)
que foi copiado por volta de 1650 a.C. de documentos mais antigos por um
escriba chamado Ahmes. O papiro foi encontrado em Tebas e comprado em
1858 pelo colecionador de antiguidades escocés Henry Rhind, e esta
atualmente no British Museum (exceto por alguns fragmentos, que
apareceram inesperadamente em uma colegcao de papéis médicos, e que
estdo atualmente no Brooklyn Museum). O Papiro de Rhind, que é, na
verdade, um manual de calculador, tinha nomes simples apenas para fracdes
da unidade, como 1/i, 1'3, 1/4 etc., e para 2'3. Alguns outros papiros tinham
também um nome para 3/4 (LIVIO, 2006).

Figura 2.1 — Papiro Matemético de Rhind

£,

L " A - S R4 prfimer- 5 Fo i N % | §1 =" 4 n o ¥ &}'.“." = - ‘--
Fonte: Disponivel em: <https://www.matematicaefacil.com.br/2015/11/papiros-matematica-egipcia-
papiro-rhind-ahmes.html>. Acesso em: 06/nov./2024)
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A Tabua de Shamash (Figura 2.2) € uma tabua que o arquedlogo Horsmuzd
Rassan encontrou em uma escavacao realizada em Sippar que fica localizada na
regiao sul do Iraque. “Essa tabua tem o comprimento de 29,21 cm, largura de 17,78
cm. A razao entre essas medidas e 29,21/17,78 =
1,6428571428571428571428571428571..., bem préximo do numero ¢ que €
aproximadamente 1,61803398874948482045868343656..." (ZAHN, 2011). O que
mostra que os babilénios antigos sabiam criar o retdngulo aureo que € um retangulo

que possui dimensdes em razao aurea.

Figura 2.2 — Tabua de Shamash

Fonte: Disponivel em: <http://mitgrphos.blogspom/2013/01/shamash.htm|>. Acesso em:
06/nov./2024)

A razao aurea também conhecida como o Numero de Ouro, teve como
primeiro simbolo para representa-la a letra grega 7 (tau) a qual significava “o corte”. O
nome Fi (¢) veio, no entanto, a ser designada apenas no século XX pelo matematico
Mark Barr. “Fi, é, a primeira letra grega do nome Fidias o qual foi um escultor na antiga
Grécia. As maiores realizacdes de Fidias foram o ‘Partenon de Atenas’ e o Zeus’ no
templo de Olimpia”. (LIVIO, 2006, p. 16).

Na construcdo da estrela pitagérica (Figura 2.3Figura 2.), os pitagéricos
usaram a razao aurea, embora nao tivessem conhecimento do numero ¢. Os
pitagoéricos acreditavam que a existéncia dos numeros irracionais deveria ser
guardada em segredo, pois representavam algum tipo de erro cosmico de tao horrivel
que eles achavam. E certo que a razdo do segmento da estrela pitagérica é o nimero

@, por esse motivo a estrela pitagérica tém o formato regular e simétrico.
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Figura 2.3 — O pentagrama de origem pitagérica, pode ser construido com seus vértices sobre um
pentagono regular
D

Fonte: o autor, 2024.

O numero aureo tem o poder de despertar tanto interesse porque ele surge
onde menos se espera de forma quase natural (LIVIO, 2006). As sementes da maga,
por exemplo, estdo organizadas na forma de uma estrela de um pentagrama. As
pétalas de uma rosa também estdo agrupadas de acordo com uma regra que se
baseia na proporcao aurea. A proporcao aurea também esta nos espirais das conchas
de alguns moluscos. Inclusive, a proporcao aurea também aparece diversas vezes no
ser humano, como mostra na pintura de Leonardo da Vinci, O Homem Vitruviano
(Figura 2.4).

Figura 2.4 — O homem Vitruviano e sua relagao com a proporcao aurea.

011 =11:42
13114 = 14:-18
T =187 o n-,lftﬂ...

i

Fonte: Disponivel em: <http://artenarede.com.br/blog/index.php/o-homem-vitruviano-e-o-numero-phi-
a-matematica-da-beleza/>. Acesso em: 06/nov./2024
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3 A RAZAO AUREA E O NUMERO AUREO

Segundo Carl B. Boyer (1974), livro historia da matemética, Euclides foi o
autor de textos matematicos mais bem sucedido de todos os tempos.

Apesar de sua grande fama, pouco se sabe sobre Euclides. Nao se sabe
ao certo datas de nascimento e morte e até mesmo cidade onde nasceu. Por
dedugdes de fatos historicos, acredita-se que Euclides viveu no tempo do primeiro
Ptolomeu e que recebeu seu treinamento matematico dos discipulos de
Platdo em Atenas.

Os livros “Os elementos de Euclides” ndo foram os primeiros a serem
escritos, porém, superou tanto os outros livros que foram os uUnicos, dos tempos
antigos, a sobreviver. Esses livros tratam de textos introdutorios de toda matematica
elementar, ou seja, aritmética, geometria sintética e algebra.

Euclides, no livro VI, os elementos, definiu a média e extrema razdo da
seguinte forma: uma reta é dita esta cortada em extrema e média razdo, quando como
a toda esteja para o maior seguimento, assim 0 maior para 0 menor.

Para cortar um seguimento AB em extrema e média razdo, Euclides, usa a
seguinte construcéo:

Seja a reta finita dada AB; é preciso entdo, cortar a reta AB em extrema e
média razdo. Fique descrito sobre a AB o quadrado BC, e fique aplicado a
AC o paralelogramo CD igual a BC, excedente pela figura AD semelhante
a BC. Mas o BC é um quadrado; portanto, também a AD é um quadrado. E,
como o BC é igual a CD, fique subtraido o CE comum; portanto, o BF restante € igual
a AD restante. Mas também é equiangulo com ela. Portanto, os lados, a volta dos
angulos iguais, dos BF, AD sdo inversamente proporcionais; portanto, como
a FE esta para ED, assim como a AE esta para EB. Mas por um lado, FE é
igual a AB, e, por outro lado, a ED, a AE. Portanto, como a BA esta
para AE, assim a AE para EB. Mas a AB é maior do que a AE; portanto,
também a AE é maior do que a EB. Portanto a reta AB foi cortada
em extrema e média razdo no E, e o maior segmento dela é o AE;

0 que era preciso fazer.



Figura 3.1 — Segmento cortado em extrema e média razao

e

A E B
& @ &

3 [
o——&

Fonte: O autor, 2024

Pode-se interpretar as afirmagdes de Euclides da seguinte forma:
i) Reta finita € 0 mesmo que segmento de reta

ii) A diagonal representa um paralelogramo
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iif) Quando Euclides coloca que o paralelogramo CD é igual a BC, ele esta

falando de suas areas respectivamente, isto é, o paralelogramo de

diagonal CD tém a mesma area do paralelogramo de diagonal BC.

iv) Para Euclides, descrever um paralelogramo de area A e lado BC, é o

mesmo que construir um paralelogramo de base BC e area A.

v) Aplicar uma figura de area A sobre um segmento BC excedente por uma

figura semelhante a um paralelogramo dado, € 0 mesmo que construir

um paralelogramo no qual o seguimento AB esteja contido na base, cuja

a area é A, tal que se pode aumentar a base até que se obtenha um

paralelogramo semelhante ao paralelogramo dado.

Podemos escrever assim: uma linha reta é cortada na razdo extrema e

média quando, assim como a linha toda estd para o maior seguimento, 0 maior

seguimento esta para o menor.

Desta forma temos: Seja um segmento AB, dizemos que um ponto C divide

AB na razao aurea (Figura 3.2).

Figura 3.2 — A razdo aurea no segmento de reta

A
L

[mu]

Fonte: O autor, 2024.
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Seja AB = a e AC = x, temos as seguintes equacoes:

E _ X
X B a—Xx
x2+ax—a?=0. (3.1)
Resolvendo a equacgéao de segundo grau obtemos:
x’+ax—a*=0
x:—ai\/a2+4a2' (3.2)
2
Assim, as duas raizes da equacgao, sao:
(1445
X1 = —a >
-1++/5
X, = a( > (3.3)
2
Dividindo ambos os membros das equacdes por a, temos:
x1 _ _1 - \/g
a 2
xz_Z1+V5 (3.4)
a 2
Para a solucao da primeira Equacao de (3.4) podemos fazer:
a 2
X1 —1-+5
Multiplicando o denominador e o numerador por (1 - V/5)
a 2 1-v5\ 2(1-v5) 1-+5
L. ( ) - = . (3.5)
x1 \—1-+5/\1-+5 4 2
Esse numero chamaremos de ¢,. Temos que ¢, = - 0,61803398...
Para a segunda Equacéao de (3.4), temos:
a 2 (3.6)
X2 1 +/5 .
multiplicando numerador e denominador por (1 + V/5), obtemos:
a_( 2 ><1+\/§>_2(1+\/§)_1+\/§ 3.7)
X2 \—1+V5/\1+v5) 4 2 '

esse numero chamaremos de ¢, 0 qual € a razdo aurea. Temos que ¢, =

1,61803398...
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Elevando ¢ ao quadrado temos:

(pz:<1+\/§><1+\/§>=1+2\/§+5=4+2+2\/§

2 2 4 4
1++5
=1+
2
p*=1+¢ (3.8)
ou seja, o numero ¢ tem a propriedade de fazer seu quadrado somando 1 igual a ele
mesmo.
Fazendo ¢; + ¢,, iremos obter
1+vV5 1-+V5 2
P11 @2 5 + > > 1,
no entanto, fazendo ¢, X ¢,, obtemos:
1+v5 1—-+v5 —4
Y1 X @y = 2\/_>< 2\/_=T=—1, (3.10)

Podemos observar dai que —¢, € igual ao inverso de ¢,.

3.1 O retangulo aureo e a espiral

O retangulo aureo (Figura 3.1.1), também chamado de retadngulo de
ouro, é um retangulo que, se o dividirmos em um quadrado e um retangulo, o
préoximo retangulo a ser criado sera semelhante ao original, isto é, qualquer
retangulo ABCD, quando suprimimos um quadrado, como AEFD, o restante sera
semelhante a ABCD.

Figura 3.1.1 — Retangulo aureo

A a E b B
o o o)
a
o O o)
D F C

Fonte: O autor, 2024.
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Seja o retangulo ABCD onde a+ b e a sado as dimensbes do retangulo

original. EFCB é semelhante ao retangulo ABCD. Com isso podemos fazer a seguinte

proporgao:
AD _EB (3.1.1)
AB EF
a b
a+b a
onde obteremos as seguintes equacdes:
a’> = ab + b? > a®> —ab — b? = 0. (3.1.2)
O resultado desta equacédo em a sera bg. Desta forma,
a+b a by
=== —= 3. 1.3
==, = (3.1.3)

Podemos notar esse retangulo na arquitetura, como por exemplo, O
Parthenon, conhecido por ser o templo da deusa Atena Paternos. Ao observar
atentamente sua estrutura, € possivel notar que ela forma, quase exatamente, um
retangulo aureo. Mas, por ser uma construg¢éao do século V a. C., ndo ha como comprovar
historicamente que o arquiteto possuia conhecimento sobre a propor¢ao aurea.

Também podemos notar o uso do retangulo aureo em trabalhos artisticos,
como no famoso quadro de Leonardo Da Vinci, a Mona Lisa. Da Vinci referia-se a
proporgao aurea como a “Proporcao Divina”, e é possivel supor que ele a tenha
utilizado em seus famosos trabalhos.

Também é possivel construir este retangulo seguindo os passos indicados
abaixo (Figura 3.1.2):

1. Construir um quadrado ABCD

2. Determinar o ponto médio M do segmento AC

3. A partir do ponto M, tragar um segmento até o ponto D

4. Com a ajuda de um compasso, colocar a ponta sobre o ponto M,

partindo do ponto D, construir um arco A.

5. Partindo do ponto C, construir um segmento paralelo a BC formando
o ponto E, intersec¢cdo com o arco A. Partindo do ponto C Construir
uma semirreta paralela a CD. Partindo do ponto D construir uma
semirreta paralela a AD, encontrando, assim, o ponto F que é
interseccado das duas semirretas. Assim, O retangulo ABEF é um

retangulo aureo.



Figura 3.1.2 — Construindo o retangulo aureo

M,

Passo 1

Passo 4

L .
o Fa
Passo 3
= d S
Passo 5

Fonte: O autor, 2024.

construindo um outro quadrado dentro dele, onde se obtém um novo retangulo, que

pode ser repetido vérias vezes tornando-se um processo infinito, mas contendo

Podemos fazer este mesmo processo dentro do retangulo recém-formado,

sempre a sequéncia de ouro em seu interior. (Figura 3.1.3).

Figura 3.1.3 — Construindo o retangulo aureo a partir do retangulo recém-formado

Fonte: O autor, 2024.
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Podemos construir uma sequéncia de quadrados no interior do retangulo

de ouro com dimensdes 1 x 1,2 x 2,3 % 3,5X5,...,, que € a sequéncia de Fibonacci.

Desenhando um arco seguindo os quadrados dentro do retdngulo, forma-se um

padrao, chamado de espiral de Fibonacci (Figura 3.1.4).
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Figura 3.1.4 — Espiral de Fibonacci

W

E
\

\\"‘--__.-'-""

Fonte: O autor, 2024

Esta espiral € 0 que se pode chamar de “padrdo da perfeicao”, pois esta
associada a tudo aquilo o que consideramos lindo na natureza. Como por exemplo a
maioria das galaxias que puderam ser observadas pelo telescépio de Hubble, quando um
furacao se forma seu “olho” também forma esse padréo e, também, nas ondas gigantes.

Sobre este assunto, Jacques Bernoulli apud Livio (2006) escreve que

(...) a espiral logaritmica “pode ser usada como um simbolo tanto do vigor e

constancia na adversidade quanto no corpo humano, no qual, apés todas as
mudancas, até mesmo apos a morte, sera restaurado ao seu exato e perfeito

ser.
Vamos deduzir agora a equacgdo do espiral de ouro em coordenadas

polares (Figura 3.1.5).

Figura 3.1.5 — Espiral de ouro em coordenadas polares
1 ]

Fonte: O autor, 2024.
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Seja a sequéncia de retangulos apresentada na Figura 3.1.5 na qual a o
retangulo ABCD é o maior. Observemos, entao que as retas que contém as diagonais
se cruzam no ponto O. Esse ponto O vai ser a origem do sistema polar. No retangulo
ABCD construimos um quadrado ADEF cujo lado é igual a 1.

Primeiramente colocamos o ponto A como a origem do nosso sistema cartesiano.
Dessa forma vamos obter os pontos: A(0,0), B(¢,0), C(¢,1), D(0,1), E(1,1) e F(1,0).

Notemos que a reta r passa pelos pontos B(¢,0) e D(0,1). Podemos obter
a equacao dessa reta através da condicao de alinhamento.

x y 1
(0 1 1>=0:>x+(py—y=0
0 1

Logo a equagéo da reta r € dada por:
1
(r):y= —ax + 1. (3.1.4)

Podemos obter, também a equagéo da reta s

x y 1
((p 1 1>=0=>—x+(<p—1)+1=0.
1 0 1

Assim, a equacao da reta s sera:

1 1
91" ¢-1

(s):y= (3.1.5)

Sejam o coeficiente angular da reta r (m,) e o coeficiente angular da reta s

1 1 T ~ ..
(mg). Temos que m, = ~ e mg = e Fazendo a multiplicacdo dos coeficientes

angulares vamos ter:
1 1 1
0 9-1 ei-¢
Utilizando a Equagéao (3.8) temos que:
m, X mg = —1. (3.1.6)

Isso mostra que as retas r e s sdo perpendiculares.

m, X mg = —

Para encontrar o ponto O, resolvemos entdo o sistema formado pela

Equacao (3.1.4) e pela Equacéo (3.1.5). Dessa forma teremos:

y=——x+1 2

¢ _ 9" o _e—1
{_ 1 o 1 :>x_2<p—1'y_2<p—1 (3.1.7)
ky_(p—l p—1

Que sao as coordenadas do ponto O.
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Agora iremos calcular o angulo DOE triangulo DOE. Para isso, temos que
encontrar o angulo formado pelas retas re t.

O coeficiente angular da reta t (m;) é dado por:
p—1 20—1—@p+1

1

V=Yoo~ 20—1 20 — 1
M e —xy @2 20—-1-—¢?
l=90—1 79 —1 (3.1.8)
% @

T92-20-1 (p-17
Entdo o angulo DOE pode ser obtido da seguinte forma:

I SR
(g0 = My —mg | _ @ (p—1)2
1+m, xm 1+ (_%) ((go_—(pl)2>
—(p — 1)* 4 ¢? (3.1.9)
p(p —1)2 1
plp—1)2%+¢
p(p —1)2

tgh =1= 6 = 452,
Portanto, pela Equagao (3.7.6) vemos que o angulo DOC é de 90°. E como
o angulo DOE mede 452, podemos dizer que o angulo EOC tem medida igual a 45°.
Com esses resultados podemos observar que cada retdngulo aureo é
obtido de outro retangulo por uma rotacdo de 90° e uma contragdo. Calcularemos
agora a contracao sofrida pelos retdngulos aureos em cada rotacao.

Como j& foi determinado acima temos que: D(0,1), C(¢p,1), O(Z(‘;’il,z"’(p—__ll),

podemos calcular agora a distancia de OD. Assim, temos:

— ®? L ore-1 2
OD_\/<2¢—1_0> +<2¢—1_1>
_ " o—1-2p-D\"
- <<2<p—1>2>+< 20— 1 )‘
_ p* 92\ |e*(e?+1)
= <(2<p—1)2)+<(2<p—1)2>‘ 2 — 1)2

__9
20 -1

(3.1.10)

p?+1
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Agora calculemos a distancia de OC

1 1
<p2—2<p+2=E(<p2—2<p+2)<p2=E(<p2+1—2<p+1)<p2=

1 1 1
=—(@+2-20+1Dp?>=—=B—-p)p?=—Bp?—¢3) =
(p2§0 % % 0? p)p 0? g -9

2
1+/5

2

— @2 2 p—1

oc= <‘p_2<p—1> +<2(p—1_1)
_ <p2—qo(2<p—1)2+ (p-1D-Qp-1\" _
B 20 — 1 20 — 1 B

3 (pz_(p Z-I_< — >2_ (,04—2<P3+(,02+<P2_
~ \20-1 20—-1) (2 — 1)2 -

_J<p4—2<p3+2<p2_J<p2(<p2—2<p+2)_

(2 —1)2 (29 —1)2
— ¢ 2 _
2(p—1W/(p 29 + 2

Pela Equacao (3.8) podemos fazer:
Pr=p+1=2¢p’+1=p+1+1=2¢p*+1=¢+2.

Temos que:
P =p’xp=0+Qp=p+¢?’=¢p+1+9p=1+2¢

Assim, podemos fazer:

- %(34)2 —(1+2¢)) =%(3(1 +¢) — (1 +29))
=%(3+3<p—1—2<p) =

1 1
=?(<P+2)=P(Q02+1)

Assim, obtemos:

— @ Q 1
C: A/ 2—2 2: o 2 1 =
20 -1 ¢ ¢+ 2g0—1’(p2((p+ )

11—
J(@?+1)—=—-0D
¢ @

__9
20—-1
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(3.1.11)

(3.1.12)

(3.1.13)

(3.1.14)

(3.1.15)

n ~ 1 .
Esse resultado mostra que cada retangulo sofre uma contragédo de 4 Pois

<1
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Seja, entdo o sistema de coordenadas polares que possui a origem no
ponto O. Tem como eixo imaginario OE eixo real Ol. Esses dois eixos sao
perpendiculares pelo que ja foi mostrado. Dessa forma teremos os seguintes pontos:

Y -1
Temos que todos os pontos estdo de acordo com a relagcdo apresentada
acima e sao da forma: ((p",ng) onde n pertence aos niumeros naturais.

Observemos que a curva que passa pelos pontos G, E, |, A é o espiral
procurado. Tal curva, em coordenadas polares, tem variagao do raio p em relacdo ao
argumento 6 proporcional ao préprio raio p.

Entdo temos a equacéo diferencial a seguir tal que os pontos (pg) e (1,0)

satisfaca
dp _
5= ap - (3.1.16)
Resolvemos entao a equacao por separacao de variaveis.
dp
J-7=afd9:lnp=a0+c
Isto é
logl =ab = p = ke%*? (3.1.17)
Para o ponto (p,8) = (1,0) obtemos
p=ke¥®=>1=ke’=k=1. (3.1.18)

Para o ponto (p, ) = (cp,g) vamos ter:

™ m e
p=ke“9z¢=e“2:ln<p=a§=>a=;lngo.

Portanto:

p = e = 20me _ SN e T _ o (3.1.19)

Logo, a equacéao do espiral para o retangulo cujos lados séo 1 e ¢ é dada por:
0
2(0) = o (3.1.20)

3.2 Segmentos aureo no pentagono

Com a ajuda do numero ¢, podemos fazer diversas figuras geométricas
como foi visto no retangulo Aureo, com ele temos maior facilidade para fazer tragos
com medidas planas com angulos e lados iguais.
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A figura do pentagono aureo ou pentagono regular, por exemplo, oferece
regularidades matematicas do numero aureo.

Para construir este pentagrama, fazemos uma circunferéncia qualquer,
onde dividimos do ponto central (ponto O), em cinco angulos com 72°.Marcamos o0s
pontos ABCDE, interseccéo dos lados dos angulos com a circunferéncia.

Conectando os pontos ABCDE vamos obter os segmentos do pentagono
aureo (Figura 3.2.1).

Figura 3.2.1 — Segmento aureo do pentagono

Fonte: O autor, 2024.

Seja o poligono regular ABCDE. A soma das medidas dos angulos internos
de um poligono é dada por (n — 2) - 180, sendo n o0 nimero de lados. Assim, a soma
das medidas dos angulos internos do pentagono é igual a 540°. Como o pentagono
em questao é regular, entdo cada angulo mede 108°. Para os triangulos AED e ACB,
temos que AE = AB e ED = BC e os angulos AED e CBA s&o congruentes de medida
igual a 108°. Portanto os triangulos AED e ACB sao congruentes pelo caso lado,

angulo, lado.

Figura 3.2.2 — Pentagrama ou estrela pitagérica e seus segmentos
]

Fonte: O autor, 2024.
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Vamos chamar o triangulo cujos angulos tém medidas 36°, 72° e 72° de
triangulo acutangulo de ouro e o triangulo cujos angulos medem 108°, 36° e 36° de
tridangulo obtusangulo de ouro. Veja a figura

Figura 3.2.3 — Tridngulo acutangulo e seus segmentos

Fonte: O autor, 2024.

No tridngulo acutangulo temos que AB = CD =y, AC=BC =x e AD = x — y.
NOtrléngUbAlBlcl temOS queA1B1 = 31C1 = ClDl = y,Alcl =Xxe BlDl = AlDl =X — y.
Temos que os triangulos ABD € semelhante ao tridangulo ABC e o Triangulo A;B.C; é

semelhante ao triangulo A,B,D; . Assim, temos

A_B _ AC y _ X AlB1 _ A1C1

R A—
AD AB x=y y AiDq A1Bq x=y

(3.2.1)

A equacao acima é idéntica a (3. 1) cuja solucao é dada pela Equacao (3.7),

isto é

ac _Aac_x _ ﬂ_ﬂ_fzq, (3.2.2)

AB~ ¢D  y A1B;  CiDy  y

Figura 3.2.4 — Segmento aureo no decagono

(o \

Fonte: O autor, 2024
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Onde temos o angulo total de 360°, dividindo este angulo por dez (nimero
de angulos iguais), chegaremos ao resultado do angulo interno da figura, 36°. E como

€ um tridngulo isésceles os outros dois angulos medem 72°. Assim, temos o triangulo
acutangulo de ouro.
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4 OS NUMEROS DE FIBONACCI

Leonardo Fibonacci nasceu em pisa na Italia, em 1175, motivo pelo qual
ficou conhecido Leonardo de Pisa. Seu pai se chamava Guiliermo Bonnaci. Assim,
Fibonacci ndo é seu verdadeiro sobrenome, pois Fibonacci é o diminutivo de Fillius
Bonacci, que significa Filho de Bonnacio. Por ter iniciado seus estudos com
professores islamicos, Fibonacci, aprendeu o sistema hindu-arabico. Escreveu o livro
Liber Abbaci (livro do dbaco) em 1202. Encontramos nesse livro o problema de
reproducao de coelhos do qual originou a sequéncia de Fibonacci.

O problema da reproducao de coelhos tem o seguinte enunciado: Um
homem pbs um par de filhotes de coelhos num lugar cercado de muros por todos os
lados. Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir desse par em um ano
se, supostamente, todo més cada par da a luz a um novo par, que é fértil a partir do
segundo més?

Para solucionar esse problema vamos ver a reproducdo em cada més
considerando as condi¢gdes dadas no problema.

» Primeiro més: temos apenas um casal, pois 0 mesmo é filhote.

» Segundo més: ainda temos apenas um casal, mas agora o casal é adulto

e fertil.

» Terceiro més: Temos dois casais, pois 0 casal anterior gerou um casal
de filhotes.

» Quarto més: Temos trés casais, pois o primeiro casal deu a luz a um
casal de filhotes e ainda temos o casal de filhotes anterior que agora é
adulto e fertil.

» Quinto Més: Temos 5 casais, pois os dois casais adultos deram
origem a dois casais de filhotes e o casal de filhotes anterior ficou
adulto e fértil.

» Sexto més: teremos oito casais de coelhos, pois os trés casais adultos
deram origem a trés casais de filhotes e os dois casais de filhotes
anterior ficaram adultos e férteis.

» Sétimo més: temos um total de 13 casais de coelhos, pois 5 casais de
coelhos deram origem a cinco casais de filhotes e os trés casais de

filhotes anterior ficaram adultos.
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Continuando dessa forma obteremos a seguinte sequéncia onde o nimero
representa a quantidade de coelho e sua posi¢ao representa o més (1, 1, 2, 3, 5, 8,
13, 21, 34, 55, 89, 144).

Figura 4.1 — Representacao da reproducdo dos coelhos observada por Leonard Fibonacci

2
Y- 3
K- 5
- ———
Yy b1 .

Fonte: O autor, 2024.

Esse resultado motivou Fibonacci a definir a seguinte sequéncia que hoje
€ conhecida como sequéncia de Fibonacci.

Definicao 4.1: seja a sequéncia definida por: (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,
55, 89, 144...). Essa sequéncia chamamos de sequéncia de Fibonacci e os termos
dessa sequéncia chamam-se numero de Fibonacci.

Definicao 4.2: Seja f,, 0 numero de Fibonacci que esta na posigédo n. A
sequéncia definida recursivamente por

{fn+1 = fo+ fa1
i=f=1

Chama-se sequéncia de Fibonacci:

Seguem abaixo alguns resultados importantes relativos a sequéncia de
Fibonacci. Esses resultados podem ser encontrados em Zahn (2011).

Proposicao 4.1: Dois numeros de Fibonacci consecutivos sao primos

entre si.
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Demonstracao. Suponha por absurdo que pra certo n, existe um d tal que
m.d.c (fn, fn,+1) = d # 1. Dessa forma vemos que d|f, e d|fn,+1- TEMOS qUE f 41 =
fo + frg-1€ @lfn,® dlfnye1, ASSIM dfy, 1. Vemos também que fo, = fry—1 + fag-2:
como d|f e d|fn,-1, €ntéo d|fy, —,. Continuando com o mesmo raciocinio chegaremos
ad|f,e d|f;. Portanto, como f; = f, = 1, temos d|1, isto é, d = 1, 0 que contradiz que
d # 1. Logo, dois numeros de Fibonacci consecutivos sao primos entre si.

Proposicao 4.2: Seja f,, a sequéncia de Fibonacci. Portanto, para todo
n > 1, valem as propriedades a seguir:

i). Soma dos numeros da sequéncia

Zn:fl = fa2 — 1
i=1

Demonstragcdo. Vamos mostrar por indugcao que
it ot tfmh=frn—1LV¥Vn>1
a) Para n = 1temos, f; =1e fi.,—1=f;—1=2—-1=1. O que mostra
que f; = fi4+2 — 1, portanto vale para n=1.
b) Suponhamos, por hipétese de inducao, que seja valido para um certo
namero n, isto &,

ittt =faa—1 (4.1)
Somando f,,,; a ambos 0os membros de (4.1) temos,
ittt thtfari=foeztfrer— 1 (4.2)

Por definicao temos,
frne1 + fnez = fras (43)
Substituindo (3) em (2) temos,

it ottt forn = faes — 1
0 que conclui a demonstragéao.

ii). Soma dos numeros impares da sequéncia

Zn:fZiq = fon

a) Mostraremos primeiro para n = 1. Observe que
foxici=fufoxa=fhefi=f=1
Isso mostra que é verdadeira a base da indugéao.

b) Suponhamos que a igualdade seja véalida para um certo numero n, isto é:
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fi+ fst..+fono1 = fon (4.4)
Mostraremos que a igualdade também é valida para n+1, isto é
fit+ [zt o F faan-1 = o)
Somando f,,,1 @ ambos os membros de (4.4) temos,
fit fzt tfoan-1F fontr = fon + fona (4.9)
Por definicao,
fan + fons1 = fans2 (4.6)
Substituindo (4.6) em (4.5), obtemos
fi+ fzt.. .+ o1+ font1 = fonsz

0 que conclui a demonstragao.

iii). Soma dos numeros de ordem par da sequéncia

n
Zfzt = f2n+1 -1
i=1

a) Mostraremos primeiro para n = 1. Temos que

foxi=fa=1€ foxqs1—1=fz3—1=2—-1=1
Portanto, vale a base da indugao.

b) Suponhamos que a igualdade é valida para um certo nimero n, isto €,

fotfatfet . +fon=fons1—1 (4.7)
Vamos mostrar que também é valido para n + 1.

Somando f,,., em ambos os membros de (4.7), obtemos

fotfatfot o tfon + fonsz = fons1 + fonez — 1 (4.8)

Por definicao,

fon+1 + fan2 = fonss (4.9)

Substituindo (4.9) em (4.8), concluimos que

fz +f4 +f6+"'+f2n+f2(n+1) :fZ(n+1)+1 -1
Isso completa a demonstragao.
iv). A soma dos quadrados dos numeros da sequéncia

iﬁ-z = fa X fara
i=1

a) Vemos que a igualdade é valida para n = 1, pois

fi‘=1=1lefixfr=1x1=1
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Logo vale a base a indugéo.
b) Suponhamos agora que a igualdade seja valida para um certo nimero
n, OU seja,
A2+ f27 H 24 Ao = fu X s (4.10)
Mostraremos, entdo, que também é valido para n + 1. De fato, somando

f? . em ambos os membros de (10), obtemos

n+1
P+ A B A+ [ = fo X faer + P (4.11)
Note que

faX fosr + f2n+1 = far1(fn + fr1) (412)
Por definicao temos,

fa F fo+1 = far2 (4.13)

Substituindo (4.13) em (4.12) obtemos
AP+ L+ A5+ 2 = v X fasz.
Isso completa a demonstracéo.
v) Vale aigualdade fiin = fin-1 X fu + fin X fns, VM = 1;¥n > 1.
Faremos a demonstragéo por indugéao sobre m.
a) Param =1 temos que
fori=fhaXhthXfo=fialthl=fiath

Para m = 2 vamos obter

farz = foa X o+ fu X f3
Portanto temos que

favz = fo-1+ 2/ (4.14)

e assim termos
frorz = facr ot fuo (4.15)
Logo,
fotz = favr T+ fr
O que mostra que é valida a base da indugao.
b) Seja p > 2. Suponhamos entao que a igualdade seja valida para todo g,

tal que 2 < q < p e para um certo nimero n temos

fn+(p—2) = fno1 X fp—z + fo X fp—l (416)
e temos também que
fn+(p—1) = fn-1 X fp—l + fo X fp (41 7)

Somando membro a membro as duas equacdes obtemos
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fn+(p—2) + fn(p—l) = fn-1 X fp—z + fu X fp—l + fon-1 X fp—l + fu X fp (418)
Dessa forma vamos ter
fn+(p—2) + fn(p—l) = fn—l(fp—z + fp—l) + fn(fp—l + fp) (419)

Por definigcdo, temos
frip = o1 X fp + fu X fp41:
Isso conclui a demonstragao.
Proposicao 4.3: Sejam k,n € N, temos que f,,, € multiplo de f,.
a. Notemos que para k = 1vamos ter f,|f,. Logo, é valida a base da inducao.
b. Suponhamos, entdo, que seja valido para um certo k, isto €, f,|fin-
Mostraremos que fy|f(k+1)n-
Aplicando a propriedade v, temos
ftk+n = fenen = fin-1 X fa + fin X fns1- (4.20)
Dessa forma, como f;,|fin-1 X fn © fulfin X fa+1, POrtanto temos que

fnlf(k+1)n-
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5 O NUMERO ¢ E A SEQUENCIA DE FIBONACCI
5.1 Poténcia do numero ¢

Como foi mostrado nas equacgoes (3.8) e (3.1.13), temos as potencias de ¢?

e ¢3, portanto para outras poténcias temos:

PP=p’xp=A4+Qe=0p+¢p? =p+1+9p=1+2¢ (5.1.1)

Pr =0 xp =1+ (1 +9)=1+20+¢9*=1+20+1+9 =2+3¢ (5.1.2)

P> =9*xp=2+3p)p =20 +3¢p?=2¢0+3(1+¢)=3+50¢. (5.1.3)
Continuando com o raciocinio anterior teremos:

9®=5+8p (5.1.4)

¢’ =8+13¢ (5.1.5)

@® =13 +21¢ (5.1.6)

Com esses resultados podemos observar que chamando f, = 0, 0os termos
constantes e os coeficientes de ¢, formam, na ordem que aparecem a sequéncia de
Fibonacci.

Conjectura: ™ = f_1 + fu X @, ¥n = 1.

a) Mostraremos primeiro para n = 1. Assim temos.

Pl=fo+tfixep=0+1xp=9¢
b) Supomos entdo que seja vélida a igualdade para n = q, isto €,
Pl =fo-1+fa X 0.
Mostraremos, entdo, que é valida paran = q + 1. temos que:

It =9l x g, (5.1.7)
Assim obteremos:
Pixp=froa+faXxp)xg (5.1.8)
Dai vamos ter:
T = (fyor + f X @) X . (5.1.9)
e entao termos:
Pt = fo_1 X @+ fi X @2 (5.1.10)
Portanto, substituindo ¢? por ¢ + 1 vamos ter ent3o:
P =f 1 X+ fix(p+1). (5.1.11)

Fazendo a multiplicagao, teremos:
(pq+1=fq—1x¢+fq><(p+fq- (5112)
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Fatorando a expressao obtermos:

1" = (fgmr + o + fo- (5.1.13)
Pela Definicdo 5.2 f,_; + f; = f4+1 , portanto, a equagéo fica
Pt =fo X+ fy (5.1.14)

Portanto esta provada a conjectura.
Proposicao 4.3 para todo numero natural n > 1 vale a seguinte igualdade

Pt =for O X[y (5.1.15)
tal que f;,j = 1,2,3,... s&o numero de Fibonacci e f; = 0.

5.2 Demonstracdes que a razao entre termos consecutivos dos numeros de
Fibonnaci tendem para o numero ¢.

Demonstracao 1

Pela Definicao 4.2 temos f,4,1 = fu + fn_1 assim podemos escrever da

seguinte forma:

@ — fn+fn—1 (5 2 1)
In fa T
Assim vamos ter:
fota _ Sn1
S 1+ o (5.2.2)

Podemos escrever da seguinte forma:

fas1 _ 1
=l (5.2.3)
fn-1
Escrevemos ainda:
fas1 _ 1
Al ey ey (5.2.4)
fn-1
Obteremos assim:
fn+1 _ 1
= (5.2.5)

fn-1

Podemos escrever a equagéo acima da seguinte forma:

fot1 _ 1
PR (5.2.6)
In—1
fn-2
Desta forma teremos:
fn+1 1
=]
fn 1+m (527)
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Obteremos entao:

i I (5.2.8)
1+m

LLES R P

Assim representamos % como uma fragdo continua. Portanto, temos a

n

seguinte conjectura:
Conjectura 5.2.1:

fn+1 _ 1
e It (5.2.9)

1
+13

quando n — co.
Para provar essa conjectura faremos alguns passos.
Seja x, a sequéncia definida por:

X =1L =1+—,Vn>1 (5.2.10)

n

Definimos a fungao f: (0, +) - R por

fE)=1+-="= (5.2.11)
Podemos observar que para cada um dos termos da sequéncia vamos
obter:
X2 = f(x1),x3 = f(X2), .., %0 = f(Xp-1), - (5.2.12)
Vemos entao que f € decrescente, pois,
f(a)<f(b)(:a—”<bi(:>(a+1)b<(b+1)a<:)ab+b<ab+a
a b (5.2.13)
Sa>h
Conjectura 5.2.2:
X < X3 < x5 <...< Xg < Xy < Xp. (5.2.14)

Para formamos duas subsequéncias de x,, sendo um dos termos pares
(x2n,) € outra dos termos impares (x,,_1) procedemos da seguinte forma:
Seja g: (0,+x) - R dada por
g(x) = (fof)(x), (5.2.15)
isto é,

90 = fFF () = - = 22 (5.2.16)

x+1
Comecando por x;teremos o seguinte:
9(x1) = f(f(x1)) = f(x2) = x3, (5.2.17)
g(x3) = f(f(x3)) = f(x4) = x5, (5.2.18)
o J(X2n—1) = X2p+1,.. (5.2.19)
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Seguindo o mesmo raciocinio iremos ter:
Xg = g(x2), X6 = g(X4), .-, X2n+2 = G(X2n), - (5.2.20)
Podemos dizer que g é crescente, pois,

2a+1_2b+1
a+1 b+1
=2ab+2b+a+1e

S 2ab+2a+b+1=

g(a) <g) e
(5.2.21)
S a<b.

Para provarmos a Conjectura 5.2.2, primeiro provaremos algumas afirmacoes:

Primeira afirmacéao: x,,_, < x,n,41, Vn, OU S€ja, a subsequéncia dos termos
impares é crescente.

Provaremos por indugao.

a) Para n=1 temos que xpxi-1 =% =1 € X4y = %3 = 1+5 =2 Como
1< % entdo vale a base da inducéo.

b) Vamos supor agora que a afirmacdo seja valida para um certo n.
Mostraremos que vale para n + 1.
Xon-1 < Xon+1 = J(Xon-1) < g(X2n+1) =

(5.2.22)

Xon+1 < X2n+3.

Isso prova a primeira afirmacéao
Segunda afirmagéo: x,, > x,,4,Vn, OU Seja, a subsequéncia dos termos
pares é decrescente.

1
a) Para n=1, temOS Xox1 = X =1+%=2 e x2n+2 =x2X1+2=X4=1+?=
2

1+ =2 como 2 > 2, logo vale a base da indugao.
b) Suponhamos que a igualdade seja valida para um certo n mostraremos
que é vélida para n + 1.
Xon > Xons2 = 9(X2n) > g(Xons2) = 9(X2n42) > g(Xon44) (56.2.23)
Terceira afirmacao: x,,_; < x3,,Vn, ou seja, todo termo impar da
sequéncia x,& menor que o termo par subsequente.
a) Para n =1, temos Xpuy_1 =X =16 x5 =X, = 1+7=2. Como 1<2,
entdo vale a base da indugéao.
b) Suponhamos entdo que a afirmacdo seja valida para um certo n.
Mostraremos que também ¢é valida para n + 1. De fato temos:
Xon—1 < Xz2n = g(Xon-1) < g(X2n) = Xons1 < Xon42 (5.2.24)

Isso prova a afirmagéo.
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As afirmagdes anteriores provam a Conjectura 5.2.2.
Dai podemos notar que a subsequéncia x,,_; € limitada superiormente por

x, = 2. Assim, existe L, tal que L; = limx,,_;.
X—00

Da mesma forma podemos observar que x,, € decrescente e limitada

inferiormente por x; = 1. Assim, existe L, tal que L, = limx,,.
X—00

Temos que
Xon+1 = J(Xan-1) = % (5.2.25)
Colocando o limite, obtemos:
2L1+1
= (5.2.26)
Multiplicando temos
L3+L, =2L+1 (5.2.27)
Portanto, vamos obter
Li—Li+1=0 (5.2.28)
Resolvendo a equacao do 2° grau, encontramos
_1/(-1)%-4x1x(-1)
L, = — (5.2.29)
L =28 (5.2.30)
Portanto,
L=C= (5.2.31)
De forma analoga temos:
Xonsz = 9(zn) = 222 (5.2.32)
Colocando os limites vamos obter:
L, = % (5.2.33)
O que implica que
L="C=y (5.2.34)
Dessa forma vemos que L, = L, = ¢.
Logo,
x=1
1
Xy =14+ —"® (5.2.35)
n
ou seja,
fn+1 _ _ 1+\/§
=t o= (5.2.36)

1+..
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O que mostra que a conjectura 5.2.1 também é verdadeira.
Demonstragao 2

Para essa demonstracao utilizaremos a férmula de Binet.
Teorema 5.2.1 (Férmula de Binet). Para todo n € N temos que

1+v5\" [1-+5)\"
< > )—( . >] (5.2.37)

fn ==
V5
onde n é o n — ésimo numero de Fibonacci.

Provaremos por indu¢ao sobre n.

Paran = 1, temos
1+v5\  [1-+v5\ s
2 2

:>f1=ﬁl7 =

Suponhamos agora que (5.2.37) € verdadeira para algum n € N,n > 1.

flz\/g

(5.2.38)

Provaremos que também é vélida para n + 1.
De fato,

far1=fat foaa =

Y-S Y -5 -
A AT T
} ( ) =) (2@ sam

=) ()55
&) (05
-5 (5955

1+v5\"" 1 /1-+5
) wE)

%)
-

) (
%) (&=
5 (5

n+1

ﬁl

V5

Portanto, a propriedade é valida para todo n € N.

Mostraremos agora que lim Jn

n—-oo fn+1

= @.
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fn
f+1

Seja (X,,),, uma sequéncia definida por (X,), =

Pela férmula de Binet dada pela Equacéo (5.2.37), temos

o HEY (]
R
(1+«§>"“ ( 2 )

1 —_—
2 1 + \/§>n+1

| )

<1+\/§

Uy
I

)

T

1+\/— 1+\/_ l
|

2
l 1 + \/_
Temos que 0 < | | < 1, portanto
| 1 _\/g n | 1 _\/g n+1
lim = lim =0 (5.2.41)
n—oo 1 _|_ \/g n—oo 1 — \/g
Dessa forma, aplicando o limite na Equacao 4.1.57, teremos
1++5
lim X, = lim fn+1 = (5.2.42)
n—oo n—oo fn 2

Como queriamos provar.
Essas ultimas demonstracées sao apresentadas por Caneiro, Nobokite e
Fernandes (2023).
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6 APLICACOES
6.1 O numero ¢ e a trigonometria

Zahn (2011) trabalha as aplicagbes do numero ¢ na trigonometria da

seguinte forma:
> Resolver a equagao tg x = cos xcom x € (0,7).

Notemos que

senx 2
= CO0SX < Senx = CoS“ x & senx =

cos x 6.1.1)
=1—sen’x & sen’x +senx —1=0

tgx =cosx &

Resolvendo a equacao temos que

senx = _1—+\/§ = 1 (6.1.2)
2 @
e
—1-+/5
senx = T\/_ =—@ (6.1.3)

Podemos descartar essa ultima raiz, pois x € (0, g).

Mostramos ai uma relacdo entre 0 numero ¢ e 0 seno do arco x.
» Determinando 0 cos 3 6°
Podemos observar o pentagono regular a seguir (Figura 6.1.1). Temos que

a medida do angulo interno de um poligono regular de n lados € dado por:

180°(n — 2)
= (6.1.4)
n
Figura 6.1.1 — Pentagono regular
7108
o~ ".I /?
] "'.":\'.E' Illl'k'f/ -!'!:'-_'llL
=P ; Ay
|
\ - _~d .

Fonte: O autor, 2024.
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Assim, para o pentagono teremos
_180°(5—2)

“=""§5

Considerando o tridngulo isosceles AEB da figura, sendo ABE = BEA = «

= 108°. (6.1.5)

e sabendo que o angulo BAE é 108°, pela soma dos angulos internos do triangulos,
vamos obter:
a+108° +a =180 © a = 36°. (6.1.6)
Observamos agora na figura a o triangulo AEF semelhante ao triangulo
AEB. Teremos entao:

BE _4E (6.1.7)
AB EF
Fazendo a multiplicagao iremos obter
AE x AB = BE X EF. (6.1.8)
Como BE = BF + FE e AE = AB, podemos escrever
4B = (BF + FE) x FE. (6.1.9)
Dessa forma vamos ter
4B" = BF x FE + FE . (6.1.10)
Dividindo a igualdade acima por FE teremos:
A5 « 7B = BF + FE. (6.1.11)

FE
Dividimos agora a equacéo acima por AB. Sendo AB = BF a equacéo fica
da seguinte forma:

°f 1+ BB (6.1.12)

BF
Chamamos agora — = y, podemos escrever:

1
y=1+3 (6.1.13)

Portanto teremos:
y2—y—1=0. (6.1.14)
Assim, resolvendo a equac¢ao vamos ter
1412 -4 x1x(=1)
2x1

1445
2

y
(6.1.15)
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Como y é positivo, entao

_1+V5
=——=

y 0. (6.1.16)

Isso mostra que o ponto F divide o seguimento BE na raz&o 4urea, pois

Observando agora o triangulo retangulo FGE o qual é reto em G, temos que

AG = GE. Utilizando a trigonometria no tridngulo retangulo e sendo AE = BF vamos ter:

— AE _
cos(GEF)=cos36°=%=%=¥x%=%x%=g. (6.1.17)
» Determinando o sen18°
Temos as seguintes relacdes trigonométricas:
sen2a = 2senacosa (6.1.18)
e
cos2a = cos?a — sen’a = 1 — sen®a — sen’a = 1 — 2sen’a. (6.1.19)
Sendo a = 18°, podemos escrever:
sen36° = 2sen18°cos 18° (6.1.20)
e
cos36° =1 — 2sen?18°. (6.1.21)
Além disso, para o angulo de 72°, temos:
sen72° = 2sen36° cos 3 6°. (6.1.22)
Substituindo os valores de sen36° e cos 3 6° na equacao acima, vamos ter:
sen72° = 2(2sen18° cos 18°)(1 — 2sen?18°). (6.1.23)
Assim,
sen72° = 4sen18° cos 1 8°(1 — 2sen?18°). (6.1.24)

Observando que sen72° = cos18° # 0 podemos substituir na igualdade anterior.
Assim, teremos:
cos 18° = 4sen18°cos 18°(1 — 2sen?18°). (6.1.25)
Dividindo os dois membros da equacao acima por cos 1 8°, vamos obter:
1 = 4sen18°(1 — 2sen?18°). (6.1.26)
Fazendo sen18° = y, escrevemos:

1=4y(1-2y*)=>8y3—4y+1=0. (6.1.27)
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Para resolver essa equagao podemos utilizar primeiramente o método das
raizes racionais:

Sejam p e q primos entre sicomp € Z e q € Z,, sendo p divisorde 1 e g

divisor de 8, assim temos os seguintes nimeros de Z : 1,-1,2,-2%-21_1
q 2 2’4’ 4’8 8
Podemos observar que % € raiz da equacao. Portanto, podemos escrever:
1
v —35)(8y* +4y—-2)=0 (6.1.28)

Comoy = % n&o satisfaz porque o angulo cujo o seno é igual a % € o angulo
de 30°% nos resta entdo verificar a outra possibilidade resolvendo a equacao
8y? + 4y — 2 = 0. Portanto,

—4+,/42-4x8x(-2) —4+V80 —4+4V5

y =
2 X8 16 16 (6.1.29)
_ —1++5
=—0
Como o seno de 18° é positivo, segue que
-1+v5 1
senl82 = —— = —, (6.1.30)
4 2¢

6.2 O numero ¢ e 0s humeros complexos

Seja i=+—-1 a unidade imagindria do dos numeros complexos.
Mostraremos que sen(iln @) = é
Temos a relacao de Euler
e'® = cos a + isena. (6.2.1)
Entdo para —a vamos ter
e~ = cos a — isena. (6.2.2)

Subtraindo membro a membro as duas equacdes anteriores, teremos:
] ] eia _ e—ia
el® —e % = 2isena = sena = % (6.2.3)
Assim, para a = iln ¢, vamos ter:

ixiln(p_e—ixiln(p e—ln(p_elnq)

sen(ilng) == = , . (6.2.4)

20 2

Dessa forma, utilizando as propriedades do logaritmo, teremos:
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1
elne™ _ glng  ,ing™' _ ,ing @
sen(ilng) = , = , =9 _
20 21 21 (6.2.5)
1—¢? 1
= 14 X —.
Q@ 21

Temos que ¢? = 1 + ¢. Assim, obtemos:

1-(1+¢) —¢ -1
200 2¢i  2i°

sen(ilng) = (6.2.6)

Multiplicando o numerador e o denominador da fragéo por i, obteremos:

-1 i =i

sen(ilng) = 57 X-=—5= (6.2.7)

l
i 22 2
O que conclui a demonstracao.

6.3 A sequéncia de Fibonacci e Progressao Geométrica

Seja F o conjunto das sequéncias de Fibonacci, Silva (2018) mostra que F
€ um espaco vetorial de dimenséo dois.
Lema 6.2.1 Dadas (u,), € (v,), € F, entdo (u, +v,), € F € (auy,), €F
para todo a € R.
Demonstracao
Sejam as sequéncias (s,), = (u, + ), € (t)n = (au,),. Temos que
Sn = Un +Vn = (Uno1 FUn2) + Wno1 +Vn2) = Wno1 V1) + (Upy v 2) =

= Sp = Sp—1 T Sp—2

ty = Uy = a(Up_1 +Up_3) = QUy_1 + Ap_py = ty_q +ty_y,

logo (t,), e (s,), sdo sequéncias de Fibonacci.

Dadas as operagdes (up), + (v )n = (uy + vn e a(u,), = au,, Siva
(2,18) mostra que F € um espaco vetorial.

Teorema 6.2.1 dim¥F = 2

Demonstracao

Vamos encontrar dois vetores (u,), e (v,), em F de forma que
{(un)n, (v} seja base de F, ou seja, para todo (f,,),, € F, existem a,b € R, sendo a
e b unicos, tais que f,, = au,, + bv,. Assim temos:

fl = au1 + bv1
{fz — auy + by’ (6.2.1)
Vemos que o sistema (6.2.1) é possivel e determinado se, e somente se,
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iy v %0

Ou seja, (uy), € (v,), ndo podem ser proporcionais. Podemos notar que
as sequéncias (1,1,2,3,5,8,...) e (0,1,1,2,3,5,8,...) sdo de Fibonacci mas ndo sao
proporcionais, podendo assim, formar uma base de F. Dessa forma, F tem
dimensao 2.

Resolvendo o sistema (6.2.1), obtemos:

a= fiva—fovs eb= fui—fiup (622)
U1V —U V¢ U1V~ UV,
Segue que
fn = au, + by, (6.2.3)

Observemos que o grafico de uma funcéo de Fibonacci se assemelha ao

gréafico da funcao exponencial. (Figura 6.2.1)

Figura 6.2.1 - Gréfico da sequéncia de Fibonaccipara f, =1,f, =2
1000

800

600

400

200

0
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

I

Fonte: Silva (2018).

Em Zahn (2011), vemos que uma sequéncia é sequéncia de Fibonacci
quando obedece a lei recursiva f,.1 = fu + fn—1- Assim, seja f, = q", temos uma
progressao geométrica serd uma sequéncia de Fibonacci quando, e somente quando

qn+1 — qn + qn_l,VTl > 2 (624)
Podemos dividir (6.2.4) por ¢™~! # 0, obtendo, assim, a equagao
g?=q+1 (6.2.5)
cujas raizes sao
=" =010 (6.2.6)
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Portanto, Silva (2018), demonstra que as sequéncias (¢" 1), e
((1 — )™ 1), séo de Fibonacci, onde os termos gerais sdo fungdes apenas de n.
Temos que ¢ # 1 — ¢ e, além disso, ¢ € 1 — ¢ nao sao proporcionais,
portanto, séo linearmente independentes, assim, formam uma base de F. Assim
fan=ap™ 1+ b(1— @)1 (6.2.7)
Dessa forma podemos formar, assim, o sistema.

{ fl =a+ b
fo=ap+b(1-9)
Resolvendo o sistema obtemos

_ L-9)-f; _ 25y
=000 ke p—lrehy (6.2.8)

Substituindo (6.2.8) em (6.2.7) e simplificando, iremos obter
£, = (fi + (Pf2)<.0n_2 - (—ef)A -1
" V5

Como queriamos mostrar.

(6.2.9)

Em Silva (2018), vemos que, sendo |1 — ¢| < 1, entéo Tllinolo(l — @)1 =0,

assim, para valores muito grandes de n, temos

(At efe™?
~ = (6.2.10)

fn

Dessa forma, o erro é

(fz —pf)@ =)
6.2.11
NG ( )
Pela Equacao (3.10)
(fo —pf)A—)"! (—oef)| ..,
= - 6.2.12
NG N ( )
Sendo ¢ > 0, a tolerancia para se calcular f;, temos
(f2 — of1) 1-n
— | "> ¢ 6.2.13
= |? ( )
Assim, para os valores de n, temos
l 0,5In5 =1 -
n>1— ne + n nlf; — ofil (6.2.14)

Ing
Vamos denotar por [x] o inteiro mais préximo de x. Observando a sequéncia
original (f,)» = (1,1,2,3,5 ...), temos que para o erro de célculo seja menor do que 0,5, 0

valor de n deve ser necessariamente maior que —0,23. O que implica que
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£, = H"’—n]] (6.2.15)

para todo n € N.

A Equacéao (6.2.15) descreve todos os termos da sequéncia original de
Fibonacci (), = (1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, ...). Por exemplo, podemos determinar o

décimo termo dessa sequéncia pondo n = 10.

10

i
f1o—|]\/§

cujo inteiro mais préximo € 55, o décimo termo da sequéncia.

ﬂ = 55,00363587

6.4 O numero aureo em seres Vivos

A espiral de Fibonacci é utilizada como um padréo que inspira beleza e
qualidade a partir de formas especificas. Estas formas e padrées também podem ser
encontradas frequentemente na natureza. As plantas, os animais e o préprio ser
humano possuem uma estrutura em sua formagéo que obedecem a uma ordem que
os levam a raz&o de ouro.

As folhas das plantas, por exemplo, nascem em posi¢coes e espagos bem
regulares, como uma forma natural de melhorar a sua exposicdo ao sol e a chuva,
garantindo uma distribuicdo adequada de nutrientes. Na botanica, esse fenbmeno é
chamado de phyllotaxis (que em grego significa “arranjo de folhas”), ou filotaxia
conforme demonstrado na Figura 6.4.1.

A sequéncia do crescimento das folhas foi estudada pelos matematicos
franceses Douady e Couder no ano de 1993. A partir desses estudos concluiu-se que
essa sequéncia forma o angulo 222° 29’ 34” e foi chamado de angulo “6timo”,
justamente porque ao crescer formando tais dngulos favorece o desenvolvimento

saudavel da planta.

Traca-se uma espiral que passe pela base verticalmente acima do ponto
de partida. Tomemos p como o nimero de voltas da espiral e g como o
namero de bases de folhas pelas quais a espiral passou (excluindo-se a
primeira). Entdo p/q € uma fragao caracteristica da planta, ou seja, a
divergéncia das folhas. Tanto o numerador como o denominador desta

fragdo tém tendéncia a ser membros da sequéncia de Fibonacci:
112358 (HUNTLEY, 1985).

2’3’5’8’13’21""
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Figura 6.4.1 — Filotaxia

Fonte: Disponivel em: <http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm41/natureza.htm>. Acesso em: Acesso
em: 25/nov./2024.

Nos girassois (em especial nos girassois do campo), também é possivel
notar essa sequéncia no formato em que se distribuem as suas sementes. Elas
nascem em padrdes com sentidos opostos, onde o numero de curvas é diferente entre
si, uma vez que € comum observar que se o nucleo da flor tiver 21 curvas do lado
esquerdo, havera 34 do lado direito, quando existem 34 fileiras espirais num sentido
horario, havera 55 no sentido anti-horario e assim por diante, formando a sequéncia

Fibonacci que varia de acordo com o tamanho dela (Figura 6.4.2).

Figura 6.4.2 — Sequéncia de Fibonacci no Girassol
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Fonte: Disponivel em: <https://super.abril.com.br/blog/supernovas/o-girassol-e-a-sequencia-de-
fibonacci/>. Acesso em: 26/nov./2024.



E possivel perceber padrées similares também

plantas, tais como demonstrado na Figura 6.4.3.

em outras espécies
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de

Figura 6.4.3 — Sequéncia de Fibonacci em diversas espécies de plantas

Babosa espiral
Aloe polyphylla

Camélia
Camellia japonica

Pinha

Pinus pinea Drosophyllum lusitanicum

Agave ou piteira-do-caribe
Agave angustifolia

Pinheiro-baboso ou Pinheiro-orvalhado Repolho-roxo cortado ao

meio

Fonte: Disponivel em: <https://www.pensamentoverde.com.br/meio-ambiente/geometria-milimetrica-
das-plantas-e-sequencia-fibonacci/> (adaptado). Acesso em: 26/nov./2024.

No abacaxi, também & possivel perceber a presenga da sequéncia de

Fibonacci. As espirais que se formam em direcbes opostas normalmente possuem o

nuamero de lados iguais a 13, 21 e 34. Também é possivel perceber este padrao

retirando a casca da fruta (Figura 6.4.4).

Figura 6.4.4 — Sequéncia de Fibonacci no abacaxi
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abacaxi com casca

-

abacaxi descascado

#” ;

Fonte: Disponivel em: < https://www.hortifruti.com.br/abacaxi-organico-unidade/p> (Adaptado).

Acesso em: 26/nov./2024.
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A sequéncia de Fibonacci também pode ser percebida em alguns animais,
como € o caso da concha de um molusco marinho conhecido como nautillus que vai
se expandindo de acordo com a propor¢cao e no camaledo ao comprimir seu rabo
(Figura 6.4.5).

(...) a medida que o molusco cresce dentro da concha do nautilo, ele constroi
camaras cada vez maiores, fechando as menores, que ndo sdo mais usadas.
Cada aumento no comprimento da concha € acompanhado de um
crescimento proporcional no raio, de modo que a forma permanece inalterada
(LIVIO, 20086).

Figura 6.4.5 — A sequéncia de Fibonacci nos animais.

Concha do caranguejo Nautilus Rabo do camaleao

Fonte: Disponivel em:
<https://www.facebook.com/photo.php?tbid=887715404577432&id=2258531674303298&set=a.445434
122138898>. (Adaptado). Acesso em: 26/nov./2024.

Bem como em muitos outros animais, no corpo humano também é possivel
observar essa sequéncia ao fazermos sua medicdo como o todo ou por partes. Para
0S gregos, para que um corpo humano fosse sinbnimo de beleza e perfeicao seria
necessario que houvesse uma proporcionalidade relacionada ao numero 1,618. A
esse respeito o arquiteto romano Marcus Vitruvius Pollio (70-25 a. C.) no livro de Mario

Livio diz o seguinte:

No corpo humano, o ponto central naturalmente € o umbigo. Porque se um
homem for colocado deitado de costas, com as maos e os pés estendidos e
um compasso for centrado no seu umbigo, os dedos de suas maos e de seus
pés irdo tocar a circunferéncia do circulo descrito a partir deste ponto. E assim
como o corpo humano produz contorno circular, uma figura quadrada também
pode ser encontrada a partir dele. Pois se medirmos a distancia das solas
dos pés até o topo da cabecga e depois aplicarmos essa medida aos bragos
esticados, veremos que a largura sera a mesma que a altura, como no caso
de superficies planas que sao perfeitamente quadradas (LIVIO, 2006).

Essas ideias dardo origem ao “Homem Vitruviano” de Leonardo da Vinci,

como vimos na Figura 2. deste trabalho.
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Neste sentido, se uma pessoa de tamanho considerado médio, dividir a sua
altura pela distancia entre seu umbigo e sua cabeca, o resultado dessa divisao sera
em torno de 1,618, o nosso numero aureo (Figura 6.4.6).

Figura 6.4.6 — Sequéncia de Fibonacci e o corpo humano
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Fonte: Disponivel em:<http://www.amtrader.com.br/a'r’;igos-/fi“b_onacci-e-suas-aplicacoes-praticas/>.
Acesso em: 30/nov./2024.

Ao dividirmos 1,83m (altura total C) por 1,131m (dist&ncia da sola dos pés ao
umbigo U), obteremos como razdo, o nimero de ouro. Também obteremos
esse numero dividindo a distancia da testa ao queixo (X), pela distancia da
orelna ao queixo (Y). Assim também acontecera, ao relacionarmos o

comprimento total do braco (B) com a distancia do cotovelo a ponta do dedo
médio (D). (FERRER, 2024).

Outra forma de encontrar tal proporgao seria ao medir o brago inteiro de um
individuo dividindo do comprimento do cotovelo ao dedo (Figura 6.4.7).

Figura 6.4.7 — Demonstracao da sequéncia de Fibonacci no braco humano.

Fonte: Disponivel em: <https://www.raciociniocristao.com.br/2014/05/digitais-criador/>. Acesso em:
30/nov./2024.
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Da mesma forma, se observarmos o formato dos dentes humanos vistos
de frente podemos perceber que também séo proporcionais (Figura 6.4.8).

Os dentes vistos frontalmente, [...], estdo na proporgcao aurea um em relacao
ao outro. Por exemplo, a largura do incisivo central esta proporcional a largura
do incisivo lateral, assim como o incisivo lateral esta proporcional ao canino,
e 0 canino ao primeiro pré-molar. O segmento “incisivo central até o primeiro
pré-molar” se encontra na proporgao aurea em relagao ao canto da boca. A
altura do incisivo central esta na proporgcao aurea em relagdo a largura dos
dois dentes centrais (retangulo de ouro). (RODRIGUES, 2008)

Figura 6.4.8 — Os dentes e a proporgdo aurea

L] i 1 ATA 118 aas
Fonte: Disponivel em: <https://www.ortoblog.com/o-numero-de-ouro-a-proporcao-aureao-segredo-da-
beleza-mito-ou-verdade/>. Acesso em: 30/nov./2024.

6.6 O numero aureo na arte

Sendo a sequéncia de Fibonacci vista como um padrdo que representa
beleza e perfeicdo, é de esperar que artistas dos mais diversos segmentos
quisessem e tentassem utiliza-la para a sua produgéo artistica, uma vez que ela
pode conter as propriedades estéticas necessarias para tornar uma obra de arte

visualmente perfeita.

6.6.1 O numero aureo na pintura

Podemos notar a utilizacdo do numero aureo em varias obras de artistas
como Piet Mondrian, Candido Portinari, Michelangelo, Salvador Dali, Albrech Direr,
Leonardo da Vinci, Sandro Botticelli, Joaquin Torres-Garcia, entre outros.
Ressaltaremos aqui algumas obras de da Vinci, Botticelli e Joaquin Torres-Garcia que
tém como caracteristica a utilizacdo de conceitos matematicos para a confeccéo de
suas obras.

Leonardo da Vinci € conhecido por ser um génio nas mais diversas areas

a qual se dedicou durante o Renascimento obtendo grande destaque pela producao
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de suas telas ao utilizar estruturas proporcionais. Nao se sabe ao certo se ele tinha
realmente o conhecimento ou estudo a respeito do numero 4ureo e as propriedades
do retangulo aureo, acredita-se que ele apenas observava e colocava em pratica o
que queria pintar.

Entre seus ilustres trabalhos estdo o Homem Vitruviano ja citado neste
artigo, e também seu mais famoso quadro a Mona Lisa (Figura 6.6.1.1), retratada entre
os anos de 1503 e 1506, pintados a 6leo sobre madeira de alamo, em exposi¢cao no
Museu do Louvre em Paris na Franga.

Objetivando sempre a perfeicdo em seus quadros, da Vinci utiliza
retangulos aureos como uma forma de garantir simetria e equilibrio. O rosto
retratado na pintura possui um enquadramento perfeito causando a impressao
de que ela estd nos observando, ndao importa por qual lado se olhe a
pintura. Nota-se que a Mona Lisa esta diretamente ligada a sequéncia
de Fibonacci, onde nas proprias dimensées do quadro € formado um retangulo

aureo.

Figura 6.6.1.1 — A proporgao aurea na obra A Mona Lisa de Leonardo da Vinci

Fonte: Disponivel em: <https://aledesigner.com.br/os-mitos-da-proporcao-aurea/>. Acesso em:
30/nov./2024.



59

Em muitas outras obras deste artista pode ser encontrada a utilizagdo de
proporcdes aureas para a sua composicao, como é o caso das obras A Ultima Ceia,
A Anunciagéo, A Virgem dos Rochedos, Uma Cabec¢a de Ancido e muitas outras.

Figura 6.6.1.2 — A proporgéo durea na obra de Leonardo da Vinci

A Anunciacdo
Fonte: Disponivel em: <https://pt.slideshare.net/slideshow/leonardo-da-vinci-proporo-urea-
presentation/794954#9> (Adaptado). Acesso em: 30/nov./2024.

Sobre a composigcao da obra Uma Cabeca de Anciao, Livio (2006) conclui
que:

(...) Embora a grade superposta deixe muito poucas duvidas de que
Leonardo estava realmente interessado nas varias proporgoes da face,
€ muito dificil extrair qualquer conclusao definitiva desse estudo. O
retangulo no meio, a esquerda, por exemplo, é aproximadamente um
retAngulo aureo, mas as linhas estdo desenhadas de modo tao
grosseiro, que ndo podemos ter certeza.

Assim como Leonardo da Vinci, outros artistas também lancaram mao da
proporcao aurea como um recurso que atribuisse harmonia as suas composicoes
artisticas. E o caso de Sandro Botticelli com sua obra chamada “O Nascimento de
Vénus” (Figura 6.6.1.3) que foi produzida entre os anos de 1484 e 1486, onde vemos
que foi utilizada o retdngulo aureo para posicionar os personagens em perfeita

harmonia.
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Figura6.6.1.3-A

Fonte: Disponivel em: < https://sophiaofnature.wordpress.com/2014/01/07/a-mitologia-e-a-verdade-da-
razao-de-ouro/>. Acesso em: 20/nov./2024.

Outro grande nome no mundo da arte por utilizar a propor¢ao aurea é o artista
uruguaio Joaquin Torres-Garcia, considerado um dos mais importantes artistas
modernistas da América do Sul.

Torres fazia uso da geometria em basicamente todas as suas obras (Figura
6.6.1.4).

Sua arte explora o valor simbdlico da forma, buscando ainda estabelecer a
harmonia e o equilibrio universal entre o tempo, o espago e o ser humano.
Nao é a toa que ele utiliza a proporgdo aurea em seus trabalhos. A ambicao
de Torres Garcia era encontrar o eterno da arte (CORDEIRO, 2017).

Figura 6.6.1.4 — Obras de Joaquin Torres Garcia

Fonte: Disponivel em: <http://www.pigmum.com/blog/torresgarcia>. Acesso em: 20/Nov./2024.
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6.6.2 O numero aureo na musica

Na Grécia antiga a musica era considerada uma parte da matematica, uma
vez que, até o fim da Idade Média, era uma das quatro partes nas quais se dividiam
os estudos matematicos. Durante o Renascimento, apesar de tornar-se
independente dos estudos matematicos, sua relacdo com esta area de
conhecimento ainda era muito grande e resultando em um grande numero de
matematicos que se dedicaram também ao estudo da musica como é o caso de
René Descartes e de Marin Mersenne.

A matematica pode ser utilizada como uma forma de facilitar os estudos a
respeito da estrutura musical. A teoria dos conjuntos, a algebra abstrata e a
teoria dos nimeros, a proporgdo aurea e o numero de Fibonacci estdo
presentes na estrutura musical e em algumas composigdes. (OLIVEIRA e

FALCAO, 2019).
Um dos melhores instrumentos de cordas ja criados é o violino Stradivarius.
Esse instrumento foi projetado por, Antonio Stradivari, um dos mais importantes
fabricantes deste instrumento. Os Violinos Stradivarius se caracterizam e possuem
um alto valor no mercado devido ao fato de possuirem um som com qualidade superior
aos violinos comuns e isso se da devido a estrutura com a qual o instrumento foi
construido. Como pode-se perceber na Figura 6.6.2.1 o violino construido por

Stradivari tem a propor¢cao aurea como base para as suas dimensoes.

Figura 6.6.2.1 — A proporgao aurea no violino Stradivarius.
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Fonte: Disponivel em: <https:/musicaeadoracao.com.br/25388/segmento-aureo-aplicado-a-
construcao-de-violoncelos-violinos/>. Acesso em: 20/Nov./2024.

Assim como Stradivari, Jody Espina desenvolveu um instrumento que
pudesse transmitir qualidade através do som. Para tanto, ele utiliza a razao area para

construir o bocal de saxofone JodyJazz DV no qual utiliza a propor¢ao aurea nas suas
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medidas que vao “desde o cumprimento do furo, largura das paredes da haste, a
profundidade do furo e outros aspectos importantes do bocal” (OLIVEIRA e FALCAO,
2019).

Figura 6.6.2.2 — Bocal para saxofone alto projetado por Jody Espina.

Fonte: Disponivel em:<https:/jodyjazz.com/dvny-metal-sax-mouthpieces/>. Acesso em: 20/nov./2024.

O brasileiro Fernando Fonterrada presenteou o baixista do Cirque du
Soleil Nathan Lerohl com um contrabaixo em formato de gota em 2013. Segundo
Dourado (2015), Fonterrada teria escolhido este formato de uma gota d'agua por
se tratar de “uma forma da natureza que segue a propor¢cao aurea e a sequéncia
de Fibonacci”.

Ao desenvolver esse baixo, Fonterrada tinha como objetivo que o
instrumento propagasse o som de forma suave e harménica, que fosse de facil
transporte, baixo peso e que ndo houvesse distorcbes quando o som fosse

amplificado e, para isso, ele fez uso de férmulas matematicas.

Figura 6.6.2.3 — Baixo gota de Fernando Fonterrada.

7

Fonte: Disponivel em: <https://www.facebook.com/Fonterrada/?locale=pt_BR>. Acesso em:
20/nov./2024.
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O piano é mais um instrumento que utiliza os numeros de Fibonacci como
uma forma de obter qualidade sonora e harménica com base na sua constru¢do. Na
organizagao do teclado de piano € possivel encontrar os numeros de Fibonacci. Sdo
13 teclas no total, 8 teclas brancas, 5 teclas pretas dispostas em dois grupos, um com

2 teclas e outro com 3 teclas.

Figura 6.6.2.4 — Sequéncia de Fibonacci e as teclas de um piano

Li

Fonte: Disponivel em: <https://noize.com.br/fibonacci-na-musica-e-na-natureza/>. Acesso em:
20/nov./2024.

Porém a utilizacdo da sequéncia de Fibonacci na musica ndo se resume
apenas a construcdo e engenharia dos instrumentos, mas também esta presente na
composi¢cao de musical, pois, para montar qualquer acorde musical é necessario que
se faca a combinacao de trés notas: a primeira, a terceira e a quinta nota de qualquer
escala, ou seja, 1, 3 e 5, numeros de Fibonacci.

A utilizacdo de nimeros de Fibonacci e o0 nimero aureo nas composicoes
musicais é algo muito frequente e datam de varios séculos. Nao se sabe se
a utilizacdo pelos compositores era proposital ou ndo. Classicos como a
Prelude in C major de Mozart, Choro n® 5 de Villa-Lobos e a 52 sinfonia de
Beethoven, utilizam os numeros de Fibonacci e o nimero de ouro na divisdo
de compassos e na inser¢ao de novos instrumentos musicais ou na criagao
do climax da musica. (OLIVEIRA e FALCAOQO, 2019).
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7 SEQUENCIA DIDATICA

O processo educacional tem sofrido grandes transformagdes que vao
desde o comportamento dos alunos as formas de ministrar e recepgdo de
conhecimento. Todas essas mudancas tém gerado um grande desafio no processo
de ensino e aprendizagem de todas as disciplinas, uma vez que o professor deve
renovar seus recursos e seus métodos com o objetivo de obter resultados positivos
em sala de aula.

Grande parte dessas mudancas se da devido a ascensao dos meios
tecnolégicos e ao acesso das pessoas a esses mais diversos recursos. Além da
influéncia dos meios tecnoldgicos na vida dos alunos, ndo se pode negar também a
dificuldade em aprender Matematica para grande parte desses discentes que,
segundo Roratto, Nogueira e Kato (2010) se da devido a um distanciamento entre a

forma como é produzida e a forma como é ensinada essa ciéncia.

A utilizacgdo de diversas metodologias e modalidade didaticas
mostra-se como uma estratégia vdlida e promissora na tentativa de
atender as diferencgas individuais dos alunos no que se refere a maneira como
eles aprendem e se apropriam dos conteudos abordados (TAXINI et al.,
2012).

Devido a isso, especialmente com os estudantes do Ensino Médio,
faz-se necessério a adocdo de medidas e o desenvolvimento de estratégias
pedagdgicas que levem este aluno a tornar-se um individuo critico, apto
a pensar, questionar e criar suas proprias ideias e conceitos que irdo se
desenvolver em sala de aula, mas que devem ser levadas para a sua realidade
cotidiana.

Neste sentido, Babinski (2017) ressalta a necessidade de que o ensino
de matematica esteja interligado e contextualizado as outras é&reas do
conhecimento, criando, assim, um paralelo com a realidade e as praticas cotidianas
dos alunos.

Assim sendo, a sequéncia didatica surge como uma importante aliada
do professor uma vez que consiste em uma série de atividades que podem
facilitar e/ou tornar atrativo o ensino de matemadtica, pois, trata-se de “um
conjunto de atividades ligadas entre si, planejadas para ensinar um

conteudo, etapa por etapa, sendo organizadas de acordo com 0s
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objetivos que o professor quer alcangar para a aprendizagem de seus alunos’
(BARBOSA, 2002).

Ao adotar o uso de uma sequéncia didatica o professor traca uma
espécie de roteiro no qual se inicia com o conhecimento prévio do aluno e,
a medida em que as etapas avangam amenta-se o grau de dificuldade, possibilitando
uma evolugdo gradual do conhecimento e a expansdo dos conhecimentos dos
discentes.

De acordo com Giordan, Guimardes e Massi (2011), a construcao da

sequéncia didatica deve ocorrer segundo passos especificos, tais como:

a) apresentacao da situacao, definicdo e formulagéo da tarefa;

b) producao inicial, estabelece o primeiro contato entre o aluno e o género
textual proposto;

¢) mddulos de atividade, atividades preparadas pelo professor de observagao
e analise;

d) produgéo final, destinado a prética de elaboragao textual.

Observa-se, portanto, que na sequéncia didatica o professor exerce um
papel de mediador desse processo ao apresentar os conceitos, exemplos e
orientagcbes para a aplicagdo pratica do conhecimento a ser construido seguindo
uma ordem que possibilite a constru¢do do conhecimento pelo proprio aluno. No
entanto, ao final do processo, o aluno deve ser capaz de utilizar este conhecimento
de forma pratica ao construir o seu préprio texto tendo como base de tudo o que
foi aprendido.

Dessa forma, a sequéncia didatica surge como um auxilio ao professor e
ao aluno no processo de construgdo do conhecimento, possibilitando que o aluno
desenvolva, num primeiro momento, uma resposta baseada num conhecimento
prévio, que seja estabelecido um dialogo reflexivo por parte desse aluno, e que, ao
fim do processo, este seja capaz de se apossar do conhecimento e transformar as
informagdes absolvidas em ferramentas e conceitos a serem adotados em sua pratica
cotidiana.

Assim sendo, apontamos aqui dois modelos de sequéncia de didatica
que tem como tema a razdo aurea, a sequéncia de Fibonacci e progressao
geomeétrica voltadas para alunos de 9° ano do Ensino Fundamental maior e 2°
ano do Ensino Médio, respectivamente, ambas com o tempo previsto de 200
minutos com o intuito de apontar uma das inUmeras possibilidades de trabalhar
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esses temas em sala de aula e de facilitar o processo de ensino e aprendizagem

do conteudo proposto.

SEQUENCIA DIDATICA

Plano de Aula 1: Razao aurea (100 minutos)

Turma: 9° ano ensino fundamental

Duracgao: 100 minutos

Tema: Retangulo aureo

Objetivos:

Identificar a presenga da matematica em situag¢des e coisas do cotidiano
Reconhecer a proporcdo aurea na arte e na arquitetura

Demonstrar relacdes métricas do retangulo aureo.

Construir o retangulo aureo

Etapas e Distribuicao do Tempo

1. Abertura e Contextualizacao (20 minutos)

Atividades:
o Explanar sobre a biografia de Euclides de Alexandria e a média e
extrema razao.
o Executar o video “Donald no Pais da matemagica” no intervalo de 7min
e 19 s aos 13 min e 19 s o0 qual mostra a aplicagéo do retangulo de ouro
na arquitetura e na arte. O video pode ser encontrado em
https://www.youtube.com/watch?v=wbftu093Y gk.

Recursos: Quadro, apagador, pincel, livros didaticos, projetor multimidia,
notebook.

Objetivo: Perceber a presenca da razdo aurea em situagdes do dia-a-dia
despertando, assim, a curiosidade por conhecé-la.

2. Construcao do retangulo de ouro (30 minutos)

Atividades:
o Construcéo do retangulo de ouro juntamente com os alunos seguindo o
seguinte procedimento.
1. Construir um quadrado ABCD
2. Determinar o ponto médio M do segmento AC
3. A partir do ponto M, tragar um segmento até o ponto D


https://www.youtube.com/watch?v=wbftu093Yqk
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4. Com a ajuda de um compasso, colocar a ponta sobre o ponto M,
partindo do ponto D, construir um arco A.

5. Partindo do ponto C, construir um segmento paralelo a BC formando
o ponto E, interseccdo com o arco A. Partindo do ponto C Construir
uma semirreta paralela a CD. Partindo do ponto D construir uma
semirreta paralela a AD, encontrando, assim, o ponto F que é
intersec¢do das duas semirretas. Assim, O retangulo ABEF é um
retangulo aureo.

Figura 1 - Construindo o retédngulo aureo
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& — ux T L 4
o & & i L ® s ®
Passo 1 Passo 2 Passo 3
o P
> ‘ Py ¢ é & 4
Passo 4 Passo 5

Fonte: O autor, 2024.

« Recursos: Quadro, apagador, pincel, livros, compasso, régua.
« Objetivo: Construir o retangulo de ouro a partir das orientacdes e da
observagéo da figura 1.

3. Construcao do retangulo aureo no geogebra (25 minutos)
« Atividades:
o Mostrar algumas ferramentas do software geogebra.
o Construir o retangulo aureo no geogebra.
« Recursos: Quadro, apagador, pincel, livros didaticos.
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« Objetivo: Utilizar a tecnologia aliada aos estudos da matematica e despertar
o0 interesse para o estudo da razdo aurea.

4. Construcao da espiral de Fibonacci (20 minutos)
« Atividades:
o Construir uma sequéncia de quadrados no interior do retangulo de ouro

com dimensées 1x1,2x2,3%x3,5%5,.., a qual € chamada de
sequéncia de Fibonacci
o Construir arcos que formam a espiral de Fibonacci.

Figura 2 - Espiral de Fibonacci

an
B
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« Recursos: Quadro, apagador, pincel, livros didaticos, compasso, régua.

« Objetivo: Promover a construgéo da espiral de Fibonacci tendo por base as

orientacdes e observacao da Figura 2.

Avaliacao
o Critérios de Avaliacao:
o Participacao ativa do aluno durante a aula.

o Desempenho nas construgdes propostas.

Encerramento
« Sintese (5 minutos):
o Recapitular um pouco da histéria e pontos importantes da aula.



o Sugerir aos alunos uma leitura sobre o niumero de ouro, a sequéncia
de Fibonacci e outros assuntos abordados durante a aula.

Plano de Aula 2: O numero ¢ (100 minutos)
o Turma: 92 ano do ensino fundamental
Duracao: 100 minutos
Tema: O numero ¢
Objetivos:

« Revisar definigdes abordadas na aula sobre o retangulo aureo.
« Dividir um seguimento em extrema e média razo.
e Calcular o valor de ¢

Etapas e Distribuicao do Tempo
1. Abertura e Motivacao (20 minutos)
e Acoes:
o Revisar sobre Euclides de Alexandria e o retangulo de ouro.
o Definir seguimento cortado em média e extrema razéo
« Recursos: Datashow, quadro branco, pincel, apagador, livros.
« Objetivo: Revisar a biografia de Euclides e mostrar a razao aurea no

seguimento.

2. Cortar um seguimento é média e extrema razao (30 minutos)
o Atividades:
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o Dividir, juntos aos alunos, um seguimento AB em média e extrema razao

seguindo os passos a usados por Euclides resumidos a seguir.
e Construa sobre o seguimento AB um quadrado ABHC.

e Construa um paralelogramo CGDF onde o seguimento AC esteja contido em
CG de tal forma que a area de CGDF seja igual a area do quadrado ABHC e
que AEDG seja um quadrado. E ainda o ponto F pertence ao seguimento

CH e o seguimento DF corta o seguimento AB no ponto E.

e Observar que, como CGDF e ABHC tem areas iguais, subtraindo o retangulo
AEFC, entdo o quadrado AEDG tem area igual ao retangulo EBHF e como
0s angulos sao iguais, os lados sao inversamente proporcionais. Por tanto

FE AE
AD EB
mas FE = AB e ED = AE, assim
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BA AE
AE EB
e como AB é maior que AE, entdo AE € maior que EB. Logo, AB foi cortada
em média e extrema razao onde AE € 0 maior segmento.

Figura 3 - Segmento cortado em extrema e média razao
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« Recursos: Quadro branco, pincel, apagador, livros, notebook, projetor

multimidia.
« Objetivo: Desenvolver a habilidade de cortar um seguimento em média e

extrema razao.

3. Resolucao de equacao do segundo grau e proporcao (25 minutos)
o Revisar a resolugéo de equacgao do segundo grau e seguimentos
proporcionais.
o Propor atividades sobre os assuntos abordados.
« Recursos: Quadro branco, pincel, apagador, livros.

« Objetivo: Desenvolver a capacidade de calcular o nimero ¢.

4. Determinar o numero ¢ (20 minutos)

« Atividades:

« Propor aos alunos calculem o valor de ¢ utilizando a média e extrema razao,
AB _ AC
ac e

A

¢
o

Onde AB=ae AC =x
« Recursos: Quadro branco, pincel, apagador, livros.

e Obijetivo: Calcular o valor da raz&o entre maior seguimento e o0 menor

seguimento.
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Avaliacao

Critérios de Avaliacao:

o Participagao ativa durante as aulas.
o Observagéo no desenvolvimento dos calculos e resolucdo dos

exercicios propostos.

Encerramento (5 minutos)

Sintese: Revisar e importancia da razao aurea.
Instigar a curiosidade dos alunos para continuar os estudos sobre a razdo

aurea.

SEQUENCIA DIDATICA

Plano de Aula 1: Progressao Geométrica (100 minutos)

Turma: 22 série do Ensino Médio

Duracao: 100 minutos

Tema: Progressdes Geométricas

Objetivos:

Identificar sequéncias que formam progressdes geométricas.

Determinar o termo geral de uma progressao geométrica.

Calcular a soma dos n primeiros termos de uma Progressao Geométrica.
Identificar e associar progressoes geométricas (PG) a fungdes exponenciais de
dominios discretos, para analise de propriedades, deducdo de algumas

férmulas e resolugéo de problemas.

Etapas e Distribuicao do Tempo

1. Abertura e Contextualizacao (20 minutos)

Acoes:

o Apresentar algumas sequéncias numéricas.

o Definir sequéncias que formam progressdes geométricas.

o ldentificar a conexao entre progressao geométrica e fungao exponencial.
Recursos: Quadro, apagador, pincel, livros didaticos.
Objetivo: Compreender a definicdo de progressdo geométrica associada a

nogao de fungéo.
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2. Termo geral de uma Progressao Geométrica (25 minutos)
« Atividades:
o Demonstracdo da formula do termo geral de uma progressao
geomeétrica.
o Resolucao de situacdes problema para calcular o termo geral de uma
progressao geomeétrica.
« Recursos: Quadro, apagador, pincel, livros didaticos.
« Objetivo: Resolver problemas que envolvam termos geral de uma progressao

aritmética.

3. Soma dos n primeiros termos de uma Progressao Geométrica (25 minutos)
o Atividades:
o Demonstracado da férmula da soma dos termos de uma progressao
geométrica finita.
o Demonstrar exemplos de situagcdes problemas que envolvem a soma
dos n primeiros termos de uma progressao geométrica.
« Recursos: Quadro, apagador, pincel, livros didaticos.
« Objetivo: Preparar os alunos para solucionar questdes relacionadas soma

dos n primeiros termos de uma progressao geométrica.

4. Soma dos termos de uma progressao geométrica infinita (20 minutos)
« Atividades:
o Demonstrar a férmula da soma dos termos de uma progressao
geomeétrica infinita.
o Resolver problemas que envolvem a soma dos termos de uma
progressao geomeétrica infinita.
« Recursos: Quadro, apagador, pincel, livros didaticos.
« Objetivo: Possibilitar o desenvolvimento de habilidades relativas ao a
resolucao de questdes relacionadas com a soma dos termos de uma

progressdo geomeétrica infinita.

Avaliacao
o Critérios de Avaliacao:
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o Participagao ativa do aluno durante a aula.
o Desempenho na resolucao dos exercicios propostos.

Encerramento
« Sintese (5 minutos):
o ldentificar o nivel de compreensao das definicdes expostas e
discutidas.
o Solicitar aos alunos uma pesquisa bibliografica em fontes diversificadas
para identificar situa¢des do cotidiano nas quais podem ser identificadas
sequéncia de Fibonacci

Plano de Aula 2: Sequéncia de Fibonacci (100 minutos)
e Turma: 22 série do Ensino Médio
Duracao: 100 minutos
Tema: Sequéncia de Fibonacci
Objetivos:
« Revisar definicbes abordadas na aula de Progressao Geomeétrica.
o Apresentar um pouco da Biografia de Leonardo Fibonacci.
o Introduzir a definicdo da sequéncia de Fibonacci.

Etapas e Distribuicao do Tempo
1. Abertura e Motivacao (20 minutos)
o Acoes:
o Revisar as definicbes abordadas na aula sobre progressao geométrica.
o Realizar uma pesquisa bibliografica relativa a vida e obra do
matematico Leonardo Fibonacci
o ldentificar de acordo com a definicdo, uma sequéncia de Fibonacci
o Recursos: Datashow, quadro branco, pincel, apagador, livros.

2. Revisao de Progressao Geomeétrica (20 minutos)
« Atividades:
o Identificar os termos da férmula do termo geral e da soma dos n
primeiros termos de progressdes geométricas e da soma dos termos de

uma progressao geomeétrica infinita.
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o Analisar alguns exemplos praticos.
o Propor a identificacdo e selecdo de situagdes problemas

contextualizadas para discussao e resolucao.
« Recursos: Quadro branco, pincel, apagador, livros, exercicios impressos.
« Objetivo: Fixar as ideias de progressdes a partir da identificagao e resolugao

de situagdes problemas.

3. Sequéncia de Fibonacci (20 minutos)
o ldentificar os nUmeros de Fibonacci através do problema dos coelhos.

o Definir a sequéncia de Fibonacci recursivamente (f,+1 = fn + fn-1)-
« Recursos: Datashow, quadro branco, pincel, apagador, livros.
« Objetivo: Identificar a relacao entre a sequéncia de Fibonacci e progressao

geométrica.

4. Relacao da sequéncia de Fibonacci e progressao geométrica (35 minutos)

« Atividades:

o Encontrar até o quinto termos da sequencia f,, = q™, onde q = 1+2£ e

n=2.

1++v5 ~ Las P
o Mostrar que quando q = T\F a progressao geométrica f,, = q™ € uma

sequéncia de Fibonacci para todo n > 2.

« Recursos: Datashow, quadro branco, pincel, apagador, livros.

e Objetivo: Relacionar a sequéncia de Fibonacci e progressées geométrica.

Avaliacao
o Critérios de Avaliacao:
o Bom desempenho e participacdo nas tarefas propostas durante as

aulas.
o Interesse e pontualidade ao resolver as tarefas de aprendizagem

propostas

Encerramento (5 minutos)

e Sintese:



o

o

Revisar os conceitos relativos aos contetdos abordados na aula.
Incentivar os alunos a prosseguirem estudos sobre a sequéncia de

Fibonacci
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8 CONCLUSAO

Diversos estudos realizados sobre 0 numero aureo concluiram que ele é
utilizado para explicar padrbes existentes na natureza, para conferir qualidade estética
e arquitetonica a construcdes e obras de arte e, inclusive, harmonia musical em varias
produgdes realizadas no decorrer a histéria. Assim, muitos estudiosos concluiram que
0 numero aureo representa a perfeicao no sentido criacionista, estético e matematico.

Trata-se de um padrao numérico que, seja no crescimento de uma planta,
na reproducao de alguns animais, na propor¢cdo das medidas do corpo humano, em
construgdes historicas, na musica ou em obras de arte, desenvolve um papel
importante para o estabelecimento de conceitos de durabilidade, qualidade, harmonia
e beleza.

Neste sentido, abordamos neste trabalho o numero aureo e suas
aplicagdes matematicas, artisticas e biologicas, levando em consideracdo sua
descoberta, seus primeiros usos € os estudos relacionados a sua aplicagdo. Para
tanto, partimos de um conceito historico abordando a sua concepgdo mais bésica e
os diversos estudos realizados sobre ele através do tempo.

A partir dai, passou-se ao estudo da comprovacao de sua aplicacéo
matematica na construcdo de proporcées geométricas, como no tridngulo, no
pentagono, no decagono, no circulo e no retangulo. Abordamos ainda a relagédo
existente entre o numero de ouro e a sequéncia de Leonardo Fibonacci a partir do
problema da reproducao dos coelhos. Tendo como base os estudos de Fibonacci
pudemos trabalhar, também, as possibilidades deste numero por meio da poténcia e
da comprovacado de como a razédo entre termos consecutivos de Fibonacci tendem
para o numero phi.

Tendo em vista as muitas possibilidades de aplicacao e utilizacdo deste
namero foi possivel perceber a sua relacdo com a trigonometria, com os numeros
complexos e com as progressdes geométricas, podendo, deste ser utilizado por
arquitetos e engenheiros visando a durabilidade e resisténcia de suas obras.

Ressaltamos também a sua presenca nos seres vivos, como animais,
plantas, frutas, vegetais e leguminosas. Esta percepcao amplia a sua utilizacao por
engenheiros agrénomos, botanicos, cientistas, médicos (dentistas, ortopedistas,
cirurgides plasticos,...), bidlogos, uma vez que estes profissionais podem utilizar esse
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conhecimento para garantir maior produtividade, resisténcia, beleza e qualidade de
vida a esses seres Vivos.

Por fim, apontamos a sua utilizagdo por artistas que, tendo em vista a
relevancia desse numero para a harmonia almejada em suas obras, o utilizaram como
recurso estético e poético.

Concluindo, apresentamos dois modelos de sequéncia didatica que devem
ser utilizados como norteadores para o trabalho desses conteudos em salas de aula,
especialmente em turmas de Ensino Médio, uma vez que se trata de um conhecimento
que esta presente na realidade e no cotidiano das pessoas e pode ser considerado
relevante em diversas atividades do dia-a-dia.

Com tudo o que foi exposto pudemos concluir que os conhecimentos
relacionados a proporc¢ao aurea e a sequéncia de Fibonacci sdo de grande relevancia
em diversas areas, tais como: agricultura, arquitetura, engenharia, artes, musica,
medicina, entre outras. Tanto é importante que vem sendo utilizado desde os tempos
antigos como um recurso que garanta durabilidade, qualidade, harmonia e beleza e
pode ser encontrado em producgdes que vao desde a Grécia antiga até a atualidade.

Concluimos também que trata-se de um conhecimento rico e que nos
permite varias aplicagdes praticas em situagoes presentes no cotidiano uma vez que
que se baseia em coisas da propria natureza como frutas, plantas e animais,
possibilitando que seja um conteudo de facil abordagem e de facil compreensao como
demonstrado a partir das sequéncias didaticas propostas neste trabalho.

Por fim, é importante ressaltar que as sequéncias didaticas aqui
apresentadas devem ser utilizados como orientagdes e modelos de abordagem
desses conteudos de forma ludica e que possibilite que os alunos possam detecta-lo
em situagdes de sua realidade bem como utiliza-lo em mais diversas situa¢des do seu

cotidiano dentro e fora do ambiente escolar.
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