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RESUMO

O presente trabalho tem como finalidade empregar o método de Euler na aproximacao de
solucdes de equacdes diferenciais ordinarias com problema de valor inicial, assim como
introduzir alguns conceitos de equagdes diferenciais e descrever o método de Euler. A
realizacdo deste trabalho se deu por revisdo bibliografica através de livros, monografias, artigos
e teses de mestrado e de doutorado. O método de Euler utiliza o conceito de curva tangente para
encontrar os resultados e ¢ preciso conhecer uma das solu¢des do problema, ou seja, um ponto
na curva solucdo, para encontrar o proximo. E por se usar uma reta tangente, ¢ de se esperar
que o valor encontrado ndo serd igual a solucdo exata. Nesse sentido, no decorrer deste trabalho
sdo encontrados teoremas relacionados a existéncia e unicidade das equagoes diferenciais, bem
como melhorias para o método de Euler. Ao final deste estudo concluiu-se que o método de
Euler e seus aprimoramentos conseguem atingir uma boa aproximacdo para as solugdes de
problemas de valor inicial, considerando a consisténcia do problema em questdo e os erros

gerados durante os calculos.

Palavras-chave: Equacgdes diferenciais. Método de Euler. Runge-Kutta. Problema de valor

inicial.



ABSTRACT

The present work aims to employ the Euler’s method in the approximation of solutions of
ordinary differential equations with initial value problem, as well as to introduce some concepts
of differential equations and describe the Euler’s method. This work was carried out by
bibliographic review through books, monographs, articles and theses of master's and doctorate.
Euler's method uses the concept of tangent curve to find the results and one of the solutions to
the problem, that is, a point in the solution curve, to find the next one. And by using a tangent
line, it is to be expected that the value found will not be equal to the exact solution. In this sense,
in the course of this work are found theorems related to the existence and uniqueness of
differential equations, as well as improvements to the Euler’s method. At the end of this study
it was concluded that the Euler’s method and its improvements can achieve a good
approximation for the solutions of problems of initial value, considering the consistency of the

problem in question and the errors generated during the calculations.

Keywords: Differential equations. Euler method. Runge-Kutta. Initial value problem.
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1 INTRODUCAO

As equacdes diferenciais sdo uma das ferramentas mais poderosas para calcular, prever
e compreender varios comportamentos e¢ fendmenos da natureza, sociedade, engenharia,
musica, computacdo e de diversas outras areas. Elas permitem modelar fendmenos de modo a
oferecer uma melhor compreensao e até mesmo prever possiveis eventos subsequentes. Existem
varios métodos analiticos para se resolver equacdes deste tipo, porém em muitos casos eles se
mostram insuficientes, obrigando a recorrer a métodos numéricos para encontrar resultados
aproximados.

Métodos numéricos vem sendo desenvolvidos ao longo da historia para as mais diversas
finalidades. Sao necessarios sempre que ndo se pode resolver algum problema pelos meios
analiticos ja conhecidos. Estas situagdes sdo muito comuns em equagdes diferenciais,
principalmente quando sdo aplicadas em situagdes em que grandes quantidades de dados fazem
parte do problema.

Os métodos numéricos podem fornecer resultados e aproximagdes satisfatorios, mas
demandam calculos exaustivos. O advento da informatica possibilitou a automatizagdo destes
calculos com computadores com cada vez mais capacidade de processamento e armazenamento
de informacdes, ¢ possivel criar modelos matematicos sofisticados para os mais diversos fins,
como controle de trafego aéreo e espacial, analises climaticas ou até mesmo o direcionamento
de publicidade.

Muitas vezes quando se modela fendmenos da natureza ou situagdes que envolvem a
sociedade, recai-se em problemas envolvendo equacdes diferenciais. Quando estas equagdes
nao podem ser resolvidas analiticamente, procura-se métodos numéricos afim de aproximar os
resultados. Entre os métodos existentes mais conhecidos, estd o método de Euler, que permite
encontrar solugdes aproximadas de Equacdes Diferenciais Ordinarias de primeira Ordem a
partir de um problema de valor inicial.

Considerando os erros de aproximagdo gerado por métodos numéricos surge a seguinte
indagagdo: Na impossibilidade de se resolver equagdes diferenciais de primeira ordem por
métodos analiticos, seria 0 método de Euler capaz de aproximar o seu resultado de forma
satisfatoria?

Tendo como base a problematica levantada, este trabalho tem como objetivo empregar

o método de Euler na aproximagdo de solugdes de equacdes diferenciais ordinarias com
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problema de valor inicial, assim como introduzir alguns conceitos de equagdes diferenciais e
descrever o método de Euler.

Neste sentido, temos como intuito introduzir a tematica sobre o método de Euler para
aproximacao de equagdes diferenciais como forma de instigar os académicos do curso de

matematica a observar a importancia dos modelos matematicos para resolugdo de problemas.
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2 EQUACOES DIFERENCIAIS

2.1  NOTA HISTORICA

O estudo do célculo por Isaac Newton (1643-1727) (Figura 1) e Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716), durante o século XVII deu origem as equacdes diferenciais.

As descobertas de Newton sobre o Célculo e as leis fundamentais da mecanica foram
publicadas em 1687, em seu livro mais famoso Philosophiae Naturalis Principia mathematica.

Suas descobertas do calculo serviram de base para as equagdes diferenciais e suas aplicacdes,

principalmente por Leonard Euler. (BOYCE; DIPRIMA, MEADE, 2020, P. 5).

Figura 1 - Retrato de Sir Isaac Newton por Godfrey knelier.

Fonte: www.biography.com

Leibniz chegou aos mesmos resultados sobre o célculo de forma independente tempos
depois de Newton, mas os publicou antes, em 1684. também foi responsavel pela notacao
dy/dx para derivadas e pelo simbolo da integral. Em 1691, descobriu o método de separacdo
de variaveis e de redu¢do de equagdes homogéneas a separaveis e em 1694, o procedimento
para resolucao de equagdes lineares de primeira ordem (BOYCE; DIPRIMA, MEADE, 2020,
P.5).

Brook Taylor (1685-1731), matematico inglés e membro da Royal Society, ¢ conhecido
por desenvolver o processo de expansdo de fungdes em séries infinitas. Embora séries infinitas

ja tivessem aparecido antes, ele desenvolveu a sua de forma independente e a explicitou de
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forma geral, o que levou outros a adaptarem estas séries para diversas finalidades. Entre estes,
destacamos Euler, que desenvolveu um método para aproximar resultados de equagdes
diferenciais a partir de um resultado ja conhecido.

Leonhard Paul Euler nasceu na Basileia, Suica, em 15 de abril de 1707. Matematico e
fisico, foi um dos fundadores da matematica pura, com grandes contribui¢cdes na formalizacao
da geometria, calculo, mecanica e teoria dos nimeros. Ele também desenvolveu trabalhos em
astronomia e assuntos publicos.

Suas habilidades matematicas lhe renderam admira¢ao de Johann Bernoulli e seus
filhos, Daniel e Nicolau. Em 1726 morreu Nicolau, de apendicite. Daniel, ao assumir o cargo
do irmdo na divisdo de matemadtica e fisica da Academia Russa de Ciéncias, indicou Euler para
a vaga em filosofia, que tinha acabado de desocupar. Euler entdo se mudou para Sao

Petersburgo.

Figura 2 - Retrato de Euler desenhado por Jakob Emanuel Handmann.

Fonte: Retirada da Wikipédia.

Em 1733, sucedeu a Daniel Bernoulli para a cadeira de matematica e fisica e em torno
de 1735 perdeu a visdo do olho direito (Figura 1). Em 1741, a convite de Frederico II da Prussia,
tornou-se membro da Academia de Berlim, onde por 25 anos produziu mais de 380 publicagoes.

Entre seus trabalhos publicados, destacam-se Introductio in analysin infinitorum

(Introdugdo a analise do infinito) e Institutiones calculi differentialis (Fundamentos de Calculo
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Diferencial). Entre os livros textos também pode-se mencionar [nstitutiones calculi
differentialis e Institutiones calculi integralis que serviram como modelo para os livros de
calculo atuais. Muitas das notacdes contidas neles foram idealizadas pelo préprio Euler e
continuam sendo utilizadas (BOYER, 1986, p. 571).

Ao final do século XVIII, varios métodos para resolucdo de equacdes diferenciais
ordinarias ja tinham sido desenvolvidos, fazendo mudar o interesse para questdes tedricas sobre
a existéncia e unicidade entre outras questdes analiticas culminando no desenvolvimento da
teoria das funcdes analiticas e complexas. Iniciou-se também um estudo mais intenso das

equagoes diferenciais parciais.

2.2 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE PRIMEIRA ORDEM

Uma equacao que envolve derivadas comuns com relagdo a uma unica variavel
independente ¢ chamada de equagdo diferencial ordindria. A ordem de uma equacao diferencial
4 a ordem das derivadas de mais alta ordem nela presente (NAGLE, SAFF, SNIDER, 2012, p.
3-4). Assim, uma Equacao Diferencial Ordinaria(EDO) de Primeira Ordem ¢ uma equagao da

forma

j—i = f(xy)
onde f(x,y) é uma fungio definida em um aberto  do R?. Uma fungio y = y(x) definida em
um intervalo aberto I ¢ uma solucdo dessa equacdo se, para todo x em 1,
y'(x) = f(x,y(x).
Resolver uma equagao diferencial consiste em determinar y = y(x) de tal maneira que
y seja diferengavel e além disso y'(x) = f(x,y(x)), com x € [a, b]. Quando se associa uma
condi¢do inicial a equacdo diferencial, entdo constitui-se um problema de valor inicial.
(CARREIRA, p. 6).
Nem sempre ¢ possivel encontrar a solu¢do de uma EDO de forma analitica. Por outro
lado, existem varios métodos numéricos capazes de encontrar solu¢des aproximadas para tais

problemas, como os métodos de Euler e Runge-Kutta.
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2.2.1 Campos de direcoes

Existem diversas das maneiras de se enxergar as solu¢des de uma equagao diferencial e
uma dessas maneiras ¢ através de campos de direcdes. Segundo Nagle, Saff e Snider (2012, p.
13), “Os campos de dire¢des permitem a visualizagao grafica das solu¢des para uma equagdo
diferencial de primeira ordem”. Por meio dessas representagdes graficas € possivel ter uma ideia
ampla do comportamento da equacao.

Campo de direcao pode ser definido como “um grafico dos segmentos de linha curtos
desenhados em diversos pontos no plano xy mostrando a inclinag¢ao da curva de selecdo. Mostra
o “fluxo de solugdes” facilitando assim o desenho de qualquer solugao em particular, como
solugdes de diferentes problemas de valor inicial (NAGLE, SAFF, SNIDER, 2012, p. 13). Na

Figura 3 temos o campo de dire¢des para dy/dx = —3y.

Figura 3 - Campo de diregdo para dy/dx = —3y.
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Fonte: Produzido pelo autor.

Como ¢ possivel observar, todas as solugdes para a equagao diferencial tendem ao eixo
x, na medida que x aumenta.

Segundo Stewart (2013, p. 529), “geometricamente, quando impomos uma condi¢do
inicial, olhamos para uma familia de curvas solugdo e escolhemos uma que passe pelo ponto
(to,¥o)”. A visualizacdo fornecida pelo campo de dire¢des permite observar tanto o
comportamento da curva escolhida assim como como as solugdes para outras condigdes iniciais

na regido plotada.
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2.3 EXISTENCIA E UNICIDADE

Antes de comecar a resolver uma equacao diferencial ordinaria envolvendo problema
de valor inicial, ¢ importante se certificar se ela realmente existe e se ¢ Unica. Para que isto
ocorra, deve satisfazer determinadas condi¢des estabelecidas pelo teorema de Picard.
Consideremos o problema de valor inicial:

dy_
dx

De acordo com Nagle, Saff e Snider (, 2012, p.10), a fungdo f(x,y) ¢ bem definida no

fO,y),  y(x0) = yo.

valor inicial para x = x, € y(x) = Yo, como se pode observar graficamente na figura abaixo.
As fungoes f e df /0y devem ser continuas para x em um intervalo a < x < b contendo x,, ¢
yem c<y<d. O conjunto de pontos que satisfazem essas condigdes constituem um

retangulo.

Figura 4 - Layout para o teorema de existéncia e unicidade.

> X

Fonte: (NAGLE, SAFF, SNIDER, 2012, p.10)

O teorema estabelece condi¢des suficientes, mas ndo necessarias, para a existéncia de
solugdes locais para o P.V.I. De acordo com Boyce, Diprima e Meade (2020, p.37) “a existéncia
de uma solucdo (mas nao sua unicidade), pode ser estabelecida supondo-se apenas a

continuidade de .
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Definicio 1. Uma funcdo f: X — R, definida no conjunto X c R, diz-se continua no ponto a €
X quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, é pode-se obter 6>0talque x € X e [x — a| <
& impliquem |f(x) — f(a)| < &. Ou simbolicamente,
Ve>0,36>0;x€X |x—al<d=|f(x)— f(a)] <e.

Diz-se que uma fungdo f: X — R é uma fun¢do continua quando f é continua em todos
os pontos a € X.
Exemplo: Prove que a fungdo f(x) = 6x + 6 é continua em x = 1.
Solucao:

Primeiramente, temos que f(1) = 12. Logo, devemos mostrar que 1irr11(6x +6) =
X—

f(1) = 12. Pela definigdo de continuidade, dado € > 0, temos que encontrar um 6 > 0 tal que
Vx €Df, |x —1| <6 - |6x + 6 — 12| = |6x — 6] = 6]x —1].
Tomando § = E > 0, temos que |x — 1| < % S |f(x)—f()| <6 *% = ¢.

Portanto, o 1ing(6x +6)=12.m
X—

De maneira geral, uma fungdo ser continua nao garante que o P.V.I. tenha apenas uma
solucao. Contudo, ¢ possivel atestar a existéncia e unicidade do PVI através do teorema de
Picard.

Antes de discorrermos o teorema de Picard, devemos apresentar a condi¢ao de Lipschitz
e o teorema de Banach, que auxiliardo na sua demonstragao.
Defini¢do 2. Seja f: X — R uma funcdo definida em um conjunto X € R2. Dizemos que f
satisfaz a Condic¢ao de Lipschitz na varidvel y, com que f ¢ lipschitziana em relacdo a variavel
Y, se existe uma constante K > 0 tal que

|f (e y) = F(x O] < kly —tl,
para quaisquer (x,y), (x,t) € X.
Lema 1. (Condicdo de Lipschitz na variavel y). Seja f: — R definida em um aberto 2 C
R? com derivada parcial f,: — R continua. Dado retdngulo R = [a, b]x[c,d] £, existe
uma constante K > 0 tal que
lf Ce,y1) — O, y2)| < Ky — yal,

para todos (x,y;), (x,y2) € R.
Demonstracao:

Dados (x,y1),(x,y2) € R, o segmento de reta [x,Ay; + (1 —2A1)y,],0 <A <1, esta

contido em R. Desta maneira, pelo teorema do valor médio
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fOoy) —fxy2) = fy(x; 1 —y2),

com & € [yq,¥,],( supondo, sem perda de generalidade, que y; < y,). Sendo R um conjunto
compacto € f,, uma fungdo continua, tomamos
Ify(x, ¥)1; (x,¥) € R}.

Assim, obtemos:

If Ce,y1) — f(ay2)| = |fy(x'f)||Y1 — Wl <Kly; =yl m
Teorema 1. (Ponto fixo de Banach para operadores). Seja S o conjunto de fungdes continuas
em [a, b] dentro de uma distancia a de uma dada fungao y,, isto €,
S ={y € Clabl:|ly — yol| < a}.

Suponha que G seja um operador mapeando de S em S e que G seja uma contracao em

S no sentido que exista uma constante K,0 < K < 1, tal que
1G] - glz]l] < K|lw - zI|
paratodo w, zem S.
Entdo a equacdo y = G[y] tem uma tUnica solu¢do em S. Além disso, a sequéncia de
aproximacoes sucessivas ¢ definida por
VYn+1 = Glynl, n=0,1,.2,..

e converge uniformemente para a solucdo para qualquer escolha da funcdo y, em S.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em (NAGLE, SAFF, SNIDER,
2014, p.786). O teorema de Banach sera importante para demonstrar a existéncia e unicidade
da solucdo do problema de valor inicial.
Teorema 2: (Existéncia e unicidade de solu¢oes de Equacoes Diferenciais Ordinarias). Seja
as fungdes f e df /0y continuas em algum retdngulo R = a < x < b,c < y < d} contendo o
ponto (xg,y,). Entdo, em algum intervalo x, — 6 < x < xy + § contido em a < x < b, ha

apenas uma unica solu¢do y = ¢(x) para o problema de valor inicial

dy
2 = f@y) y(o) =yo
Prova:
Para o teorema de Banach ao operador T em, y = T[y] deve-se mostrar que existe um
intervalo I = [xy — h, xy + h] e uma constante positiva a tal que T mapeie o conjunto
S={gecD:|lg—yol|, < a3
e T seja uma contragado de S.
Primeiro escolhemos constantes positivas h; e a; de forma que

Ry ={(x,y):|x — yol < hy, ly —¥ol < a1} € R.
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Seja R; um retangulo fechado e f e df /0y continuas em R;, existem constantes M > 0

e L > 0 de forma que para todo (x,y) em R4,
lfGenl<M

of
—(x, <L
|6y (x y)|
Seja g uma fungdo continua em I; = [xy — hy, Xy + h4] satisfazendo |g(x) — yo| < a; para x

em ;. Para um determinado g, temos
X
Tlgleo = yo+ [ f(t.g@)ie
Xo
Consequentemente, para |x — x| < hq,

IT[g](x) — yol = < <M = M|x — xg|.

fxxf(t,g(t))dt fxxdt

0

| If(eg@)at

Isso mostra que se uma fungdo g satisfaz |g(x) — yo| < @4, entdo o grafico da fungdo

T[g] deve estar limitado por y = y, £ M(x — x,), como mostra a Figura 5

Figura 5 - Grafico de T[g]

y =3+ Mx—x)

Fonte: (NAGLE, SAFF, SNIDER, 2014. P.793)

Agora vamos mostrar que T € uma contracao de S. Seja u e v fungdes em S.Temos em R; que

a L
|£| < L. Portanto, usando o teorema do valor médio,

ITTul(x) = Tv]()]| <

| it - rieveene| =



19

| Szl - v©lde
X0 y

=1L

f “[u(e) — v(o)|dt

= L||u — v||1|x — Xo| < Lh||u — v||l,
onde z(t) é uma fung¢do entre u(t) e v(t).
Tomando K = Lh, mostramos que

T[] = T[], < |lu—vl|,
e assumindo que h < %, temos que k < 1. Consequentemente, T € uma contragao.

Segue do teorema de Banach para o ponto fixo que T tem um unico ponto fixo em S,
entdo o problema de valor inicial tem uma tnica solucao em S.

Para concluir a demonstragdo, deve-se mostrar que a solucao do PVI deve estar em S.
Para isto, suponha que u(x) ¢ uma solugdo para o PVI no intervalo [x, — h, xy + h] e seja f
limitada por M no retangulo R, para x proximo de x,. Para esses dados valores de x, temos

If (x,u(x))] < M.

Portanto,

W' ) = 1f(x, u(x))] < M.

Ou seja, para x proximo de x,, o grafico de u = T[u] deve estar na regido hachurada,
como na Figura 5.

De fato, o grafico de u ndo pode sair desta regido no intervalo |x — xo| < h(< h,) por
que seria preciso que |u'(x)| = | f(x, u(x))| > M em algum ponto da regido. Por isso,
|lu(x) — yol < a; paratodo |x — xy| < h, ouseja,u € S.m

Nagle, Saff e Snider (2012, p.10) refor¢am que “a existéncia e a unicidade da solugao
se mantém somente em alguma vizinhanga (x, — 8, xo + §). Infelizmente, o teorema ndo nos
informa a amplitude (28) dessa vizinhanga (diz apenas que ela ndo € zero)”.

Ao representar as curvas solucdes de um problema para diferentes condigdes iniciais em
um campo de dire¢des, pode-se ter uma ideia melhor sobre o comportamento na regido. Na
Figura 6, temos o campo de direcdes para a equagdo y’' = x? + y? — 1 com algumas curvas

solucao desenhadas.
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Figura 6 - Campos de dire¢des para a equagdo diferencial y' = x2 + y2 — 1 com algumas curvas solugio
desenhadas.

~

3

W

Fonte: (STEWART, 2013, p.532)

Uma das caracteristicas que podemos observar ¢ que as suas curvas solu¢do nao se
cruzam. Por meios analiticos torna-se simples encontrar cada curva solugao exata. Mas quando
nao se conhece sua solucdo geral, pode-se utilizar métodos numéricos para encontrar solugdes

aproximadas.
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3 METODO DE EULER

O método de Euler ¢ considerado um dos primeiros métodos numéricos avangados para
a aproximagao de equacdes diferenciais. Também chamado de método da reta tangente,

possibilita aproximar solugdes para equacdes diferenciais de primeira ordem

dy
= =fxy)
dado valor inicial
y(x0) = yo.

Se o problema de valor inicial atender as condi¢cdes dadas no Teorema 2, entdo terad

solugdo e esta serd Unica. Mas ainda segundo Nagle, Saff e Snider (2012):

Como d ndo ¢ conhecido a priori, ndo existe garantia de que a solucdo existira
em determinado ponto x (= x,), mesmo que x esteja no intervalo (a, b). Porém, se
df /0y é continuo e limitado na faixa vertical S = {(x,y);a <x <b,—0 <y <
o}, entdo acontece que o p.v.i. tem uma solugdo Unica no intervalo inteiro

(a,b).(p,93)

Consideremos que o P.V.I. possua uma solugdo tnica ¢ (x,) em algum intervalo centrado em
Xo. Seja h um numero positivo fixo, chamado tamanho de passo, considerando os pontos
igualmente espagados

Xp == X + nh, n=20,12...

Vamos entdo encontrar uma aproximagao para y.

A ideia do método de Euler ¢ usar uma equacdo da reta tangente a curva em (xg,Yy,)
para obter uma aproximacgao para (xq,y;) € repetir o processo até chegar ao valor desejado.
Escrevamos, entdo, uma equagao a curva em (X, Yo):

Y = Yo+ f(x0,¥0) (x — x0).

E importante que x; esteja proximo de x,. Desta maneira pode-se encontrar uma

aproximagao para ¢ (x;) pelo valor y;.
y1 = Yo + [ (%0, ¥0) (x1 — X0)
ou

Y1 = Yo + hf (x0,¥0)-
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De acordo com Boyce, Diprima e Meade (2020, P. 54), a reta tangente ¢ uma boa
aproximacgao para a curva em intervalos suficientemente pequenos a ponto de a solucido nao
mudar, especialmente para o valor inicial y(x,) = y,, ocorrendo naturalmente y, = ¢ (x,)

como ¢ possivel ver na Figura 7.

Figura 7 - Uma aproximacdo de ! t,y) pela reta tangente em (o, yo).

N

Fonte: (BOYCE, DIPRIMA, MEADE, 2020, p. 54).

Descoberto o valor de y;, podemos repetir o processo para y,. Como nao sabemos se o
valor de ¢(x;) ¢ de fato igual a y;, vamos considera-lo um valor aproximado para a solugdo no
ponto x;:

¢ (x1) = y1 = yo + (x0,¥0) (X1 — Xo)-

Repetindo o processo para y,, desta vez para x, = x; + h, encontra-se

d(xz) = yp = y1 + [ (1, y1) (62 — x1).

Se continuar a repetir esse processo pode-se observar o padrao

¢ (x3) = y3 =y, + f(x2,¥2)(x3 — x2),
¢ (xy) = yy = y3 + f(x3,¥3) (x4 — X3),

G (Xns1) = Yne1 = Yo+ (n Yn) (g1 — x0), n=0,12,..
Exemplo 1: Ao aplicar o método de Euler para a equagdo dy/dx = x —y + 2, com
condigdo inicial y(0) = 2, no intervalo [0,1] com h = 0,2, com quatro casas decimais, foram

obtidos os seguintes resultados:

Tabela 1 - Solugéo exata e aproximagdo pelo método de Euler e erros absoluto e relativo para a EDO dy/dx =

x—y+2.
X Solugdo exata Meétodo de Erro absoluto Erro relativo
Euler
0,0 2,0000 2,0000 0,0000 0,0000

0,2 2,0187 2,0400 0,0213 0,0106
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0,4 2,0703 2,1120 0,0417 0,0201
0,6 2,1488 2,2096 0,0608 0,0283
0,8 2,2493 2,3277 0,0784 0,0349
1,0 2,3679 2,4621 0,0942 0,0398

Fonte: Adaptado de (DE MENDONCA, 2018, p.2)

Analisando os dados da tabela, especialmente os erros absoluto e relativo, ¢ possivel
perceber que os resultados comecam a se distanciar a medida que x aumenta. Segundo Cunha

e Castro (2010),

Os dados e pardmetros de um problema real sdo frequentemente resultados
de medidas experimentais de quantidades fisicas, de pesquisas ou de levantamentos
e, portanto, sdo sujeitos a incertezas ou imprecisdes proprias dos equipamentos de
medic¢des, dos instrumentos de pesquisas ou mesmo de agdes humanas. (p.16)

Para evitar que o erro se propague, pode-se diminuir o tamanho de passo h. Porém, esta
acdo aumentara o esfor¢o necessario para se obter os resultados. Por isso de acordo com Ramos
(2017, p.13), deve-se questionar o quao pequeno deve ser h para que se obtenha precisdo

desejada.

3.1  VARIACAO NO TAMANHO DE PASSO

Pode-se determinar uma tolerancia para o erro durante o procedimento com o objetivo
de ndo se usar mais passos que o necessario de forma que se mantenha os resultados
aproximados.

Em primeiro momento, adotamos uma tolerancia € para o erro de truncamento local.
Supondo que se obteve o ponto (x,,, y,,) depois de n passos. Com um determinado tamanho de
passo h calculamos y,,;1. Se ndo se conhece o resultado exato o melhor a fazer ¢ refazer os
calculos com um método mais preciso a partir do ponto (x,,y,) € entdo calcular a diferenga
entre esses dois resultados. Chamaremos essa diferenga de estimativa 54, do erro do método

originalmente usado. Caso o erro seja maior que &,entao o tamanho de passo devera ser ajustado

e o calculo refeito.
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Por exemplo, para o método de Euler, o erro de truncamento local é proporcional a h?,

entdo para diminuir o erro estimado em relacao a € pode-se multiplicar o tamanho h inicial por

&
—+ € usar o resultado como novo tamanho de passo, mantendo, desta forma, o erro de
n+1

truncamento local estavel ao longo do procedimento.

3.2  DEDUCAO DO METODO DE EULER POR INTEGRAL

Existem outras maneiras de deduzir o método de Euler. Uma abordagem ¢ integrar

ambos os lados da Equacdo diferencial y’ = f(x, y) no intervalo de x, para x,,, obtendo

Xn+1 Xn+1
) = PCe) = [ Pde= [ f(e @),
Xn Xn
substituindo y por @ (x).
Resolvendo para @ (x,,1), obtém-se

S (tns1) = D) + f " o)t

n

Figura 8 - Aproximagdo por um retangulo.

by
_/ e

Xn Xnyy

Fonte: (NAGLE, SAFF, SNIDER, 2012, p. 94)

Como nao se conhece @(t), ndo se pode integrar f(t, @(t)). Assim, deve-se aproximar
a integral no segundo membro da tltima equacdo. Tendo encontrado y,, = ®(x,), a maneira
mais simples € encontrar a area do retingulo (Figura 8) com base [x,,x,.1] € atura
f(xn, @(x,,)), assim obtendo
¢ Cner) = D) + £ (X, D 060)) (i — ).
Substituindo @ (x,,) pela aproximagao y,, € Xp4+1 — X, por h, temos

}In+1 = :Vn + hf(xn) yn)) n= OP1)2J

Este ultimo resultado é o método de Euler.
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3.3  FORMULA DE TAYLOR

O método de Euler converge lentamente, por ser de ordem 1. Por outro lado, existem
procedimentos que possuem convergéncia mais rapida, como o polindmio de Taylor, que pode
ser visto como extensdo natural do método de Euler.

Dado o problema de valor inicial

O e @) D) =
Para este problema assumiremos que f e dy/dx sejam continuos ¢ limitados na faixa
vertical {(x,y):a < x < b,—00 <y < o} e que f seja derivavel tantas vezes quantas forem
necessarias.
Supondo que a solugdo y = ¢ (x) tenha uma série de Taylor em torno do ponto x,,, a

expansdo de ¢, (x;, + h) em série de Taylor:

h? h3
¢(xn + h) = ¢(xn) + h¢(xn) + E¢”(xn) + §¢m(xn) +

Ou

h? h3
¢(xn+1) = ¢(xn) + h¢,(xn) + E(p”(xn) + i(pm(xn) +

Truncando a série logo apds a segunda parcela, e substituindo ¢ (x,,) € ¢(x,,4+1) por suas
aproximacdes YV, € Yn+1, S€ obtém novamente a férmula de Euler
Yn+1 = Yn + hf On, Yn).
Uma das vantagens da série de Taylor ¢ que se for usada com resto, pode-se estimar o
tamanho do erro na féormula. Mas por outro lado, ela se torna mais trabalhosa pois ¢ preciso

resolver varias derivadas.

3.4  ERROS DE APROXIMACAO

Erros sdo inevitaveis ao se usar métodos numéricos para aproximar solugdes. Ocorrem
pelos mais diversos motivos, seja pelo método escolhido, quantidade de casas decimais,
arredondamentos feitos durante o processo ou falhas na modelagem do problema. De acordo

com Cunha e Castro (2010, p.18), “a informagao sobre o erro que acompanha uma aproximagao
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para a solu¢do de um problema ¢ fundamental para se conhecer a qualidade da aproximacao e
para termos uma no¢ao mais clara sobre o valor exato da solu¢ao”.

Por isso € necessario verificar o tamanho do erro e avaliar a necessidade de diminuir o
tamanho de passo h, com o objetivo de aumentar a precisdo, levando em conta o esforgo
computacional. Na resolucao de um P.V.I. por meios numéricos podem aparecer varios tipos de

erro, como erro de arredondamento e 0s erros e truncamento.

3.4.1 Erro de truncamento global E

O erro de truncamento global E,, ¢ a diferenca entre a solugdo exata ¢ (t,,) do problema
de valor inicial e seu valor numérico y,,, com todas as casas decimais, dado por:
E, = ¢(tn) — Yn-
Para calcular este erro é necessario conhecer a solu¢do exata e ainda nao ter casas
decimais arredondadas. Pode ser causado por dois motivos: Primeiro, por ser feito o uso de uma
féormula aproximada em cada passo para determinar x,,,1; ou entdo por os dados de entrada em

cada etapa estarem aproximadamente corretos, ja que, em geral, ¢(t,) ndo é igual a y,,.

3.4.2 Erro de truncamento local

O erro de truncamento local e, se difere do global pois neste caso os valores de ¢(t;,)
e Yy, sdo arredondados com um numero finito de casas decimais. Este erro ¢ o mais viavel

quando se sabe a solu¢do exata, assim:

en = d(tn) — Yn.

3.4.3 Erro de arredondamento
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Como em todas as iteragdes temos um numero finito de casas decimais, em certos
momentos ocorrerdo arredondamentos feitos pelos computadores. Se y,, for o valor numérico
de fato, como todas as casas decimais, ¢ Y, for o valor com arredondamento, o erro de
arredondamento R,, sera dado por:

Ry =yn — Yo,
Este erro depende da ordem em que os célculos sdo executados, do computador

utilizado, o método de arredondamento e assim por diante.

3.4.4 Valor absoluto do erro total

O valor absoluto do erro total ao calcular ¢ (t,,) ¢ dado por:
|p(tn) = Yol = |¢(tn) = ¥n + yn — Yal.
Fazendo uso da desigualdade triangular, |a + b| < |a| + |b|, encontramos
|p(tn) = Yul < [9(tn) = Yul + [yn — Yul < |Enl + |Ryl.
Assim, o erro total ¢ limitado pela soma dos valores absolutos dos erros de truncamento
e de arredondamento. Pelo método de Euler € possivel observar que quanto maior for o tamanho
de passo h maior sera o erro de truncamento, mas, a0 mesmo tempo, serdo necessarios menos
passos, resultando em um erro de arredondamento menor. Da mesma forma, quanto menor for
h, menor serd E,, porém com maior nimero de iteragdes resultando em um erro de

arredondamento maior. O grafico a seguir ilustra essa conclusao.

Figura 9 - A dependéncia do erro de truncamento |E,, |, do erro de arredondamento |R,,| e do erro total |E,,| +
[R,,| em relagdo ao tamanho de passo h.

Fonte: (BOYCE, DIPRIMA, MEADE, 2020, p.254).
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3.4.5 Erro de truncamento local para o Método de Euler

Supondo que a solucdo do problema de valor inicial possua derivada segunda continua
em determinado intervalo. Supondo f, f; e f,, continuas e seja ¢» uma solugdo do PVI, entdo
¢'(t) = f(t, 9(®).
Pela regra da cadeia,
9" () = fi(t, o) + £,(t. 619" () = f:(t, o (D)) + £,(£, D) (£, 6 (D).
Como a expressio a direita do sinal de igualdade nessa equacdo é continua, ¢p" também
¢ continua.

Expandindo ¢ em torno de t,, usando um polindmio de Taylor com resto, resulta

1 —
¢(tn + h) = ¢(tn) + ¢’(tn)h + §¢”(tn)h2;
comt, < t, <t,+h.
Como ¢(t, + h) = Pp(tps1) € ¢'(tn) = f(tn, d(t,)), pode-se reescrever a equagdo

como

1 n{x 2
¢(tn1) = Pt + hf (tn, (t)) + 56" (£n) 2.
Usando a formula de Euler para calcular ¢(t,,,1) conhecendo o valor exato de y,, em
tn, isto &, y, = ¢(t,), encontramos
yr*l+1 = ¢(tn) + hf(tn' ¢(tn))'
com o asterisco (*) designando o valor hipotético aproximado de ¢ (t,,41).
Subtraindo y,,,; de ¢(t,+1), encontramoso erro de truncamento local para o (n + 1)-

€simo passo no ME:

1 — 1
ens1 = G(tns1) — Yn1 = E(p”(tn)hzl M

em que t, < t, < t,41. Observe que o erro de truncamento local é proporcional ao
quadrado do tamanho de passo h e depende da derivada segunda da solucdo exata.

Geralmente o valor de t,, na equagdo (1) é desconhecido, entdo o erro ndo pode ser
calculado. Contudo, pode-se determinar o limite superior para o modulo do erro. Como ¢(t)
possui derivada segunda em [t,,, t,,+1], existe 0 maximo M de ¢"'(t) no intervalo, ou seja,

M =max|¢" ()], tE€ [ty thpal.
Assim, se estivermos calculando o valor da solu¢do em um intervalo limitado, teremos

uma cota uniforme,
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1
|en+1| < EMhZ,

que pode ser usada para estimar um intervalo de tolerancia para h, uma vez que que considera
o maior valor possivel de |¢"' (t)|. Uma de suas utilidades é encontrar um tamanho de passo h
que gere erros que ndo extrapolem um nivel de tolerancia dado. Assim, por exemplo, se foi

estipulado que o tamanho do erro ndo ultrapasse €, entdo teremos

b < 2€
s

3.5 METODO DE EULER MELHORADO

O método de Euler se mostra trabalhoso para muitos problemas, pois para aumentar sua
precisdo precisa diminuir o tamanho de passo, o que consequentemente cria mais etapas para o
procedimento. Felizmente foram feitas melhorias na formula. Uma das mais importantes ¢ a
que ficou conhecida como férmula de Heun' ou férmula de Euler aprimorada.

Anteriormente, para o problema de valor inicial,

y'=fxy),  y(x) =y
foi obtida a seguinte equagao

D) = BCa)+ [ £ @

cujo integrando foi aproximado a area sob f(t, ¢(t))dt por um retingulo, de acordo com a
Figura 8.

Segundo Boyce, Diprima e Meade (2020, p. 243), “uma formula de aproximag¢ao melhor
pode ser obtida se a integral definida em (2) for aproximada de modo mais preciso. Um modo

de fazer isso ¢ aproximar o integrando pela média de seus valores nas duas extremidades, a
saber, %( f(tn, ¢(t) + f(tnss, d)(tn+1)))”. Isto €, aproximar a integral aplicando a regra do

trapezoide, resultando

Xn+1 h
| (60 @)de = 5 (£ (o pG)) + £ (o, i),

1 Karl Heun (1859-1929) foi um matematico alemdo e professor na Technische Hochschule Karlsruhe.
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O que equivale a aproximar a area embaixo da curva entre x = x, € X = X, 41 pela area

do trapézio (Figura 10).

Figura 10 - Aproximacao por um trapézio.
i

[t o))

Xn Xn+1

Fonte: (NAGLE, SAFF, SNIDER, 2014, p. 125)

Segundo Cunha e Castro (2010, p.137), “em geral, a regra dos trapézios oferece uma
aproximagdo equivalente aquela obtida pela soma de Riemann com ponto médio, mas tem
vantagem sobre as outras escolhas de pontos, especialmente em fungdes de crescimento
acentuado”.

Quando substituida na equagdo (2) com os valores aproximados y, € Y, leva ao

esquema numerico

Xn, + f(Xp41,
Yrar = Yo + f Gy yn) /;( n+1r Yn+1) h, n=012, ..

que ¢ um método implicito, onde y,,; tem apena uma formula implicita, pois aparece
como argumento de f.

O método de Euler aprimorado pode ser resolvido em duas etapas. Primeiro, pode-se
usar 0 método de Euler para se obter uma aproximacao para y,,;, chamemos, y,.;. E em

seguida substituir esse valor no lado direito do esquema numérico, obtendo

f Oy + f(xn + hyyn + hf (Xn, y0)) L
z .

Yn+1 =Yn t+

3.6  METODOS DE RUNGE-KUTTA

Os métodos de Runge-Kutta surgem do método de Euler, sendo esse chamado de Runge-

Kutta de primeira ordem. O método de Euler melhorado, por sua vez, ¢ o Runge-Kutta de
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segunda ordem. Trataremos aqui também os métodos de terceira e quarta ordem. Cada um
desses métodos ¢ uma comparagdo com um polindmio de Taylor adequado, de onde vem o
termo ordem de seus nomes.

A formula de Runge-Kutta envolvendo a média ponderada dos valores de f(x,y) ao

longo do intervalo x,, < x < x,,,+4 pode ser escrita de forma generalizada como

3)
Yn+1 = Yn T hz b;k;, n=0,12,..;i=1,2..

i=1
com
ki = f(xn, Yn),
ka = f (e + ash, yn + B1hky),
ks = f(xn + azh, yy + B2hky + Bshky),

km = f(xn + cmh Yo + amihky + amahks + - + amm-1hkm_1).

Com os valores b; sendo pesos, e i e m, constantes satisfazendo

m
$-
i=1

3.6.1 Runge-Kutta de segunda ordem

Para o método de Runge-Kutta de segunda ordem, consideremos o polinomio de Taylor

de segunda ordem com resto de Lagrange, temos

Bltner) = Blxa) + 1 () + =8 (1) + 2 99E), £ € Con )
Com m=2 em (3), temos
Vns1 = Yn + h(biky + byky). )
Considerando k; = f(xn, yn) € ky = f(xn + ah, Y, + Bhf (X, ¥,)), vamos encontrar
b, e b,, a e [ de forma que (4) seja igual ao polindmio de Taylor de grau 2.
Expandindo k, em uma série de Taylor de duas varidveis em torno de (x,,y,)

ignorando-se os termos a partir do temo em h?, temos,

of (x n'Yn) af (xn, Yn)

k, = f(xnl yn) +ah——+ ﬁhf( Xn, yn)—y O(hz), (5)
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Desprezando o resto O(h?), supondo que ele seja suficientemente pequeno, e
substituindo (5) em (4), obtém-se

Yn+1 = Yn + h[(b1 + b2) f (Xn, yn)] (6)
af (Xn, Yn) f(xn: }’n)

2 | bya == 4 by B (in, V) =5
Agora, expandindo ¢(x) em torno de x,, até o termo em hz, temos
hZ
¢(xn + h) = ¢(xn) + h¢,(xn) + E(p”(xn)-
Como

@' (xn) = f (xn ¢ (xn))

of (xn, ¢(xn))
dy

" (xn) = +f( X, (x n))

Of (xn, 9 (x))
0x

entao
¢ (xy + h) = () + hf (x, P () (7)

o 2 [0f Gon & G)) Of (e )|
2| T‘*‘f( n'¢( n) y

Como x,, + h = x,41, fazendo ¢(x,) = y, em (7) podemos igualar as equagdes (6) e

(7), ou seja

f s yn) = (b1 + b)) f (%, V)

Of (Xn, Yn) (xn; Yn) ®)
[ 5  fn F]

= [b2a LC2 4 e,y ( 2]

A igualdade acima ¢ verdadeira se

by +b,=1 )
bza:%
1
b2,8=5

O sistema acima tem infinitas solu¢des. Consideremos a solu¢do b; = b, =

N | =
o
R
Il

£ = 1. Temos entdo, por (4)

h
Yn+1 = Yn T+ E(kl + kz)-
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Como ky = f (X, Yu)-k2 = f(xn + ah, yn + BRf (X, Y1) € Xy + h = X544, Obtemos

h (10)
2

Yn+1 =Yn t+ [f(xn: yn) + f (Xn+1, yr*l+1)]r

que ¢ a formula do método Euler melhorado.
3.6.2 Runge-Kutta de terceira ordem

Os métodos de Runge-Kutta de ordens mais elevadas podem ser obtidos de maneira
semelhante ao de segunda ordem. No caso da terceira ordem, basta fazer m = 3 em (3). Assim,
encontramos

Yn+1 = Yn + h(biky + bok, + b3ks),
em que kq, k, e ks aproximam derivadas em pontos no intervalo [x,, X,,4+1], sendo
ki = f(xn, yn),
ky = f(xn + arh, vy + B1hky),
ks = f(n + agn, Y + B2hk; + (az — B2)hky).

De maneira analoga ao método anterior, encontraremos um sistema, com mais
incognitas do que equagdes, tendo consequentemente infinitos resultados. A resolugdo completa
pode ser encontrada em Butcher? e Griffiths®. O método de Runge-Kutta de terceira ordem

possui erro de truncamento local O(h*) a solugdo mais conhecida pode ser escrita como

h 11
Yn+1 = Yn +g[k1+k2+k3], (b

com
k= f(xnr yn);
h h
k, = f(xn + E'Yn +§k1>;

k3 = f(xn + h,yn + thz - hkl)

2BUTCHER, J, C. Numerical Methods for Ordinary Differential Equations. 2. ed. Chichester: john Wiley &
Sons, 2008.

3 GRIFFITHS, David F.; HIGHAM, Desmond J. Numerical methods for ordinary differential equations:
initial value problems. Springer Science & Business Media, 2010.
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3.6.3 Runge-Kutta de quarta ordem

Atualmente chamado de método classico de Runge-Kutta de quarta ordem em quatro
estdgios, este método possui um erro de truncamento local proporcional a h°, ou seja, é duas
ordens de grandezas mais preciso que o método de Euler aprimorado ¢ trés ordens de grandezas
a mais que o método classico de Euler. E um método de passo simples, pois precisa-se conhecer
apenas X, € y, parra determinar y,,, 1.

O método de Runge-Kutta de quarta ordem ¢ o mais utilizado e preciso. Nagle, Saff e
Snider (2012, p. 105) pontuam que “de modo geral, ele produz aproximagdes muito precisas

mesmo quando o nimero de iteragdes ¢ razoavelmente pequeno”.

h? h3 h* h®
¢ Cne1) = PCxn) + h'(xn) + 57 8" Gen) + 370 () + 77 @ Gn) + 5700 ®),

com & € (xp, Xn4+1)-
Para o método, ¢ estabelecida uma equacao da forma

Yn+1 = Yn + h(aky + bk, + cks + dk,).
As constantes k4, k,, k3 e k4 sdo dadas por

ki = f(xn, yn),
ky = f(xn + arh, vy + B1hky),
ks = f(xn + azh, yn + Bohky + Bshks),
ky = fQn + ash,yn + Byhky + Bshk, + Behks).
Uma das solucdes mais conhecidas para este método ¢ dada por:

h (12)
Yn+1 = Yn + g(kl + 2k, + 2k3 + k4),

em que
kl = f(xn' Yn)l
h k,
k, = f(xn +§,yn + h?>,

h k,
ks =f (xn +§lyn + h?):
k4 = f(xn + h, Yn + hk3)
A equagdo solugdo envolve uma média ponderada dos valores de f(x,y) em quatro

pontos diferentes no intervalo x, < x < xp,41.
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3.7 CONVERGENCIA E CONSISTENCIA PARA METODOS NUMERICOS

Ao utilizar métodos numéricos, uma das principais caracteristicas a se observar ¢ a sua
precisdao. No caso dos métodos de passo para problemas de valor inicial, ¢ importante
determinar se a cada etapa do calculo obtemos resultados que se aproximam da solugdo exata.
Por isso deve-se observar a sua convergéncia.

Definicao 3. (Convergéncia) Um método numérico € dito convergente se, para todo x € [a, b],
}lii%l)/n — )| =0,

com nh = x — a, onde y, ¢ a solugdo obtida pelo método e ¢(x) ¢ a solugdo da equagdo

diferencial ordinaria.

Exemplo. Valores estimados para a solugio ¢ (x) para o problema de valor inicial*

g—z =x3+e*,  y(0) =1,
quando x = 1 utilizando os métodos de Euler e Euler melhorado para tamanhos de passo h
diferentes.
Tabela 2 - Ordem de convergéncia.
h n Euler Euler melhorado  Erro Euler Erro EM
0,5 2 2,3869 30664 0,5814 0,0981
0,25 4 2,6531 2,9928 0,3152 0,0246
0,1 10 2,8363 2,9722 0,1320 0,0039
0,05 20 2,9013 2,9692 0,0670 0,0009

Fonte: Adaptado pelo proprio autor.

Observe na Tabela 2 que a medida que o tamanho de passo h diminui se obtém
aproximagdes melhores. Outro detalhe importante ¢ que os métodos apresentados encontraram
resultados diferentes para as mesmas quantidades de passos. Isso se da pela sua ordem de
convergéncia.

Definicao 4. (Ordem de convergéncia) Considere a solugdo de uma equagao diferencial no
ponto x = x, ¢ a solugdo aproximada y,, pelo método neste ponto. Dizemos que a ordem de

convergéncia € p se existir uma constante C tal que:

lyn — @ (xn)| < ChP.

4
4 Solugdo geral:y(x) = % +e*+cy; (1) =2,96828182845905.
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A ordem de convergéncia define o qudo rapido um método encontra solu¢cdes numéricas
aproximadas da exata.

“Conforme h tende a zero, o termo O (h?), que na verdade € o erro de truncamento local,
tende a zero com a mesma rapidez que h?”’(Maioli, 35).

Note que para aplicar a defini¢do de convergéncia ¢ necessario conhecer a solugdo exata
do PVI, o que nem sem ¢ possivel.
Definicao 5. (Consisténcia) Um método de passo unico ¢ dito consistente se o erro de
truncamento local e,, tende a zero conforme h — 0 para todos os passos de tempo. Ou seja:

lim max|e,| = 0,
h—0 1<isN

onde N ¢ o nimero total de iteragoes.

Segundo afirma (FONTANA, 2018, p.39), “Dessa forma, um método consistente possui
a propriedade de que as equacdes obtidas para cada passo se aproximam da propria equagao
diferencial conforme o passo de tempo tende a zero, de modo que o erro de truncamento local
também tende a zero”.

Ou seja, um método consistente tende a encontrar solugdes cada vez mais proximas das
solugdes exatas a medida que as iteracdes sao feitas para cada passo. Esse comportamento pode
ser facilmente visto em situacdes em que o campo de direcdes da equacao geral apresenta
solucdes assintdticas, como no caso do exemplo a seguir:

Exemplo: A equacdo logistica para a populagdo p (em milhares) no instante t de uma certa
espécie ¢ dada por:

dp
i p(2 —p).

Seja a populagdo inicial 1000 (ou seja, p(0) = 1), entdo, sob as condicdes ideais, pode-

se encontrar as seguintes solugdes para a equagdo logistica, com h = 0,5:

Tabela 3 - Solucdes aproximadas e exatas para% =p(2 —p) comp(0) = 1.

th vV, (Euler) Solugdo exata Erro de

truncamento local

0,0 1,0000 1,0000 0,0000
0,5 1,5000 1,4621 0,0379
1,0 1,8750 1,7616 0,1134
1,5 1,9922 1,9051 0,0871
2,0 1,9999 1,9950 0,0049

Fonte: Adaptado pelo proprio autor de (NAGLE, SAFF, SNIDER,2012, p.15).
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Pela Tabela 3, temos que o erro de truncamento local tende a diminuir quando t se
aproxima de 2. Na Figura 11, podemos observar que os pontos encontrados pelo método de
Euler comecam a se aproximar da solu¢do exata na medida que t aumenta. Se considerarmos a
solugdo constante p(t) = 2, de acordo com o teorema da unicidade, este problema de valor

inicial em questdo ndo poderd atingir p = 2 ou valores maiores.

Figura 11-Consisténcia do método de Euler para Z—I: =p(2—p).

0.5 1

0 05 1 15 2

Fonte: Adaptado de (NAGLE, SAFF, SNIDER,2012, p.15) pelo proprio autor.
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Para melhor observar o método de Euler, iniciaremos com umas das equagdes

diferenciais mais simples, y'(x) = e*. Sua solu¢do geral pode ser encontrada facilmente

integrando ambos os lados, o que sera util para estimar o erro do método de Euler.

onde c; ¢ uma constante arbitraria.

dy x
a =e
dy = e*dx

[ar= [ eas

y=e*+c,

Agora, a fim de comparagdo, vamos encontrar seus valores numéricos. Para tal,

precisamos definir um tamanho de passo que permita uma aproximagao razoavel, mas que nao

exija muitos calculos.

Por exemplo, para encontrar o valor aproximado de y para x = 1 sabendo que y(0) =

1 com 10 passos, precisamos calcular o tamanho do passo h:

Como x,, = xq + h, entdo

Para n igual a 10, temos

Assim, em cada passo o valor de x serda aumentado em 0,1.

h:xn Ny
n
. 1-0 1 o1
~T10 10

Pelo método de Euler, y,.1 = y, + hf (x,,, ¥), encontramos os seguintes resultados:

Tabela 4 - Comparagdo entre solugdes exatas e numéricas para Z—Z =e*, y(0) =1.
n Xn Vn Solucdo exata Erro de truncamento local
0 0 1,000000 1,000000 0,000000
1 0,1 1,100000 1,105171 0,005171
2 0,2 1,210517 1,221403 0,010886
3 0,3 1,332657 1,349859 0,017201
4 0,4 1,467643 1,491825 0,024181
5 0,5 1,616826 1,648721 0,031896
6 0,6 1,781698 1,822119 0,040421
7 0,7 1,963910 2,013753 0,049843
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8 0,8 2,165285 2,225541 0,060256
9 0,9 2,387839 2,459603 0,071764
10 1 2,633799 2,718282 0,084482

Fonte: Tabela elaborada pelo autor.

Pelos resultados obtidos na Tabela 4, comparando com as solugdes exatas, ¢ possivel
observar que o erro vai se propagando gradativamente. Para este exemplo, sempre serdo
encontrados y, 1 menores que solucdo exata pois, geometricamente, a curva solucao para este

problema de valor inicial cresce exponencialmente.

4.1 COMPARACAO ENTRE OS METODOS DE EULER CLASSICO E
APRIMORADO

Como visto no exemplo anterior, o0 método de Euler classico pode perder sua precisao

gradativamente. Para contornar isso, pode-se optar por diminuir o tamanho de passo ou usar o
. o ~ . d
método melhorado. A principio de comparacio, vamos calcular® o valor numérico de é =2y —

3x em x = 1 para a condi¢do inicial y(0) = 1 com os tamanhos de passo diferentes.

Tabela 5 - Resultados das iteragdes para Z—i =2y —3x,y(0) =1.

h n Cllga'll;lseizo aprli:ﬁl)er;do Erro E.C. Erro E.A.
0,5 2 3,2500 3,8125 0,8473 0,2848
0,25 4 3,5156 3,9933 0,5816 0,1040
0,1 10 3,7980 4,0761 0,2993 0,0211
0,05 20 3,9319 4,0916 0,1654 0,0057

Fonte: Adaptado de (BOYCE, DIPRIMA, MEADE, 2020, p. 241) pelo préprio autor.

Pela Tabela 5, observamos que o método de Euler aprimorado oferece uma maior
precisdo, especialmente para os tamanhos de passo h = 05 ¢ h = 0,25, obtendo aproximacgdes

melhores que o método classico com h = 0,1 ¢ h = 0,05.

5 Solugo geral: ¢ (x) = %(6x +e2* +3); ¢(1) ~ 4,0973
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42  AVALIACAO DA PRECISAO DOS METODOS DE EULER, EULER
MELHORADO E RUNGE-KUTTA DE 4* ORDEM.

Como dito anteriormente, diminuir o tamanho de passo as vezes pode ndo ser vantajoso
por acarretar em maior custo computacional, principalmente quando os valores iniciais € 0
resultado desejados estdo distantes ou o processo for feito manualmente. Neste caso seria
melhor optar por métodos pais preciso.

Nesta subsec¢ao iremos comparar os resultados de um mesmo problema calculados com
os métodos de Euler, Euler melhorado e Runge-Kutta de terceira e quarta ordem. O problema
em questao € o seguinte:

Dada a equacao diferencial Z—z = y(3 — xy) com condigdo inicial y(1) = 4,5, encontre
y(2).

Obviamente com o auxilio de um computador ¢ possivel experimentar varios tamanhos
de passo e observar como os resultados se comportam. Mas por questdes de organizagdo vamos
estabelecer o tamanho de passo h = 0,2.

Primeiro: Para o método de Euler classico, temos que

y1=454+0,2%[45x(3—1%4,5)] = 3,15
X1 =%xg+h=1+02=1,2
y2 =3,154+0,2*[3,15% (3 —-1,2%3,15)] = 2,6586

X,=x1+h=12+4+02=14

y3 = 2,6586 + 0,2 * [2,6586 * (3 — 1,4 * 2,6586)] = 2,2747
Xx3=x,+h=14+4+02=16

Vi = 2,2747 + 0,2 % [2,2747 * (3 — 1,6 x 2,2747)] = 1,9838
X4, =x3+h=16+02=18

ys = 1,9838 + 0,2 * [1,9838 * (3 — 1,8+ 1,9838)] = 1,7573

x5 =18+0,2=20.

Na Tabela 6 sao exibidos os resultados da iteracao, a solu¢ao exata para a equagdo em

cada x,, e o erro maximo dos resultados das iteragdes.

Tabela 6 - Valores de X, y,,, solucéio exata e erro para dy/dx = y(3 — xy),y(1) = 4,5.
Xp Vn Solugdo exata Erro maximo

1,2 3,1500 3,4615 0,3115
1,4 2,6586 2,8125 0,1539
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1,6 2,2747 2,3684 0,0937
1,8 1,9838 2,0455 0,0617
2,0 1,7573 1,8000 0,0427

Fonte: Tabela elaborada pelo autor.

Nestes resultados, podemos perceber que a solucdo numérica se distancia da solugdo
exata obtendo um resultado final com erro de 0,0427.

Segundo: Para o método de Euler melhorado (ou Runge-Kutta de Ordem 2), (Equagao
(10)), temos:

y; =45+0,2%[45*(3—-1%x4,5)] =3,15.
x1=x0+h= 1+0,2= 1,2,

h 0,2
Yi=Yo T 5 [f (x0,¥0) + f(x1,y1)] = 4,5+ 7{—6,75 + [3,15 % (3 — 1,2 * 3,15)]}

= 3,5793.
Este processo se repete com os novos valores de x e y até que sejam encontrados x5 e
ys.
Com os resultados exibidos na Tabela 7, podemos perceber que o erro diminuiu

consideravelmente pouco se comparado aos resultados do método anterior.

Tabela 7 - Método de Euler aprimorado para dy/dx = y(3 — xy),y(1) = 4,5.

Xn In y Soluc¢do exata m]z;:gr(;o
1,2 3,1500 3,5793 3,4615 0,1178
1,4 2,6521 2,9263 2,8125 0,1138
1,6 2,2844 2,4545 2,3684 0,0861
1,8 1,9994 2,1056 2,0455 0,0602
2,0 1,7730 1,8410 1,8000 0,0410

Fonte: Tabela elaborada pelo autor.

Neste caso, ¢ preferivel avancar para o método de Runge-Kutta de ordem 4.
O método de quarta ordem ¢ bastante trabalhoso para ser executado, tendo em vista a
quantidade de elementos a serem definidos em cada passo. No entanto, geralmente oferece

resultados melhores que os anteriores. Vejamos os resultados obtidos na Tabela 8.

Tabela 8 - Método de Runge-Kutta de ordem 4 para dy/dx = y(3 — xy),y(1) = 4,5.

Xp Vn Solucao exata Erro maximo
1,2 3,4674 3,4615 0,0059




1,4
1,6
1,8
2,0

2,8170
2,3713
2,0473
1,8011

2,8125
2,3684
2,0455
1,8000

0,0045
0,0029
0,0018
0,0011
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Fonte: Tabela elaborada pelo autor.

De fato, ao comparar os resultados com a solugdo exata, observou-se que eles chegam

a ser muito mais precisos que os métodos anteriormente vistos, com erro 0,0011 para (x5, ys).

43  APLICACAO DO METODO DE EULER E RUNGE-KUTTA EM PROBLEMAS DE

MISTURAS

Inicialmente, 50 gramas de sal sdo dissolvidos em um tanque contendo 300 litros de

agua. Uma solugdo salina ¢ bombeada para dentro do tanque a uma taxa de 3 litros por minuto,

e a solucdo bem misturada ¢ entdo drenada na mesma taxa. Veja a Figura 12. Se a concentracao

da solugdo que entra ¢ 2 gramas por litro, determine a quantidade de sal no tanque em qualquer

instante. Quantos gramas de sal estdo presentes apds 50 minutos? E depois de 400 minutos?

Solucao:

Fonte: (ZILL, CULLEN, 2001, p. 110).

Figura 12 - Tanque.

i

—~ S
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: .';‘;:. ! 2 ;’

constante
3001

Seja A(t) a quantidade de sal, medida em gramas, no tanque no instante t. Como a

solucdo serda bombeada para o tanque e logo depois drenada, temos que a taxa de variacao de

A(t) ¢é dada por
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i (taxa de entrada) — (taxa de saida) = R, — R,. (13)

Para a taxa de entrada, temos
R; = (3l/min) * (2g/l) = 6g/min.

e para a saida,

Ry = 31/mi —(A /g) = 4 mi
2 = min = 300 g —100 min.
Substituindo em (13), temos

dA _6 A
dt 100
Considerando a condi¢do inicial dada, A(0) = 50, podemos aproximar os resultados

pelos métodos de Euler e Runge-Kutta. Se aproximarmos esses resultados com um tamanho de
passo h igual a 50 precisaremos de oito etapas para concluir o processo. Resolvendo para os

métodos de Euler, Euler aprimorado ¢ Runge-Kutta de ordens 3 e 4 teremos os seguintes

resultados:
Tabela 9 - Resultados das iteracdes.
t(minutos) A(t) — Euler A(t) -E Runge-Kutta Runge-Kutta Solugdo
aprimorado de ordem 3 de ordem 4 exata
50 325,0000 256,2500 267,7083 266,2760 266,4081
100 462,5000 385,1563 399,2405 397,5060 397,6663
150 531,2500 465,7227 478,7078 477,1326 477,2784
200 565,6250 516,0767 526,7193 525,4476 525,5656
250 582,8125 547,5479 555,7262 554,7638 554,8533
300 591,4062 567,2174 573,2513 572,5520 572,6171
350 595,7031 579,5109 583,8393 583,3453 583,3914
400 597,8516 587,1943 590,2362 589,8944 589,9264

Fonte: Adaptado de (ZILL, CULLEN, 2001, p.111) pelo autor.

Observando os resultados na Tabela 9, podemos perceber que, para este problema, os
métodos de Euler classico e aprimorado obtém resultados bem diferentes da solucao exata,
especialmente para t = 50. J& os métodos de Runge-Kutta de ordens 3 e 4 encontraram
resultados proximos para t = 50. Por outro lado, pode-se observar em todos os métodos
testados, que na medida que a quantidade de sal se aproxima do nivel de saturacao no tanque,

sua taxa de crescimento diminui.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Como problematica para este trabalho, a pesquisa partiu da hipotese de que muitas
equagoes diferenciais ndo podem ser resolvidas por métodos analiticos. Nesse sentido, foi
proposto investigar o uso de métodos numéricos na resolu¢do de equagdes diferenciais ordinaria
com problema de valor inicial.

Inicialmente foi mostrado um breve resumo da histéria das equagdes diferenciais,
evidenciando alguns de seus personagens mais importantes e foram introduzidos alguns
conceitos matematicos necessarios para a compreensao de algumas terminologias usadas no
decorrer deste trabalho. Dentre os conceitos abordados, vimos a necessidade de falar sobre os
campos de dire¢des, pois imaginamos que facilitariam a compreensao sobre os conceitos de
curva solucao e de condi¢ao inicial, bem como existéncia e unicidade.

O método de Euler utiliza o conceito de curva tangente para encontrar os resultados e ¢
preciso conhecer uma das solu¢des do problema, ou seja, um ponto na curva solucdo, para
encontrar o proximo. E por se usar uma reta tangente, ¢ de se esperar que o valor encontrado
nao sera igual a solugdo exata. Assim, € preciso diminuir o intervalo entre as etapas, o que faz
criar mais etapas para o processo.

Por conta disso, viu-se necessario buscar melhorias para o procedimento, a fim de
aumentar a precisao dos resultados e eventualmente diminuir a quantidade de etapas. O método
de Euler pode ser visto também como um polindomio de Taylor truncado. O polinomio de Taylor
oferece solugdes muito precisas para os problemas, mas tem o inconveniente de ter que resolver
varias derivadas. Uma forma de contornar esse inconveniente ¢ encontrar polindmios de Taylor
adequados. Umas destas abordagens sao os métodos de Runge-Kutta, que sao aprimoramentos
do método de Euler.

Acreditamos que tenhamos atingido os objetivos deste trabalho, levando em conta que
o método de Euler e seus aprimoramentos conseguem atingir uma boa aproximagao para as
solucdes de problemas de valor inicial, considerando os tamanhos de passos utilizados e alguns
outros fatores, como a consisténcia do problema em questdo e os erros gerados durante os
calculos. Por fim, esperamos que este trabalho colabore de forma a instigar os académicos do
curso de matemdtica a investigar com maior aprofundamento a utilizagdo de modelos

matematicos, bem como os beneficios que possam levar para sala de aula.
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