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RESUMO
O presente trabalho tem como finalidade o estudo da sequéncia de Fibonacci e o nimero de
ouro e sua aplicacdo no campo das artes e da arquitetura. A justificativa da escolha do tema se
da pela contribui¢io 2 Algebra e por ter diversas aplicagdes de sua teoria em vérios campos,
como o foco do nosso trabalho na Arte e na Arquitetura, de modo que aprendam a teoria e a
sua aplicacdo pratica. Desse modo, procurou-se responder a seguinte pergunta: Quais as
aplicacdes da sequéncia de Fibonacci relacionada com o nimero de ouro, usados em obras de
artes ¢ em construgdes?. Descrevemos a histéria de Fibonacci e o problema no qual
solucionou sobre a reproducdo de coelhos, dando origem aos nimeros e a sequéncia de
Fibonacci. Apresentamos as demonstracdes das propriedades da sequéncia e as poténcias do
numero de ouro. Mostramos as definicdes da razdo durea e as construcdes geométricas do
retangulo qureo e o tridngulo dureo até formar a espiral durea, conhecida como espiral de
Fibonacci, definirmos também o pentdgono regular e o pentagrama. Trata-se de uma pesquisa
bibliografica de materiais como: livros, artigos, monografias e dissertacdes. Analisando as
aplicacdes em projetos arquitetonicos desde a antiguidade até os dias atuais, nas pinturas de
grandes artistas, presente na musica e em fotografias.
Palavra chave: Sequéncia de Fibonacci. Razio Aurea. Nimero de ouro. Demonstracio.

Aplicacdo.



ABSTRACT

The present work has as purpose the study of the Fibonacci sequence and the golden number
and its application in the field of arts and architecture. The justification for choosing this topic
is due to its contribution to Algebra and for having several applications of its theory in various
fields, such as the focus of our work in Art and Architecture, so that they learn the theory and
its practical application. Thus, we sought to answer the following question: What are the
applications of the Fibonacci sequence related to the golden number, used in works of art and
construction? We described the history of Fibonacci and the problem he solved about the
reproduction of rabbits, giving rise to the Fibonacci numbers and sequence. We present the
demonstrations of the properties of the sequence and the powers of the golden number. We
show the definitions of the golden ratio and the geometric constructions of the golden
rectangle and the golden triangle until it forms the golden spiral, known as the Fibonacci
spiral, and we also define the regular pentagon and the pentagram. This is bibliographic
research of materials such as books, articles, monographs, and dissertations. Analyzing the
applications in architectural projects from antiquity to the present day, in the paintings of
great artists, present in music and photographs.

Keyword: Fibonacci Sequence. Golden Ratio. Golden Number. Demonstration. Application.
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1 INTRODUCAO

Ao longo da histéria muitas contribui¢des para o estudo da Algebra ocorreram com a
busca de matematicos em demonstrar as proporcodes existentes dessa famosa sequéncia. A
relacdo entre os conteidos abordados foram fundamentais para despertar a curiosidade no
universo da arte ao descobrir a propor¢do durea, sendo usados por artistas e arquitetos nas
suas criacdes com o conceito de beleza e harmonia.

Quanta matemadtica estd escondida em busca da perfei¢do, presentes na arte e na
arquitetura. Muitas associacdes entre uma pintura € uma constru¢ao t€ém em comum com uma
sequéncia relacionada com o nimero de ouro de forma multidisciplinar. Tendo seu maior
destaque no século I a. C., quando a Razdo Aurea passou a fazer parte dessas dreas e nio s6
apenas na Matemadtica, depois do livro de Vitravio. Por apresentar razdes dureas entre partes
do corpo humano, mostraremos de que formas foram exploradas essas razdes na Arquitetura e
na Arte e sendo defendida por pintores e arquitetos.

Partindo dessa elucidagdo, este trabalho levanta o seguinte problema: levando em
consideragdo a relacdo entre a Matematica no universo das Artes e da Arquitetura. Quais as
aplicacdes da sequéncia de Fibonacci relacionada com o niimero de ouro, usados em obras de
artes, na musica e em construgoes?

Portanto, como objetivo geral, o presente trabalho visa demonstrar as propriedades da
sequéncia de Fibonacci, a relacdo com o nimero de ouro e suas aplicacdes em obras de arte e
na arquitetura.

A agdo requer demonstracdo da estruturacdo da sequéncia e a verificagdo das possiveis
aplicacdes de seu uso, mediante a execucdo dos objetivos especificos: descrever a teoria do
surgimento com a reproducdo de coelhos e as propriedades da sequéncia, compreender a
ligacdo entre a sequéncia e o nimero de ouro ao longo da histdria, definir o retingulo dureo, o
tridangulo dureo e a espiral de Fibonacci usando construcdes geométricas, bem como o
pentdgono regular e o pentagrama, examinar o uso desses padrdes em obras de arte, na musica
€ em construcoes.

O estudo serd desenvolvido através de uma pesquisa bibliografica e andlise de
aplicacdes realizadas ao longo do desenvolvimento da temdtica no campo da arte e da
arquitetura, que poderdo contribuir para levar um olhar matemadtico, de modo que analise
algumas férmulas e propriedades da sequéncia, relacionado com o nimero de ouro e sua
aplicacdo em pinturas, na fotografia, na musica, em esculturas e constru¢des usando a

sequéncia de Fibonacci.
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2 A DESCOBERTA DA SEQUENCIA

Leonardo Fibonacci foi conceituado na Idade Média como o primeiro grande

matematico europeu, conhecido também como Leonardo de Pisa, Leonardo Pisando ou

Leonardo Bigollo. A data do seu nascimento € discordante, nasceu na Itdlia por volta de 1175,

na cidade de Pisa. Filho de Guiliermo Bonnacci, por isso o nome Fibonacci, que é o

diminutivo de “Fillius Bonacci” que significa “filho de Bonaccio”. Seu pai, era um mercador

do norte da Africa, foi através do trabalho do pai que conheceu o sistema decimal hindu-

drabe, durante vérias viagens que fez pelo Mediterraneo.

Figura 1: Leonardo Fibonacci, o célebre matematico da Idade Média.

Fonte: Dias (2015, p. 02).
Os talentos de Fibonacci chamou a aten¢do do imperador Frederico II, de acordo com

Zahn (2011, p. 02):

O imperador Frederico II convidou a participar de um torneio mateméatico em sua
corte, promovido por Jodo Palermo, membro da corte. Fibonacci aceitou o convite e
foram apresentados a ele trés problemas, os quais resolveu. Um deles, era encontrar
x € Q tal que x> —5 e x? + 5 fossem também racionais. Fibonacci apresentou a

. 41 . . .
resposta, que € x =_. Esse mesmo problema, posteriormente, Fibonacci
acrescentou em sua obra Practica Geometriae. Outro problema a ele consistia em
achar uma solugdo para a equagdo x> + 2x% + 10x = 20. Leonardo mostrou que
nenhuma solugio pode ser expressa irracionalmente sob a forma v a + vb. Obteve,
entdo, uma resposta aproximada, x = 1,3688081075, correta em até nove digitos.

Posteriormente, ele incorporou esse problema no seu livro Flos. O terceiro problema
encontra-se na lista de exercicios a seguir. (ZAHN, 2011, p. 02).

Escreveu muitas obras, sendo quatro livros e uma carta, o primeiro livro com titulo

Liber Abaci (Livro do Abaco) escrito em 1202, que trata sobre o problema da reproducio dos

coelhos e falou pela primeira vez dos algarismos indo-ardbicos. O segundo livro Practica

geometriae (1220), que representa os conhecimentos aprendidos por Leonardo sobre
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Geometria e Trigonometria, ja o terceiro dos livros apresenta as solucdes dos trés problemas
do imperador Frederico II, chamado Flos feito em 1225. Por conseguinte o quarto e ultimo
dos livros escrito por Fibonacci, de acordo com Ferreira (2007, p. 10), “Liber quadratorum
(1225): E o maior livro que Fibonacci escreveu, no qual aproxima raizes ciibicas, obtendo

uma aproximacao correta até a nona casa decimal”.

Figura 2: Imagem da abertura do Liber Abaci de Fibonacci (1202).

fm‘ipjf primum nrpix‘;e[um
Nowem figure indovum he sunt
g
9 87 6 54 3 21

Cym bis itagque nouem figuris, et cum hoc signo 0, quod arabice zephirum appelatur,
; g £
seribitur qxtsﬁfwr nmeris, ul mferins demonstratur.

[Estcs 530 05 nove ulgarismus indianos
987 654321

Com esses nove :1|g:1rismos. coomo .‘iil‘lill 0, qucos Llll".lb(_'s chamam dc Sfp}‘i”‘?‘f{?}l. P()dL“

5C CSCICVEr f_]Lli]ll{l.lCl' TI1:IIHCFO. COmo s¢ LlL‘]TI()ﬂST.'l'ﬂl"ﬁ d St‘gl.li[.]

Fonte: Eves (2011, p. 294).

Segundo Dias (2015, p. 11), “O problema muito provavelmente originou-se do papiro
de Rhind, e consta no livro Liber Abaci de Leonardo, no capitulo 12 (De solutionibus
multarum positariumquestionum quas erraticas appellamus)” o que levou a motivar Fibonacci
na criacdo da sequéncia. O problema da reproducdo dos coelhos, que busca saber quantos
pares de coelhos pode ser produzido durante um ano, a partir de um casal que depois de dois
meses torna-se fértil, sendo que cada novo par gera um novo casal de coelhos, a partir do
segundo més?

De acordo com as solu¢des do problema, no primeiro més com apenas um casal de
coelhos, dois meses é o tempo que o casal atinge a fertilidade. No terceiro més havera o casal
original e um casal de filhote. No quarto més mais um casal de filhotes, totalizando trés
casais, o casal original, o primeiro casal filhote ja fértil e mais um casal de filhote infértil. No
quinto més, os primeiros casais estdo férteis e cada um gera um novo par e um nao fértil,
ficando cinco casais. E assim por diante, considerando que os coelhos nunca morrem.

Conforme a tabela abaixo:

Quadro 1: O problema da reprodug¢do dos coelhos e os nimeros de Fibonacci.
Meés Casais adultos Casais novos Total

1° 0 1 1
2° 1 0 1
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3° 1 1 2
4° 2 1 3
5° 3 2 5

Fonte: Elaborada pela autora.
Dessa forma, resulta assim a sequéncia de Fibonacci, que os dois primeiros nimeros é

1 e os demais valores € dada pela soma dos dois nimeros anteriores, obtemos: 1, 1, 2, 3, 5, 8,
13, 21, 34, 55, 89, 144, .... Motivando Leonardo a definir a sequéncia do problema dado, que

ficou conhecida como a sequéncia de Fibonacci e os seus termos de niimeros de Fibonacci.
2.1 SEQUENCIA DE NUMEROS REAIS

Antes de apresentarmos a definicdo da sequéncia de Fibonacci, vamos apresentar a
seguir a definicao de sequéncia numérica e seus limites. O texto aqui apresentado se baseia no
livro Curso de Anélise Real, do Cassio Neri.

Definicao 1: Uma sequéncia de niimeros reais é uma funcdo x: N— R para a qual denotamos
o valor de x em n por x,, em vez de x(n).

Geralmente usamos a notacio (X,)ney para representar uma sequéncia x: N— R. As
vezes a denotamos também por (x4, X5, **+, Xp, =**). Dizemos que x,, € o termo de ordem n, ou
que x,, € o n-ésimo termo da sequéncia.

Definicao 2: Uma sequéncia (x, ),y € dita convergente se existe x € R de modo que
Ve > 0,3N € N tal que n = N implica que |x, — x| < &

Neste caso, escrevemos x,, = x e dizemos que x é o limite da sequéncia (x,,)ney OU
X, converge para (ou tende a) x quando n tende a mais infinito (n - +). Se (x;,) ey N0 é
convergente, entdo dizemos que ela é divergente.

A seguir, apresentaremos a definicdo da sequéncia de Fibonacci e a definicao

recursiva.
2.2 DEFINICAO DA SEQUENCIA DE FIBONACCI

Definicao 3: Chama-se a sequéncia de Fibonacci a sequéncia definida por
(1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89,...)
Onde os seus termos sao conhecidos como niimeros de Fibonacci.
De acordo com Zahn (2011, p. 06), essa sequéncia recebeu o nome de Fibonacci pelo

matematico francés Edouard Lucas (1842-1891), no século XIX. Que posteriormente
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desenvolveu outra sequéncia que contem associacdes com a sequéncia de Fibonacci,
conhecida como sequéncia de Lucas.
Definicdo 4: Chama-se a definicdo recursiva da sequéncia de Fibonacci de ordem n e
expressa pela funcdo F: N — N dada por:
fl = fZ = 1’
far1=fu + fao1, YR 2 2.
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3 AS PROPRIEDADES DA SEQUENCIA

De acordo com Zahn (2011, p. 07).
Proposicao 1: “Seja (f,,) a sequéncia de Fibonacci. Entdo, Vn > 1, valem as propriedades:”
(a) Soma de nimeros de Fibonacci: 2.1 f; = fns2 — 1.
(b) Soma dos ndmeros impares da sequéncia: 3.\ ; foi_1 = fon-
(c) Soma dos nimeros pares da sequéncia: 2.7 ; fo; = fon_1 — 1.
(d) Soma dos quadrados dos primeiros ndmeros da sequéncia: Y}/, £i2 = fufnet-

(e) Identidade entre os nimeros da sequéncia: fi4n = fm—1fn + fiSfns1, YMn, m > 1.

Demonstracoes:
(a) Utilizaremos o Principio da Inducdo Finita. Para provar que a soma dos n primeiros

nimeros de Fibonacci € dado por:

Sn=fitfotfzt A fu=fne2 — 1. Vn 21
(1) Paran = 1, temos que:
fi=fizz—1=f;3—1=2—-1=1, comisso, fi=f142 — 1 = 1, mostrando que vale
a base da indugdo.
(i1) Suponhamos agora que € verdadeiro para n = k, entdo deve ser verdadeira para
n = k + 1, sabendo que k > 1, ou seja:
fi+fo + -+ fiey1=fr+3 — 1, assim, somando f;,; em ambos os membros da
igualdade e conhecendo que f11 + fr42 = fr+3, lOgo:
fitfo+ o+ fu + fevr=ferr + frrz =1 = fraz — 1.
Com isso provamos por inducao.
(b) Vamos provar que:
Sn= fitfs+fs+. A fon-1=fon, VN 2 1.
(1) Primeiro para n = 1, substituindo no somatorio tem-se:
f2—1=f>, isso implica dizer que f;=f, = 1. Ou seja, € verdadeira a base da indugao.
(i)  Vamos mostrar que deve ser valido para n = k 4+ 1, sendo k > 1, se a férmula é
verdadeira para n = k, somando o préximo impar em ambos os lados da nossa igualdade,
obtemos:
fitfstfst.tfak-1tfokr1=fort o1 = farez = fagern)-
Provando assim hipétese da inducdo,

(c) Vamos demonstrar que:

Sp = fatfuttfon=fans1 — 1, Vn = 1.
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(1) A igualdade vélida para n = 1, substituindo temos que:

fo=for1—1=f;3—1=2-1=1,logo é verdadeiro.
(i)  Mostrar que também vale para n =k + 1, sendo k > 1, supondo que n =k ¢é
verdadeiro, somando o préximo par em ambos os lados da equagao, obtemos:
fotfat tfatfokr2=Fokr1tfokre =1 = fores — 1.
O que prova nossa hipétese.
(d) Demonstrando a hipétese que:
Sp = fill+ o 4y = fu fpen VR 2 L

(1) Paran = 1, por ser f;=f,=1, temos f; °=f, f,. Resolvendo a igualdade, f;*=1.1=1.

Portanto, € valida a base da inducao.

(i1) Suponhamos que n = k é verdadeiro, serd mostrado que vale para n = k + 1, para
k > 1. Somando em ambos os lados da igualdade o quadrado dos ndmeros da sequéncia.
Obtemos:
fil2 424 s b fi P fed =i e+ fiean”
fill 4+ 4 s e fi P+ fen = feer St fier)
fil2 4+ 4 s e fi P+ feen "= e+ ferz
Isto prova a inducao.
(e) Para prova a identidade entre os numeros de Fibonacci:
fman = fm-1fo + fmfos1, YMn, m>1
(1) Paran = 1, tém-se:
fm+1 = fm-1f1 + finf2, como f; = f, = 1, temos que frny1 = fin-1 + fn-
(i1) Suponhamos que seja verdadeira para n = k — 1. Entao temos por hipétese que:
fmak = fm-1fie + fnSrer1
fm+te-1) = fm-1fk-1 + fnSx
Somando em ambos os lados da equacdo, obtemos:
fmrktfmee-1) = fm-1(Fe + fie-1) + fin (et frea1)
Com efeito, temos:
fm+(k+1) = fm-1fir1 + fmfis2
Provamos que é a equagdo para n = k + 1. Logo, para todos os valores inteiros e

positivos de m e n satisfaz a equacao.
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Conforme Zahn (2011, p.7 € 9):
Proposicao 2: “Dois nimeros de Fibonacci consecutivos sdo primos entre si”.
Demonstracao: Sejam f,, e f,,,1 dois nimeros de Fibonacci consecutivos. Devemos mostrar
que o m.d.c. (f, fn+1) = 1, Vn. Vamos provar por absurdo, supondo que o m.d.c. (f,, fny+1)
=a # 1, para um certo ng, resulta que alfy, € a|fn,+1. Sabendo que fy 11 = fu, + fn,-1 €
alfngs1 € Qlfyy. cOM iS50, @ fr 1.

Mas, se fn, = fng-1 +fn,-2 € da mesma forma dos argumentos acima, seque-se que 0
alfny—2-

Reciprocamente, obtém-se a|f; e a|f,, mas f; = f, = 1, o que implica a|1, ou seja,
a = 1. Prova que é absurdo, pois contradiz a hipétese de que a # 1. Portanto, m.d.c. (f, fn+1)
=1,Vn.
Proposicao 3: “Dado k,n € N, temos que f,, € miiltiplo de f,,”.
Demonstracao: Sejam k,n € N. Devemos mostrar pelo Principio da Indu¢do Finita, que
ful fin:
(1) Para k = 1, temos que f,|f,. Portanto, é vélida a base da indugdo.
(i1) Suponhamos agora que € verdadeiro para k = m, entdo deve ser verdadeiro para

k =m+ 1, ou seja:

falfam+nn-
Aplicando o item (e) da proposi¢ao 3.1, temos:
f(m+1)n = fmn+n = fmn-1fn + fonSrs1-
Como fy|fimn-1 € fulfmn- Entdo temos por hipétese que f,|fan+1)n-

Isto prova a proposicao.
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4 O NUMERO FI (¢) E A SEQUENCIA DE FIBONACCL

Nessa secdo apresentaremos e definiremos a razdo durea e as propriedades do nimero
de ouro, definiremos o retangulo dureo e o tridangulo dureo, ambos formam a espiral 4urea, o
pentigono regular e o pentagrama, bem como, as relacdes entre o nimero de ouro e a

sequéncia de Fibonacci.
4.1 0 NUMERO DE OURO

Segundo Silva (2015, p. 27).
Definicao 5: “O ntimero de ouro, também conhecido como propor¢do durea, ndmero dureo,
seccdo durea, propor¢do de ouro, € um ndmero irracional representado pela letra grega ¢

(phi), cujo valor €

o =155 <1, 6180339887 ..

Conforme Belini (2015, p. 14), “a letra ¢ s6 comecou a ser usado no século XX pelo
matematico norte-americano Mark Barr, em honra a Phidia, arquiteto do Parthenon”. Muitos
termos passaram a ser usados pela primeira vez no século XIX em trabalhos alemaes, como as
expressoes “razdo aurea” e “ntimero de ouro”.

Sobre o nimero de ouro, Livio! (2011 apud RAMOS, 2013, p. 31) afirma que:

Menos conhecido que o Pi é um outro numero, o Fi (®), que, em muitos aspectos, é
ainda mais fascinante. Suponha que eu lhe pergunte: o que o encantador arranjo de
pétalas numa rosa vermelha, o famoso quadro “O Sacramento da Ultima Ceia”, de
Salvador Dali, as magnificas conchas espirais de moluscos e a procriagdo de coelhos
tém em comum? E dificil de acreditar, mas esses exemplos bem dispares t€ém em
comum um certo nimero, ou propor¢cdo geométrica, conhecido desde a Antiguidade,
um namero que no século XIX recebeu o titulo honorifico de “Numero Aureo”,
“Razdo Aurea” e “Secgdo Aurea”. Um livro publicado na Italia no comego do século
XVI chegou a chamar essa razdo de “Propor¢ao Divina”.

Definido por Euclides, pela primeira vez em 300 anos a. C. a divisdo de um segmento

em média e extrema razdo, conhecida por razio durea, obtemos da seguinte forma:
4.2 ARAZAO AUREA

Definicao 6: Diz-se que um segmento de reta € dividido em média e extrema razao, quando a
razao entre o maior € o0 menor segmento determina o valor ¢, chama-se razao 4urea:
Demonstracao: Dado um segmento de reta AB, seja C um ponto que divide esse segmento,

assim chamando AB = a + b, AC = a > CB = b, temos a figura feita por Silva (2015, p. 31):

ILIVIO, Mario. Razio Aurea: a histéria de fi, um nimero surpreendente. Traducdo: Marco Shinobu
Matsumura, 6° edi¢do, Rio de Janeiro: Editora Record, 2011.



22

Figura 3: Divisdo do segmento AB.
(@] @ L ]
a
A C b B

Fonte: Silva (2015, p. 31).
Quer-se obter o valor da razao:

AB AC a+b a
—_— =0 — =-
AC CB a b
Resolvendo a expressdo, temos:
a’ = ab + b?

Dividindo ambos os lados da igualdade por b?, encontramos:

a? a

-1ty

Chamando % = x, obtemos:
x*=1+xox*-x—-1=0

Calculando a equagdo do 2° Grau, teremos:

_1++5

x 2

&

1_

1+V5 _

Como x = € uma raiz negativa. Tomemos por ser positiva a raiz de x =

* ‘

¢ =~ 1,6180339887 ---.

Segundo Zahn (2011, p. 25) “Um dos primeiros registros que se tem conhecimento
sobre a razdo durea, data de aproximadamente 1650 a. C.; € no papiro de Rhind, um
documento no qual constam 85 problemas copiados por um escriba chamado Ahmes, de um
trabalho mais antigo ainda”. Vejamos na figura 4 o papiro, onde acredita citar uma “razdo
sagrada” que pode se tratar da razdo durea. Como também na figura 5 na Tdbua de Shamash,

afirma o autor que:

Os antigos babildnios sabiam como criar o retdngulo dureo. Numa escavacio feita
em Sippar, no sul do Iraque, o arquedlogo assirio Hormuzd Rassam (1826-1910)
encontrou uma tdbua, com comprimento de 29,21 cm e largura de 17,78 cm,
conhecida por Tdbua de Shamash. Note que as dimensdes dessa tdbua estio muito
préximas da razdo durea (ZAHN, 2011, p. 25).
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Figura 4: Papiro de Rhind.

Tl ¥

Fonte: Zahn (2011, p. 25). Fonte: Zahn (2011, p. 26).
Muitos autores afirmam que o primeiro registro sobre o nimero de ouro foi no livro
Os Elementos de Euclides de 1570. Belini (2015, p. 16) explica que Euclides definiu em seu
livro “divisdo de um segmento em média e extrema razdo como a divisdo de um segmento em
duas partes desiguais com uma propriedade bem particular: o quociente entre o segmento

inteiro e a parte maior ¢ igual ao quociente do segmento maior pelo segmento menor”.

Figura 6: Capa traduzida para o inglés, feito por Billingsley do livro Os Elementos de Euclides.

Fonte: Eves (201, . 172).
Conforme Ramos (2013, p. 35)

Proposic¢ao 4: “Se fn é um nimero de Fibonacci, entdo vale a desigualdade
fn>@" 2%, vneN”.

Demonstracao: Usando o Segundo Principio da Indu¢do Finita tem:

: _ 1—2 _1_ 2 2 _ : _ -1
(i)  Paran =1, temos que 172 = ST ESTC 1, ouseja, fy =1quefy ="
1

Paran = 2, segue tem-se f, = 1 = @272 = @O, Portanto é vilida a base da indugio
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(ii)  Suponhamos que f;,, = @™ 2, Vm < n. E usando a férmula recursiva da sequéncia
de Fibonacci, temos:
fari=ft a1 2 (pn—z + (Pn_3 = (pn—S((p + 1).

Como @? = ¢ + 1, feito da seguinte forma:

, (1+V5\ 1424545  242V5 1445
@? = = =1+—=1+ =1+¢

2 4 2
Entao,
forr Z " 2% = @™t
Logo provamos que a proposi¢do € vélida.
Corolario 1: Se fn ¢ um nimero de Fibonacci qualquer, entdo vale a estimativa que:
P2 < f< @™ VneN.
Demonstracao: Utilizaremos o Segundo Principio da Inducdo Finita, para provar que fn
< "
(D Paran =1 e n = 2 é verdadeiro, pois substituindo os valores na desigualdade temos
que f; S<p=1+2—ﬁefz <@*=1+0.
(i1) Suponhamos que a desigualdade requerida seja vélida para ninteirotalque 1 < n <
k, ou seja que vale
fu < @* VkEL
Suponhamos que vale para k — 1

fie-1 < @*71

Entao temos:

fier1 = fi + froer S @F + o1 = okt

Isto completa a prova da indugdo.

4.3 AS POTENCIAS DO NUMERO DE OURO

N 1+V5
Vamos resolver algumas poténcias de ¢. Lembrando que ¢ = —— que demonstramos
acima, com isso, vamos analisar a relacdo com a sequéncia de Fibonacci.

- 2 _

(1+\/§)2 _ 142545 _ 142¢/5+4+1 2+2v5 1+V5 _ 14 ¢:

=1+ =1+
2 4 4 2 2

" =9 =0+ Qe=9+e* =9 +1+9=1+2¢;
= 9= =(1+20)p=0+20°=0+2(1+¢) =¢+2+2¢=2+30;
S =tep=(2+30)p =20 +3¢2 =20 +3(1+¢)=2¢+3+3¢ =3 +5¢;
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» 90 =9 p=0B+50)0p=30+5¢*> =30 +5(1+¢)=3¢p+5+5p =5+ 8¢;
w97 =% =(5+8¢0)p =5¢ +8p> =50 +8(1+¢)=5¢p+8+8p=28+13¢;

. (pn = fn—l +fn'(p7 vn = 1.

Como mostra Dias (2015, p. 19):
Proposicao 5: “Para qualquer natural n > 1, vale a igualdade
O" = fo1+ frgs
Onde fj, j =1, 2, 3,..., s@o os nimeros de Fibonacci e f; = 0.
Demonstracio: Vamos provar essa proposi¢ao por indu¢cdo matemaética:
(1) Para n =1, temos que ¢! = f, +f, =0+ ¢ =@, ou seja, € vilida a base da
inducdo.
(i1) Supondo que n = k seja verdadeiro, entdo deve se vélido paran = k + 1.
Devemos mostrar que X1 = f + fr+1-0-
ot =9 ¢ = (fier + )P = fr1" @ + fi 9% =
=fi-1 9+ fi(l+ @) =ficr @+ fi + frp =
= (fe-1 T )@ + fi = fi + frr1 " @

Concluimos que ¢**! = fi + fi11., € vlido.

4.4 RELACOES ENTRE OS NUMEROS DE FIBONACCI E O NUMERO DE OURO

~ fi . P N A
Mostraremos que a razio entre ’}—“ aproxima-se do nimero ¢, dada a sequéncia de

n

Fibonacci:
fn :(1’ 1, 2’ 3’ 5, 8, 13, 21,)

Lembramo-nos da sequéncia recursiva f, 11 = f, + f_1, podemos resolver que:

+ fn 1 1 1
fn+1=fn fn 1=1_|__=1_|_—=1_|_—=
fn fn fn fn—l +fn—2 1 _|_fn—2

fn-1 fn-1 fn-1
=1+ ! 1+ ! 1+ !
= —1 = 1 = —1 o= e
14++— 14+ +—FF+ 14—
fn—l fn—Z +fn—3 fn—3
fn—z fn—Z fn—z

fn+1

Desse modo, podemos perceber que o quociente gera uma fracdo continua que

converge para ¢. Temos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 6: A sequéncia:



26

Ja+1 1
mil_— 4 — — ¢, quando n — oo
fn 1+1+—

T+

Dada (x,) a sequéncia recursivamente por
1
xl = 1,xn+1 = 1 +x—,VTl > 1
n

Iremos definir a funcdo f: (0, +00) — R por

1 x+1
f(X) =1+ ; = T
Assim, percebemos que, para os nimeros da sequéncia (x,,), temos:
1+1 2+1 1
f(xl) :TZZ = Xy, f(xz):T: 1+§:x3’_"
Xp_q +1 1
ftn-) =——=1+ = Xn,
n-1 Xn-1

Portanto temos a conclusao que f(x,_1) = xp.

Demonstramos que f é decrescente, pois de fato, dado a > b temos:

a+1 b+1
" <T<=(a+1)b<(b+1)a=>

Sab+b<ab+aea>bh.

fl@ <fb) =

Proposicao 7: Considerando a sequéncia definida (x,) acima, obtém uma subsequéncia a
seguir:
Xp < X3 < x5 < o < Xg < Xy < Xy

Para “mapear” apenas os termos pares e apenas os impares da sequéncia (x,), temos
que a partir de um termo inicial (x; ou x,), conseguir uma regra que permita “pular” os
termos de modo a obter a sequéncia (x,,) para os termos pares € (X,,_1) para os impares
(ZAHN, 2011 p. 49).

Seja g: (0, +00) = R por

g(x): (fef)(x),

Sendo assim, temos que:

x+1 x11+1 2x + 1
90 = ) = f () = 2=
T x

A partir de x; temos:
g(x) = f(f () = fx2) = x5,
g(3) = f(f(x3)) = f(xa) = x5, ..
s §Ctan=1) = F(f Gezne1)) = f(X2n) = Xomea, -

Desse modo, percebemos que:



27

xq = g(x2), %6 = g(X4), ) Xon42 = g(X2n),
Supondo g(a) < g(b) teremos que g é crescente, pois:

2a+1 2b+1

o 2ab+2a+b+1<2ab+2b+a+1<a<b.
a+1 b+1

g(@) <gb) =

Para prova a proposi¢do 7, iremos provas as afirmagdes a seguir:

Afirmacao 1. x,, 1 <Xy,41, OU seja, a subsequéncia dos termos impares &
crescente.

Afirmacao 2. x,,, < x,,4,, OU seja, a subsequéncia dos termos pares € decrescente.

Afirmacao 3. x,,_; < x,,, diz que qualquer termo impar da sequéncia (x,) € menor
que o termo par subsequente.

Provaremos por Indu¢do Matematica a afirmacao 1.
3

(1) Paran = 1, temos que x, = 1+%= 2eque xz = 1+%=E> 1=x.
Portanto vale a base da inducdo.
(i1) Supondo que seja verdadeiro n, vamos provar que também € verdadeiro paran + 1, ou

seja, mostrar que Xop41 < X2n43-

Xon-1 < Xan+1 = 8(Xan—1) < 8(X2n+1) = Xons1 < Xan43.

As afirmacdes 2 e 3 sdo provadas de forma andloga a primeira.
Essas afirmacOes provam a proposic¢ao 7, onde temos a subsequéncia:
Xy < X3 < X5 < o0 < X < Xy < X

Observa-se que (x,,-1), Ou seja, os termos impares sdo crescentes e limitados
superiormente por x, = 2, entdo existe L, = lim,_, X3,_1.

Da mesma forma, temos (x,,) que é decrescente e limitada inferiormente por x; = 1,
existindo L, = lim,,_,,, X,,,. E como vimos que:
2x2n—1 +1
Xop—1 T 1

Xon+1 = G(Xap—1) =

Obtemos passando o limite
2L +1 ) )
1:L1+1:>L1 +L;=2L;+1=>L;"-L;—1=0

Resolvendo essa equagdo, obtemos a raiz positiva igual a:

_ 15
=—==

Ly

Do mesmo modo,
2y, +1

Xon+z = g(Xon) =~
2n
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Segue que
2,41 1445
2 = = =9
L,+1 2
Portanto,
Lo, Lt V5
1= =75 = 2
Chegamos a conclusdo que
x1 = 1
Xpp1 =1+— i
n
Ou seja,
1 1++5
fT]LC+1 — 1 +—1 - (p = 2
" 1+1+...

Determinamos que a proposi¢ao 6 é verdadeira.
4.5 0 RETANGULO, O TRIANGULO E O ESPIRAL AUREO

Definicao 7: O retangulo dureo é um retingulo no qual a razdo entre as medidas de

seus lados preserva a razio durea, tem-se que.

Figura 7: Retingulo 4ureo.

[

M == === = = = = = = |q

A a
Fonte: Ramos (2013, p. 42).
Observe a figura 5, temos o retangulo dureo ABCD, dividido de modo que obtemos um

b

quadrado ABFE e um retangulo semelhante ao original CDEF. Temos destacadas as medidas
dos lados AB = AE = a e ED = b. Por definicdo, temos que a razdo entre os lados do

retangulo € o ndmero de ouro, ou seja:

AD EF a+b a 1++5
_— = = - =
AB ED a b 2

%
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Essa equagao € equivalente a definicdo 4.2, procedendo entdo a razao =, da

=l 3]

EF A . . £ <
mesma forma que —=¢e¢, formando um novo retdngulo no interior do CDEF também sera

dureo. Repetindo esse processo com infinitos retingulos sempre formard a mesma propor¢ao

durea, como mostra a figura abaixo:

Figura 8: Sequéncia de retangulos dureos.

=

A E D

Fonte: Ramos (2013, p. 42).
Podemos desenhar a espiral durea ou espiral de Fibonacci, encontrando as diagonais

de sucessivos retangulos dureos em sequéncia. Desenhando o quarto da circunferéncia de cada
quadrado, obtemos a espiral construida e que cumpre a razdo durea que converge para um
ponto chamado podlo da figura, com todas as diagonais perpendiculares entre si encontrando-

se no polo, conhecido também como o “olho de Deus”:

Figura 9: Espiral durea do retangulo.

Fonte: Belini (2015, p. 26).
Na sequéncia de Fibonacci, que podemos representar da seguinte forma:

(fn) =(1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89,...)
Como mostramos que o quociente entre 0 sucessor com o antecessor se aproxima do
@, demonstrado anteriormente. Podemos chegar a seguinte conclusido de que podemos formar

um retangulo dureo com os termos da sequéncia, conforme a figura 10:
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Figura 10: Retangulo dureo construido com os termos da sequéncia.

13

=1 2

3

Fonte: Zahn (2011, p. 38).
Definicao 8: O tridngulo dureo € todo tridngulo isésceles cujos dngulos internos sdao 360 , 72¢
e 72¢, no qual a razdo entre as medidas dos lados congruentes com a base € o nimero de ouro.

Figura 11: Triangulo dureo.

h—n

B

Fonte: Ramos (2013, p. 43) L L
Considere AABC is6scele, destacados as medidas dos lados BC = a e AB = AC = b,

tracamos a bissetriz de um dos angulos de 72°, no caso o angulo ACB. Notamos que o ABCD

formado também € isdscele, com seus lados congruentes, ou seja, BC = CD = a. Da mesma

forma acontece para o AACD iséscele, com AD = CD = a.
Podemos notar que os AABC e ABCD sdo semelhantes, pois apresentam lados

proporcionais e os trés angulos internos congruentes tém:

AABC~ABCD = E = g = g, desse modo:
BC BD CD

AB BC

BC BD

Lembrando que BC = CD = AD, entio:
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AB AD
AD BD

Concluimos que o ponto D divide o lado AB na razao 4urea, como AD = BC, tem-se:
E —
BC @

Portanto provamos que o tridngulo ABC € aureo.

Da mesma maneira do retangulo dureo, repetindo a sequéncia de infinitos tridngulos
dureos e tracando a bissetriz de um dos dngulos internos das bases, temos a espiral durea. Ao
ligarmos os vértices dos tridngulos dureos, através de arcos dos pontos de divide um dos lados

na razao durea. Como mostra a figura 12:

Figura 12: Espiral durea do tridngulo.

Fonte: Livio (2006, p. 140).

4.6 0 PENTAGONO REGULAR E O PENTAGRAMA

Definicao 9: O pentagrama ¢ uma figura geométrica de cinco pontas, obtidas tracando as
diagonais de um pentdgono regular.

Como mostra a figura abaixo, a estrela de cinco pontas inscrita em um pentdgono
regular:
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Figura 13: Pentagrama inscrito no pentagono regular.

B

&) D
Fonte: Barbosa (2017, p. 59).
Considerado um dos importantes simbolos pelos pitagéricos. Segundo Barbosa (2017,

p- 59), “quando ele descobriu que as propor¢des do pentagrama eram iguais as da propor¢ao
aurea, tornou esse simbolo como a representacdo da Irmandade”, levando Hipaso a estudar as
propriedades dessa figura geométrica. Existem quatro comprimentos diferentes que podemos
encontrar nos segmentos de um pentagrama. Observando na figura a seguir, os segmentos do
pentagrama que sdo congruentes, seguem uma ordem crescente de tamanhos PQ, BP, QD e
DA, conforme a figura 14:

Figura 14: Pentagrama.

A

Q

(& D
Fonte: Barbosa (2017, p. 60).
Podemos notar que os tamanhos desses segmentos, seguem uma regra equivalente a

soma dos termos da sequéncia de Fibonacci. Ou seja, o tamanho dos segmentos é a soma dos

anteriores a ele:

QD =PQ+BPeDA =BP+QD
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Dessa forma, a razdo entre um segmento e outro de tamanho inferior mantém entre si a
razao aurea:

AD QD BP
@ B PQ ¢

Além disso, na figura 13 temos o tridngulo AACD ¢€ isdscele, semelhante ao tridngulo
que demonstramos anteriormente, com angulos internos 36°, 72° e 72°, é um tridngulo 4ureo.
E o AABE também iséscele e dividindo a base pelo lado, obtemos o . Seguindo esta relacao
entre os tridngulos desse pentagrama inscrito no pentdgono regular, obteremos o mesmo
resultado.

A razdo durea se perpetuard ao repetirmos O mesmo Processo € construir uma
sequéncia infinita pentagramas. Podemos encontrar infinitamente no interior de um
pentagrama, vAarios outros pentdgonos, tridngulos e pentagramas. O resultado é conhecido
como “Estrela Pitagorica”, como veremos a seguir.

Figura 15: Estrela Pitagoérica.

Fonte: Zahn (2011, p. 57).
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5 APLICACOES DA SEQUENCIA DE FIBONACCI E O NUMERO DE OURO

A série de Fibonacci foi descoberta a partir do problema da reproducdo dos coelhos,
mas é associado em diversos fendmenos como ocorre no comportamento da luz, no
crescimento das plantas, na drvore genealdgica das abelhas, na bolsa de valores, no formato
de varios seres vivos, entre outros.

Nesse capitulo iremos mostrar os nimeros de Fibonacci, e a relagdo com a Proporcao
Aurea aplicada na arte e na arquitetura, buscando examinar em pinturas, em fotografias e na

musica, bem como em construgdes ao longo da histdria.
5.1 MUSICA

“O ndmero 4ureo estd presente na fabricacdo de instrumentos, no compasso de
algumas musicas e até em tons e semitons. A perfei¢cdo associada a esse nimero ndo iria
passar inc6lume pelos musicos” (HORTA et al. 2020, p. 21). Um exemplo de construcdo de
instrumentos, temos o Violino Stradivarius, feito por Luthier Antonio Stradivari, criado com a
estética do ndmero de ouro e causando essa sensacdo de belo, podemos notar na extremidade

do brago, ou seja, na voluta a espiral de Fibonacci, como mostra a figura abaixo:

Figura 16: O Violino Stradivarius e a proporcao durea.

Fonte: Oliveira (2010, p. 38).

Podemos encontrar a relacdo durea nas medidas do comprimento dividido em partes
especificas do instrumento. Acreditam que por esse motivo o som € emitido tdo belo, como
ilustra a figura 17, onde podemos perceber a relagdo da sequéncia de Fibonacci € o nimero de

ouro no violoncelo.
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Figura 17: O Violoncelo e a relagdo com a sequéncia de Fibonacci e o ¢.

RELACAO AUREA
34/21=1,614
55/34=1,618
89/55=1,618

21+34=55
34+55=89

a0 LINETO
Fonte: Silva et al (2019, p. 06)
Existem afirmagcdes de que podemos encontrar relacdes com a razdo durea em

composi¢oes de Schubert, Mozart e Beethoven (Quinta Sinfonia).

Segundo Oliveira (2010, p. 38) “Para se formar um acorde maior, necessitamos de
uma nota fundamental, no caso o D6, uma terca Mi e uma quinta Sol, a frequéncia dessas
notas sao quase iguais”, ou seja, criam a base do acorde. O Teclado é um dos instrumentos

que mais conseguimos ver, ha treze notas em cada oitava, sendo 8 brancas e 5 pretas.

Figura 18: O teclado e a razdo 4urea.

th:j_FEé i |
Fonte: Oliveira (2010, p. 38).
As sonatas de Mozart t€ém bases no fundo de ouro, sdo compostas por duas partes: a 1*

onde o tema da musica ¢ introduzido ¢ “Exposition”; a 2* o tema ¢ desenvolvido e repetido ¢
“Development and recapitulation”. Ao dividir a 2* parte com os ndimeros de compasso da 1*
parte, temos aproximadamente 0,618, ou seja, o valor do nimero de ouro.

Como mencionado, Beethoven e a composi¢cdo da 5% Sinfonia com relagdo ao nimero
de ouro, como afirma Silva et al. (2019, p. 08) “ que o mote de abertura ocorre exatamente no
compasso 228 de 601, se fizermos a divisdo de 372 por 601 o valor obtido serd exatamente

0,618”.
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Em obras de Barték e Bach, o analista musical Erno Lendvai, analisou as pecas com o
intuito de comprovar a aplicagdo da sequéncia de Fibonacci. Como exemplo a obra “Music
for strings, percussion and celest, Movement 1, chegando a seguinte andlise: “A peca ¢é
composta no seu total por 88 compassos; o climax (momento mais forte da obra) acontece no
compasso 55; os violinos deixam de tocar no compasso 34 e recomecam no compasso 69; a
exposicao termina no compasso 21”.(SILVA et al, 2019, p. 08).

Um exemplo recente € a Banda Tool que tem uma musica com a sequéncia de
Fibonacci, chamada de Lateralus, diferente das obras anteriores a sequéncia esta presenta na
letra e ndo na estrutura da obra. As silabas seguem os 7 primeiros termos, da seguinte forma
(1,1,2,3,5,8,5,3,2,1,1,2,3,5,8, 13, 8, 5), e aintrodu¢do da musica acaba em 1 minuto
e 37 segundos, convertido para minutos temos 1,618 minutos, ou seja 0 numero de ouro,
como mostraremos o trecho a seguir:

[1] “Black

[1] Then

[2] White are

[3] All I see

[5] In my infancy

[8] Red and yellow then came to be”

[...]

5.2 OBRAS DE ARTE

Muitos artistas usaram em suas obras a propor¢do durea, pois estabelece harmonia e
beleza. Primeiramente temos Leonardo da Vinci (1452-1519), como mostra em seu desenho o
homem vitruviano (1490), depois de ler o livro De arquitectura, com propor¢des dureas do
corpo humano cuja razio € durea, onde a altura do corpo € igual ao comprimento dos bracos,
que o cotovelo divide o braco em razdo durea e o umbigo que divide a altura do homem ¢é

igual ao ndmero de ouro, podemos observar na ilustragdo a seguir:
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Figura 19: O homem vitruviano, Leonardo da Vinci.

‘ l;onte: Oliveira- e Ferreira (2010, p. 71).

Conforme Ramos (2013, p. 66) “é de consenso, entre os pesquisadores da drea, que a
partir do livro De Arquitectura (Século I a. C.), escrito por Vitrivio?, a Razao Aurea deixou
de ser apenas um conceito estudado e explorado na Matematica para fazer parte da
Arquitetura e da Arte”.

Pacioli3 escreveu um tratado em trés volumes, a obra Divina Proportione (A Proporcao
Divina), publicada em Veneza, no ano de 1509. Sendo o segundo volume baseado no trabalho
de Vitrivio, contendo ilustracdes de Leonardo da Vinci, dentre elas o homem vitruviano.
Destacamos o quadro famoso a Monalisa (1507), também de Leonardo da Vinci, medindo 53
cm x 78 cm, obtemos aproximadamente o nimero de ouro se dividir o lado menor com o
maior, podemos perceber o retangulo dureo nas relacdes entre o tronco e a cabeca, nas
dimensodes do rosto, como nos olhos e testa, para obter a harmonia na famosa pintura, apesar
de muitos especulares se realmente foi feito uso da razdo durea nessa obra, indicamos na

figura abaixo:

2Marcos Vitrivio Polido, (viveu no século I, a.C.), arquiteto romano, em sua obra a certas relacdes ligadas a
divisdo aurea.
3Luca Pacioli (1445-1517), monge franciscano e professor de matemadtica, sendo considerado o pai da

Contabilidade.
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Figura 20: A Monalisa de Leonardo da Vinci.

Fonte: Belini (2015, p. 24).
Um esbocgo a lapis feito por volta de 1490, também de Leonardo da Vinci chamado de “Uma
cabeca de ancido”, onde retrata um velho, onde o artista desenhou um quadrado e dividindo
em retangulos que se aproximam do retingulo de ouro, podendo ser um dos retangulos da
esquerda da imagem.

Figura 21: Uma cabega de ancido de Leonardo da Vinci.

O italiano Alessando di Mariano Filipepi, o famoso Sandro Botticelli (1445-1510),
nasceu em Florenca. A propor¢do aurea foi usada na obra “O Nascimento de Vénus”, onde
temos a Vénus pintada sobre uma concha, simbolizando o nascimento da beleza expressando

o nu feminino, com Afrodite encontra-se na propor¢do aurea.
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Figura 22: O Nascimento de Vénus de Sandro Botticelli.

Fonte: Ramos (2013, p. 66)
Piet Mondrian (1872-1944). A partir de 1917 inicia sua fase neopldstica e trabalha

com linhas paralelas que formam retangulos que se relacionam entre si na razdo durea. Como

por exemplo, em obras como a “Composi¢do com vermelho, amarelo, azul e preto” de 1921 e

“Broadway Boogie-Woogie” de 1943:
Figura 23: Composi¢do com vermelho, amarelo, Figura 24: Broadway Boogie-Woogie, Mondrian,
azul e preto, Mondrian, 1921. 1943.
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Fonte: Horta et al (2020, p. 19). Fonte: Livio (2006, p- 201). .

Salvador Dali (1904-1989), podemos verificar uso da razdo durea em vdrias obras do
pintor, a sua obra mais famosa é O Sacramento da Ultima Ceia, feita em um quadro de
tamanhos 270 cm x 167 cm, e a razdo entre eles gera 1,6180339..., e o foco da foto estd no

discipulo preferido de Jesus, o Jodo Batista, como mostra a figura.
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Figura 25: O Sacramento da Ultima Ceia de Salvador Dali.

Fonte: Oliveira (2010, p. 33).
No final dos anos 1800, o francés Paul Sérusier (1864—1927), usou a razdo durea em

suas obras e se propagou entre os circulos artisticos, em pinturas cubistas, como o espanhol
Juan Gris (1887-1927) e o escultor lituano Jacques Lipchitz (1891-1973). “Embora o
interesse de Sérusier pela Razdo Aurea pareca ter sido mais filoséfico do que prético, ele
realmente usou essa propor¢cao em algumas de suas obras, principalmente para verificar, e
ocasionalmente checar, suas invengdes de formas e suas composigdes” (LIVIO, 2006, p. 193).
Lipchitz ajudou Juan Gris na construcdo da escultura “Arlequin”. Afirma Livio (2006, p. 194-

195), que Lipchitz escreveu a seguinte frase:

Naquele momento, eu estava muito interessado em teorias de proporgdes
matematicas, como os outros cubistas, e tentei aplicd-las as minhas esculturas.
Todos nés tinhamos uma grande curiosidade pela idéia de uma regra durea ou Secdo
Aurea, um sistema que se acreditava que condicionava a arte e a arquitetura da
antiga Grécia.

Figura 26: A escultura “Arlequin”.

Fonte: Livio (2006, p. 194).
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Além disso, temos os brasileiros, Anita Malfatti (1889—1964) com sua obra “A
Estudante Russa” (1915) e Candido Portinari (1903—1962) com as obras: “O Café” (1935) e
“O Lavrador de Café” (1939), entre outras obras dos artistas, usaram a propor¢do durea. O
italiano chamado Gino Severini (1883-1966), buscou a perfeicdo em suas obras e usou a razao

durea em seus varios desenhos, como por exemplo, temos o desenho “Maternidade”:

Figura 27: Maternidade de Gino Severini.

e i g 1
i

Fonte: Livio (2006, p. 195),

A russa Maria Vorobeva (1892-1984), conhecida como Marevna, pintora cubista,
escreveu em 1974, o livro A Vida com os Pintores de La Ruche, relata a vida e obra de seus
amigos, os pintores Picasso, Rivera, Modigliani, Soutine, entre outros no ano 1920, em Paris.
Marevna, que d4 um exemplo instigante do papel da Razdo Aurea na arte cubista. O texto,
segundo destaca Livio (2006, p. 196) “insinua que Picasso, Rivera e Gris usaram a Razao
Aurea como outra maneira de dividir planos, que é mais complexa e atrai as mentes
experientes e inquisitivas”.

O americano Jay Hambidge (1867-1924) € outro artista que se interessou pela razao
durea, que definiu dois tipos de arte moderna: uma baseada em formas geométricas que
chamou de Simetria Dindmica e outra baseada na razdo durea e na espiral durea. O italiano
Mairio Merz (1925-1967) na década de 70, “desenvolveu um conjunto de trabalhos, que se
integraram em duas linhas temdticas: uma estabeleceu principios organizativos e

compositivos baseados numa interpretacdo da Sequéncia de Fibonacci e a outra no igloo como

forma de construcao” (MELO, 2017, p. 50). Um exemplo ¢ o trabalho “Fibonacci Napoles™:
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Figura 28: Fibonacci Népoles.

Fonte: Melo (2017, p. 50).
Como mostra a figura acima, trata de um agrupamento com os termos da sequéncia de

Fibonacci, com 10 fotografias de operérios de uma Fébrica, onde podemos perceber que cada

fotografia estd representada com os termos da sequéncia.
5.3 ARQUITETURA

Muitos arquitetos usaram o nimero de ouro com o intuito de obter beleza, harmonia
em suas construgdes. Segundo Ramos (2013, p. 68), “merece destaque especial, aqui, o
famoso arquiteto e pintor suigo-francés Charles Edouard Jeanneret (1887—1965), mais
conhecido como Le Corbusier que foi um dos mais importantes defensores da aplica¢do da
Razdo Aurea na Arquitetura e na Arte”.

Criou um sistema de medidas denominado de Modulor, que se trata de uma estatura
média do corpo humano de 175 cm, depois mudou para 183 cm, por causa da altura dos
europeus.

Conforme explica Camara e Rodrigues (2008, p. 193):

Podemos observar que a razdo entre a altura do homem e a altura do seu umbigo foi
escolhida precisamente em uma razao durea, e que a altura total que vai dos pés até o
bracgo levantado, também estd dividida na razdo 4urea. Estas razdes estd interligadas
com a sequéncia de Fibonacci, cada nimero sendo igual a soma dos dois anteriores a
ele. Na versdo final do Modulor foram introduzidos duas escalas de dimensdes de
Fibonacci, dando o nome de “série azul” e “série vermelha”, sendo as dimensoes da
primeira o dobro da segunda. Além disso, as divisdes de cada escala estdo baseada
em proporg¢des dos nimeros de Fibonacci.
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Figura 29: O sistema de medidas Modulor.

Fonte: Livio (2006, p. 198).

Le Corbusier usou essa medida harmonica para escala humana em seus projetos
arquitetonicos como sua obra mais conhecida, a Capela de Notre Dame (figura 30) e uma
residéncia no suburbio de Paris (figura 31), com dimensdes de 25 por 15 metros. Conseguindo
admiragdo pelo arquiteto brasileiro Oscar Niemeyer (1907-2012), criando uma parceria com
Le Corbusier de sucesso internacional, um projeto no Rio de Janeiro, a sede do Ministério da
Educacgdo e Saide chamado paldcio Gustavo Capanema.

Figura 30: Capela de Notre Dame du Haut de Ronchamp.

Fonte: Ferrer (2005).

. ~ M M
Temos a seguinte conclusio de que: # == 1,618.
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Figura 31: Residéncia em Paris projetada por Le Corbusier.
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Fonte: Camara e Rodrigues (2008, p. 168).
Na residéncia acima, foram usados em sua composi¢do, de modo mais claro no

desenho a esquerda, Camara e Rodrigues (2008, p. 168), explica que “Lé Corbusier projetou
dois retangulos aureos, sendo um deles representando “o corpo inteiro da casa” e o outro na
vertical representado a esquerda da escada”.

Outro projeto conhecido € a Unidade habitacional de Marselha (1946-1952), na
Franca. Sendo em 2016, declarada a obra como Patriménio Mundial da UNESCO, podemos
ver na figura abaixo. Usou o Modulor, como base dos tamanhos dos escritérios, na altura da
tranca das portas, como a altura da prépria porta, nas alturas das bancadas, mesas, janelas,

cadeiras € etc...

Figura 32: Unidade de habitacao, Marselha, Franca.

e LPEEE e
Fonte: Camara e Rodrigues (2008, p. 168).

Este sistema de propor¢do foi usado no Convento de Sainte-Marie de la Tourette
(1953-1959), onde muitos afirmam que a planta baixa desse projeto, foram usados vdrios
retangulos dureos em diferentes escalas. Influénciando outros arquitetos, como o do russo

Vladimir Tatlin, obtiveram resultados expressivos como o Monumento a Terceira

Internacional, conhecida como a Torre de Tatlin.
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Figura 33: Convento de Sainte-Marie de la Figura 34: Monumento de Tatlin.
Tourette.

Fonte: Celuque (204’ p- 68) ] Fonte: Celuque (2004, p. 69).

O Parthenon (figura 35), construido no século V a. C. na Acrépole de Atenas na
Grécia Antiga, tem 69,5 m de altura e 38,8 m de largura, dividindo temos aproximadamente o
nimero de ouro e que podemos encontrar uma quantidade de retangulos dureos em sua
fachada. O templo é dedicado a deusa grega Atena. Foi embelezado com o melhor da
arquitetura grega, € o renomado dos edificios remanescentes da Grécia Antiga e o mais
conhecido do mundo. Suas esculturas decorativas sdo conceituadas um dos pontos altos da

arte grega e um dos maiores templos culturais da histéria da humanidade.

Figura 35: O Templo Parthenon, em Atenas, Grécia.

TRy _:_._1_'}';.1.;__“ Tl s
Fonte: Oliveira (2010, p. 28)

Na Idade Média, temos a Catedral de Notre Dame (1163-1345), na Franca. Com as

medidas da fachada sendo 43,5 m de largura, 45 m de largura até a base das torres e 69 m até
o topo das torres, dividindo a altura total com a largura é aproximadamente o ¢. Tirando a
medida da amurada com aproximadamente 1,5 m, que dé a distin¢ao entre a base 43,5 me a

altura sem a torre de 45 m, formando um quadrado.
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A fachada ¢ dividida em trés retangulos, onde o retangulo da base é um quadrado
duplo e determina a proporc¢do durea com o lado menor do retangulo do meio na cor azul e

este com o retangulo amarelo. Podemos analisar na imagem da parte inferior da fachada:

Figura 36: Catedral de Notre Dame.
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Fonte: Benutti (2011, p. 07).
Assim como o templo de Parthenon, podemos ver a razdo durea na parte frontal do Taj

Mahal como mostra na figura. De acordo com Oliveira (2010, p. 29):

Construido pelo imperador Shah Jahan, entre 1630 e 1652 todo em marmore branco
sobre o tumulo de Aryumand Banu Began, a quem chamava de Muntaz Mahal “A
joia do palacio” que faleceu apods o parto do se 14° filho, ele ofereceu a ela como
prova de amor por ser a esposa mais preferida. Localizado em Agra na India, e o
maior mausoléu do mundo, foi reconhecido como patrimonio da humanidade pela
UNESCO e recentemente reconhecido como uma das sete maravilhas do mundo.
Edificacdo maravilhosa, construida baseada na razdo durea, objeto de estudo de
varios cientistas, matematicos, arquitetos.

Figura 37: Taj Mahal.

Fonte: Ohvelra (2010 p- 29)
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Uma das contrugdes atuais € a sede da ONU, em Nova lorque, nos EUA, feito entre
1949 e 1952, pelo arquiteto Wallace Harrison, baseado-se nos projetos de Oscar Niemeyer e
Le Corbusier. Onde também podemos perceber retingulos dureos em sua propor¢do na

fachada do edificio, como mostra em linhas vermelhas na figura abaixo:

Figura 38: Sede da ONU, em Nova lorque, EUA.

Fonte: Barbosa (2017, p. 69).



48

6 A SEQUENCIA DE FIBONACCI NO ENSINO

A sequéncia de Fibonacci e Razdo Aurea sio contetidos matematicos com uma vasta
aplicacdo de sua teoria. Sabendo que atualmente busca mostrar aos alunos onde se aplica os
contelidos ministrados de Matemadtica em sala de aula, quebrando paradigmas de que a
matemadtica € apenas ndmeros, desse modo, a sequéncia tém diversas aplicagdes na
odontologia, na botanica, nas medidas do corpo humano, na dancga, nas areas abordadas como,
na Arte e na Arquitetura. Tornando uma aula dindmica, atrativa e que desperta o interesse pela
disciplina.

A Base Nacional Comum Curricular - BNCC tem como objetivo modificar as aulas
ministradas de forma que os alunos aplicam o que estuda na teoria no seu dia a dia. A terceira

competéncia da BNCC para o ensino fundamental, diz que o ensino de matemadtica deve:

Compreender as relacdes entre conceitos e procedimentos dos diferentes campos da
Matematica (Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade) e de
outras areas do conhecimento, sentindo seguranga quanto a prépria capacidade de
construir e aplicar conhecimentos matematicos, desenvolvendo a autoestima e a
perseveranca na busca de solucdes. (BRASIL, 2018, p. 267).

A BNCC mostra que deve ser trabalhado a sequéncia recursiva e sua aplicagdo, como
no caso cita a arte no ensino fundamental nas habilidades no campo da Algebra, entre outras
de acordo com o planejamento da aula, como em destaque a seguinte habilidade:
(EFO7MA14) Classificar sequéncias em recursivas e ndo recursivas, reconhecendo que o
conceito de recursdo estd presente ndo apenas na matemadtica, mas também nas artes e na
literatura.

Compreendemos que na Arte e na Arquitetura trabalhamos com os conceitos
matematicos, ligados aos assuntos de Propor¢io Aurea, Nimero de Ouro, Sequéncia de
Fibonacci em suas criacdes. A quinta competéncia da BNCC para o ensino médio, destinada

ao ensino de matemadtica destaca que deve:

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacdo de padrdes,
experimentacdes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo, de
uma demonstracdo cada vez mais formal na valida¢do das referidas conjecturas.
(BRASIL, 2018, p. 531).

Sob essa perspectiva pode-se observar que o conhecimento matemaético e os conteidos
abordados, e a presenca dos mesmos em outras dreas, tornando possivel a criacdo de
estratégias de ensino dindmicas e interativas, que estimulam o interesse pelo conteido
abordado em sala, com observacdes dos padrdes encontrados em outros campos visando

desenvolver no aluno um olhar investigativo.
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7 CONCLUSAO

Nesse trabalho foi apresentada a defini¢do da sequéncia de Fibonacci e a definicao da
sequéncia recursiva, a partir de um problema da reproducdo dos coelhos. Apresentamos as
demonstracdes das propriedades envolvendo essa sequéncia famosa no campo da Matematica,
bem como a relagdo com o a razdo 4durea, com isso podemos formar o retangulo dureo e o
tridngulo dureo, obtendo a espiral de Fibonacci, como também podemos encontrar 0 nimero
de ouro nas figuras geométricas como o pentdgono regular e o pentagrama. Finalizamos o
trabalho mostrando onde esta presente na Musica, em Obras de Arte e na Arquitetura.

O estudo investiga quais as aplicacdes da Sequéncia de Fibonacci relacionada com o
nimero de ouro, buscando visualizar a relacdo de ambos os assuntos com a Arte e a
Arquitetura, visando despertar o interesse pelos conteudos abordados através dos padrdes
encontrados. A pesquisa abordou a aplicacdo da sequéncia e um dos grandes defensores do
uso da Razdo Aurea na Arte e na Arquitetura, o pintor e arquiteto suico Le Corbusier, criador
do sistema de medidas harmonicas da estatura média humana, o Modulor, aplicado em objetos
e nas medidas dos espacos das construgdes, trazendo um novo olhar em seus projetos
arquitetonicos. Buscando a beleza harmoOnica em obras de arte, varios artistas renomados
citados como Leonardo da Vinci com o homem vitruviano, Salvador Dali, os brasileiros Anita
Malfatti e Candido Portinari, em esculturas por Juan Gris e presente nos trabalhos
fotograficos de Mario Merz, entre outros.

Da mesma maneira, foi possivel analisar aplicacdes na musica, como na construcdo de
violinos e violoncelos, e nas notas do teclado, como na base do acorde, nas composicdes de
Schubert, Mozart e Beethoven (Quinta Sinfonia), exemplificadas no trabalho. De uma forma
diferente das composi¢des anteriores, temos nas silabas da musica Lateralus, da Banda Tool.

Os objetivos tragados no inicio desse trabalho foram alcancados, considerando as
propriedades, as demonstracOes e contextualizacdes histdricas sobre a Sequéncia de Fibonacci
e o Numero de ouro e as aplicacdes na Arte e Arquitetura. Procuramos colocar somente o
essencial para ndo fugir da problemética.

Relacionar Matematica, Arte e Arquitetura, dreas que sdo préoximas e a minha
convivéncia € o gosto por ambas, foram motivos essenciais para a pesquisa permitindo
compreender a Matemadtica de forma interdisciplinar. O tema € bastante amplo e o foco do
trabalho foi apresentar as aplicacdes na arte: pintura, escultura, fotografia e musica, e na
arquitetura: templos, monumentos e edificios, buscando instigar outros trabalhos sobre o

assunto.
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