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Resumo

Na presente Monografia, é apresentada um estudo sobre o modelo de Lotka-Volterra,
que descreve a dinamica de populagoes no sistema presa-predador. Inicialmente,
sao abordados modelos classicos de crescimento populacional, como os de Malthus
e Verhulst, destacando suas limitacoes. Em seguida, o modelo de Lotka-Volterra é
introduzido para explicar oscilagoes nas populagoes de presas e predadores, com base
em equacoes diferenciais. O estudo também analisa modificacoes no modelo, como o
crescimento logistico da presa e o impacto do extrativismo (pesca). Conclui-se que
o modelo permite prever variacoes populacionais e pode ser aplicado em ecologia e
gestao de recursos naturais.

Palavras-chave: Lotka-Volterra;Presa-Predador; Dinamica populacional.



Abstract

In this monograph, a study is presented on the Lotka-Volterra model, which describes
population dynamics in a predator-prey system. Initially, classical models of popula-
tion growth, such as those by Malthus and Verhulst, are discussed, highlighting their
limitations. Then, the Lotka-Volterra model is introduced to explain oscillations in
prey and predator populations based on differential equations. The study also analy-
zes modifications to the model, such as logistic growth of the prey and the impact of
extractivism (fishing). It is concluded that the model allows for the prediction of po-
pulation variations and can be applied in ecology and natural resource management.

Keywords: Lotka-Volterra; Predator-Prey; Population Dynamics.
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Introducao

O estudo da dinamica populacional oferece uma compreensao sobre o desen-
volvimento dos modelos matemaéticos ao longo do tempo. As primeiras tentativas de
descrever matematicamente a dinamica das populacoes remontam aos séculos XVIII
e XIX. O conceito de crescimento populacional teve inicio com o economista Tho-
mas Robert Malthus (1766-1834), que publicou a obra An Essay on the Principle of
Population [13]. Nela, defendia que a taxa de variacao do crescimento de uma po-
pulagao é proporcional ao tamanho da propria populacao em determinado instante.

Isso implica que a populacao cresce de forma exponencial ao longo do tempo.

No modelo de Malthus, a taxa de crescimento populacional é considerada
constante. Isso significa que, se essa taxa for positiva, a populagao tende a crescer
de forma ilimitada; por outro lado, se for negativa, a populagao decresce progressiva-
mente até a extingao. Assim, as previsoes baseadas no modelo malthusiano indicavam
um crescimento populacional acelerado em curtos intervalos de tempo, sem considerar
fatores limitantes como recursos naturais, doencas ou politicas de controle popula-
cional. As previsoes baseadas no modelo malthusiano indicavam um crescimento
populacional acelerado em curtos intervalos de tempo[2] [12]. Partindo do pressu-
posto de que o modelo de crescimento de Malthus nao era adequado para explicar a
expansao demografica de um pais, P. F. Verhulst (1804-1849) elaborou consideragoes
complementares as enunciacoes propostas por Malthus; Verhulst compreendia que
uma populacao nao poderia crescer indefinidamente, uma vez que existem inibicoes
naturais ao seu crescimento, tais como guerras, epidemias, escassez de alimentos, entre

outros fatores. Segundo Verhulst, o crescimento populacional possui necessariamente
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um limite constante, & medida que o tempo avanga. [14][15]

Embora os modelos de Malthus e Verhulst tenham se concentrado exclusiva-
mente na dinamica de uma tnica populagao e seus limites naturais de crescimento,
eles nao contemplavam as interagoes entre diferentes espécies. Nesse sentido, as con-
tribuigoes de A. Lotka (1880-1949) e V. Volterra (1860-1940) surgem como um avango
significativo, ao proporem, de forma independente, um modelo que considera a relacao
entre presas e predadores. Propuseram, de forma independente, em 1925 e 1926, seus
trabalhos introduziram um sistema de equacgoes diferenciais capaz de descrever a
dinamica entre duas populagoes interdependentes, marcando uma nova etapa nos es-
tudos de ecologia matematica. O modelo de Volterra, em particular, foi inspirado pela
observacao do comportamento de espécies marinhas no Mar Adriatico, durante a Pri-
meira Guerra Mundial. Paralelamente, o quimico e matematico A. Lotka desenvolveu
um modelo para descrever reacoes quimicas nas quais as concentragoes dos elementos
oscilavam[16], um processo andlogo a dinamica de populagdes em interagao, como no
caso de espécies em competicao. Esses modelos, posteriormente denominados mode-
los de Lotka-Volterra, serviram de base para a formulagao de modelos matematicos

aplicados ao estudo da dinamica de sistemas do tipo predador-presa.

No estudo da dinamica de populagoes, destacam-se dois exemplos classicos
de interagao entre espécies [1] (I) a competigdo, na qual duas populagoes disputam
por um recurso comum, geralmente alimento; e (II) a relacdo do tipo presa-predador,
na qual uma espécie atua como predadora, alimentando-se da outra, enquanto a
espécie presa consome recursos distintos, geralmente vegetais ou outros alimentos
disponiveis no meio. O modelo de Lotka-Volterra, também conhecido como modelo
presa-predador, foi desenvolvido especificamente para descrever a dinamica desse se-

gundo tipo de interagao bioldgica, ou seja, entre predadores e presas. [1] [10]

Uma vez definido o modelo matemético, o passo seguinte consiste em deter-
minar sua solucao. Esse processo pode ser realizado por meio de métodos analiticos,
numeéricos ou computacionais. Neste trabalho, sao apresentados os métodos analiticos

utilizados para obter a solucao das equagoes diferenciais, nas quais a fungao incégnita
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depende de uma tnica variavel independente; essas equacoes sao denominadas equacoes
diferenciais ordinarias (EDO). Compreender e saber resolver essas equagoes é funda-
mental para interpretar corretamente a dinamica das populagoes envolvidas, prever
comportamentos ao longo do tempo e validar a coeréncia tedrica do modelo diante de
situacoes reais. Assim, este trabalho busca ratificar a relevancia da mateméatica como
ferramenta de andlise em sistemas ecoldgicos, promovendo uma compreensao mais
profunda das interacoes entre espécies. O interesse pelo tema surgiu da percepcao
de que os modelos matematicos aplicados a biologia nao apenas traduzem fenomenos
naturais com precisao, mas também permitem prever cenarios e embasar decisoes nas

areas ambiental, entre outras.

Para facilitar a compreensao, este trabalho foi estruturado em quatro capitulos.
No Capitulo 1, sao abordadas as equagoes diferenciais ordinarias (EDOs), incluindo
sua classificacao, formas de solucao e aplicagao na dinamica populacional, com des-
taque para os modelos de Malthus e Verhulst. O Capitulo 2 trata do modelo de
Lotka-Volterra, apresentando o sistema de equacoes de primeira ordem que descreve
a interacao entre presas e predadores, bem como suas propriedades dinamicas e pon-
tos de equilibrio. O Capitulo 3 traz os resultados e a discussao, apresentando graficos
referentes ao comportamento de presas e predadores. Por fim, sao apresentadas as
consideracoes finais, destacando as contribuicoes do estudo e possiveis extensoes fu-

turas.
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Capitulo 1

Equacoes Diferencias e Dinamica

Populacional

A dinamica populacional estuda como as populacoes evoluem ao longo do
tempo, analisando os fatores que influenciam seu crescimento, estabilidade ou declinio.
Essa area do conhecimento é de fundamental importancia, pois permite compreender
e prever o comportamento de grupos biolégicos, humanos ou animais em diferentes
contextos — ambientais, sociais e economicos [12]. Estudamos a dinamica popula-
cional porque ela nos ajuda a responder perguntas cruciais: Como serd a populagao
de uma cidade nos proximos anos? Em que condigoes uma espécie pode entrar em
extingao? Ao buscar essas respostas, desenvolvemos modelos matematicos capazes
de simular situagoes reais com base em dados observaveis[12]. Esses modelos, por
sua vez, exigem ferramentas matematicas que descrevam a variagao de uma grandeza
ao longo do tempo. E nesse ponto que surgem as equacgoes diferenciais ordinarias
(EDOs) — expressoes fundamentais para representar matematicamente o comporta-

mento dinamico de sistemas populacionais.

Assim, neste capitulo, introduziremos as equacoes diferenciais ordinarias, ex-
plorando sua definicao, classificagao e principais métodos de resolugao, com base em

sua aplicagado na modelagem de fendmenos como o crescimento populacional.
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1.1 Equacoes Diferenciais Ordinarias

As Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDOs) sao fundamentais para a mode-
lagem e andlise de uma vasta variedade de fenémenos naturais e tecnolégicos. Estas
equacoes, que estabelecem relagoes entre funcoes e suas derivadas, sao essenciais para
descrever como sistemas evoluem ao longo do tempo ou em relagao a outras variaveis.
A forma geral de uma EDO pode ser expressa como f(z,y,y', -, y™) =0, onde y™
é a derivada de ordem n da func¢ao incognita de y em relacao a x, e f é uma funcao

que relaciona a variavel independente z, a funcao incognita y e suas derivadas.

Para fundamentar teoricamente o estudo das EDOs ao longo deste traba-
lho, utilizaremos como principais referéncias as obras de dois autores amplamente
reconhecidos na literatura matematica. A primeira é Dennis G. Zill, com o livro A
First Course in Differential Equations with Modeling Applications (102 ed., 2012)[17],
que se destaca por sua abordagem didatica e pratica. A segunda é a obra classica
de William E. Boyce e Richard C. DiPrima, Elementary Differential Equations and
Boundary Value Problems[1], que oferece uma abordagem abrangente e rigorosa das
EDOs, aliando teoria e métodos de resolucao com exemplos aplicados. Essas duas
referéncias serao constantemente utilizadas para embasar os conceitos, classifica¢oes

e técnicas de resolucao apresentados ao longo deste estudo.

1.1.1 Classificacao

Dado o papel central das equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) na mode-
lagem de fendmenos dinamicos, torna-se necessario compreendeé-las nao apenas em
termos de aplicacao, mas também em sua estrutura matematica. Dentre as EDOs, é
possivel estabelecer uma classificagao com base em critérios como a ordem da equagao
e sua linearidade. Essa distin¢ao é essencial tanto para a escolha do método de re-
solugao mais adequado quanto para a compreensao do comportamento das solucoes.
Neste topico, serao abordadas duas classificacoes fundamentais das EDOs: uma refe-

rente a sua ordem, e outra relacionada a sua linearidade[17].
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i) Quanto a ordem: A ordem de uma EDO corresponde a ordem da derivada
mais elevada que aparece na equagao. Por exemplo, se a derivada de ordem n

for a de maior ordem presente, entao a EDO ¢é de ordem n.
Exemplo 1.1. y” + 3y’ 4+ 6y = senx, a equagao tem ordem 2.
Exemplo 1.2. (y")? + 3(y)!Y + 6y = tgz, a equagao também tem ordem 2.

ii) Quanto a linearidade: Uma equacao diferencial ordinaria (EDO) é denomi-
nada linear quando a fungao incognita e suas derivadas aparecem de forma linear
na equacgao, ou seja, nao estao elevadas a poténcias, multiplicadas entre si ou
aplicadas a fungoes nao lineares. Caso contrario, a equacgao ¢é classificada como
nao linear. Por exemplo, uma EDO linear de ordem n pode ser representada na

forma geral n é:

d d? dr
ao(yc)y+al(aj)d—ayj +a2(x)d—£+...+an(x)d—£ = h(x) (1.1)

d? d
Exemplo 1.3. md_tg + yd—i

2

Exemplo 1.4. Tt %sen(@) = 0 = Classificada como nao linear.

+ kx = Fcos(wz) = Classificada como linear.

1.1.2 Solugao

A solugao de uma equacao diferencial é toda funcao y = f(z) que satisfaz a
equagao. A solugao geral é uma fungaoy = f(z, C') onde C' é uma constante arbitraria,
que satisfaz a equacao diferencial. Uma solugao particular da equagao é aquela obtida
da equacao geral, atribuindo um valor para C. Este valor estd relacionado com
a condicdo inicial dada. Ou seja, qualquer que seja a condigao inicial y(xg) = yo

encontramos um C' tal que y = f(z, C) satisfaz esta condigao.
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Problema de valor inicial

O problema:
dy
W t? )
o = [(ty) (1.2)
y(z0) = Yo.

é chamado de problema de valor inicial (P.V.I). Sua solu¢ao é uma fungao y(z)
definida no intervalo, tal que y(zg) e sua derivada, também estao definidos nesse

intervalo.
Exemplo 1.5. Dada a equacao diferencial
/ 2
Y + 2% = 0. (1.3)
1 . -
Podemos observar que y(z) = % satisfaz a equacao (1.3).

Exemplo 1.6. Vamos encontrar a solucao do P.V.I:

dy_3z
dr €
1\ _ e
y(g)—g

d
A solucao geral da equacao d_y = 3% & o conjunto de todas as primitivas da funcao
x

f(x) = €3, ou seja,
3z
y(x) :/eB“d:c—i-C: %4—0.
L. 1 e _
Substituindo-se o valor de z = 3 ey = 3 na solucao geral, obtemos

3.

W=

0 se=etrC=0=0
3 3
Assim, a solugao do P.V.I. é
() 63:1:
xr)=—.
Y 3

1.2 Equacgoes Diferenciais Ordinarias de 12 ordem

Definicao 1. Uma equagao diferencial de primeira ordem contém somente a primeira

d
derivada ¢y = d_y possivelmente y e alguma funcao de z, isto é, uma equagao do tipo:
x
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y = fz,y) (1.4)

1.2.1 Meétodo de solucao: Separacao de variaveis

Uma EDO de 1? ordem ¢ dita separavel quando for possivel escrevé-la nos

seguintes casos:

dy  f(x) dy _
i~ o) com g¢(y)#0 ou i f(@)g(y)

A fim de resolvé-la, vamos escrever na forma g(y)dy = f(z)dz cuja integracao fornece

/ g(y)dy = Gly) = / f(2)dz = F(z) + C, (1.5)

onde C é uma constante de integragdo. F(x) e G(y) s@o denominadas primitivas de
f(x) e g(y), respectivamente.
Exemplo 1.7. Dada a equagao diferencial

dy «x
= =-. 1.6
iy (1.6)

A equacao (1.6) pode ser escrita da forma: ydy = xdx. Por integracao:

[ydy = [ zdx
2 2

y _ v

9 == 9 +
yQ—I2IC

1.2.2 EDO Linear de 12 ordem

Definigao 2. Considere uma euqacao diferencial da forma 3y’ = F'(x,y). Se a fungao

f) for linear em relagao a variavel dependente y, entdo ela pode ser reescrita como:
f(x,y) = —p(@)y + q(2),

em que p(z) e g(z) sdo fungoes continuas definidas em um intervalo aberto o < x < .

Substituindo essa expressao na equacao original, temos:
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W s pla)y = a(a), (1.7)

equacao esta que representa a forma padrao de uma equacao diferencial linear de

primeira ordem.

Fator integrante

Por vezes, uma equacao diferencial nao se apresenta de forma imediatamente
resolvivel. No entanto, ha casos em que é possivel transforma-la em uma equacao
exata, multiplicando todos os seus termos por uma funcao auxiliar chamada fator
integrante. Esse método é amplamente utilizado na resolucao de equagoes diferen-
ciais lineares de primeira ordem da forma [1]. A ideia do fator integrante consiste em
multiplicar ambos os lados da equagdo por uma fungao p(z), cuidadosamente esco-

lhida, de forma que o lado esquerdo da equacao se transforme na derivada do produto

wu(z)y(x). Ou seja:

p(x)j—z + u(@)p(z)y = p(x)q(z) (1.8)
= () = plra(e). (1.9)

Com isso, podemos integrar ambos os lados da equagao facilmente:

[ sl de = [ pwat) ds (1.10)

Vamos considerar equagoes da forma (1.7).

Seja u(x) = e/ P@)4  Vamos mostrar que u(x) é um fator integrante: Observe que

= el "%p(z) = u(w)p(), (1.11)



Multiplicando a equagao (1.7) por u(z):

dy

u(z) == +u(@)p(a)y = g(z)u(z).

Porém, observamos que o lado esquerdo desta equacao é a derivada de um produto

que pode ser reescrito como:

Integrando ambos os lados da equacao:
ulw)y(@) = [ ala)ato)ds + C.
Supondo u(x) # 0,y(z) pode ser obtido, pela seguinte expressao:
ylx) = — </q(x)u(a:)da: + C’) (1.12)

Mas como chegamos no fator integrante u(z)?

Note que

1.3 Dinamica populacional

O estudo da dinamica populacional analisa a variagao na quantidade de in-

dividuos ao longo do tempo, considerando fatores biolégicos, ambientais e sociais.
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Aplica-se na compreensao das interagoes entre espécies, no manejo de populacoes
ameagadas, no controle de pragas na agricultura e na analise de dados populacionais

humanos, auxiliando no planejamento e na tomada de decisoes.
Definindo os conceitos da dinamica populacional.

Populacao: Um agrupamento de individuos da mesma espécie.

Taxa de Natalidade: E o valor absoluto de nascimento em uma populagao, em um
determinado intervalo de tempo.

Taxa de Mortalidade: E o valor absoluto de mortes em uma populacao, em um
determinado intervalo de tempo.

Taxa de Crescimento: E o valor dado pela diferenca entre a taxa de natalidade e

a taxa de mortalidade.

1.3.1 Modelo de Malthus

Agora que compreendemos o conceito de equacoes diferenciais ordinarias
(EDOs) e alguns de seus métodos de resolucdo, podemos analisar como essas fer-
ramentas matematicas foram aplicadas em modelos reais. Um exemplo cldssico é o
modelo proposto por Thomas Malthus desenvolveu um modelo matemaético para ana-
lisar o crescimento populacional, sendo considerado um dos precursores da demografia
— ciéencia que estuda a dinamica das populacoes. O modelo malthusiano baseia-se
no principio de que a taxa de crescimento populacional, em determinado instante, é

diretamente proporcional ao tamanho da prépria populacao nesse mesmo momento.

Seja N a varidavel que indica a quantidade de uma populacao. Entao N ()
¢é a funcao que permite calcular o nimero de individuos da populacao no instante
t, t > 0. Tem-se ainda N(0) = Ny indicando o ponto de partida para o estudo da
populagao, ou seja, o nimero de individuos no instante em que se comecara fazer a

analise.
Para o crescimento de uma populagao tém-se os seguintes fatores:

e A populacao aumenta devido ao nascimento e diminui devido as mortes;
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e A populagdo aumenta quando novos individuos chegam (processo de imi-

gragao) e diminui quando individuos residentes partem (processo de emigracao).

Consideremos as variaveis A, D, I e E, onde:
e B é o numero de nascimentos;
e D é o nimero de mortes;
e [ é o nimero de imigrantes;

e I/ é o numero de emigrantes;

Considerando o intervalo de tempo (¢t,t + 1) e AN = N(t+ 1) — N(t), onde

AN ¢ a variacao da populacao. Entao,

AN = (B - D)+ (I — E) (1.13)

Para uma populacao fechada, isto é, para I = E = 0, tem se:

N(t+1) = N(t) + (B — D). (1.14)

Para um tempo ¢ pequeno, a fungdo N(t) é continua. Entao, a taxa de variacao

instantanea da populacao é dada por:

AN
“ -p-D. 1.1
dt (1.15)

Fazendo B = bN e D = dN, onde b e d sao, respectivamente, as taxas instantaneas

de nascimento e mortalidade, tem-se:

dN
— =(b—d)N 1.16
o = (0—dN, (1.16)
chamando r = b — d segue a equacao:
dN
%:TN, comr =b—d, (1.17)

Se r > 0, entao é chamada de taxa de crescimento. Caso r < 0, entao r sera chamado
de taxa de declinio. Suponhamos que r > 0, de modo que a populacao esta crescendo.

Teremos,
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Problema de Valor Inicial (PVI):

Resolvendo este PVI usando separacao de variaveis, tem-se:

dN
W = Tdt

Integrando em ambos os lados:

dN

o que implica em,

In|N|=rt+k.
Se N > 0,
N = e"ttF,
logo,
N =c¢. ek

Fazendo C = e*, segue que a solucao geral da equacao é,

N(t) = Ce™.

Sujeitando a condicao inicial N(0) = Ny encontra-se C' = Nj.

A solugao do PVI é,

N(t) = N()@,,«t.

Uma anélise da solucao de PVI:

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

e Se r > 0, entao tlirn N(t) = oo ou seja, a populagao cresce de forma ilimitada;
—00
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e Se r < 0, entao tlirn N(t) = 0 ou seja, a populagao sofre uma taxa de declinio;
—00

e Se r =0, entdao lim N(t) = Ny ou seja, a populagdo se mantém constante.
t—o0
Assim, o modelo formulado como um Problema de Valor Inicial (PVI), sob
condicoes ideais, apresenta resultados razoavelmente precisos para diversas populagoes,
pelo menos em intervalos de tempo limitados. Contudo, é evidente que tais condigoes
nao se mantém indefinidamente; inevitavelmente, fatores naturais como a limitacao

de espaco, a escassez de alimentos ou de outros recursos atuam na reducao da taxa

de crescimento, interrompendo o padrao de crescimento exponencial ilimitado.

Para um tempo ¢ muito muito grande, tem-se o modelo discreto:
AN =ryN (1.26)

onde ry é a taxa de crescimento populacional discreto.

Logo, chega-se a seguinte equacao:
N(t+1)=(1+rq) - N(t), (1.27)

chamamos A = 1 4 r4, encontramos a equagao,

N({t+1)=X-N(t), (1.28)
esta equagao sujeita a condigao inicial N(0) = Ny, tem como solu¢do do modelo
discreto,

N(t) = X'+ N. (1.29)

1.3.2 Modelo de Verhulst

Verhulst modificou o modelo de Malthus de tal forma que a populagao cres-
ceria até atingir um limite maximo suportado pelo ambiente, tendendo, assim, a
estabilizagdo. Para isso, ele substituiu r na equagao (1.17) por uma funcao h, ob-

tendo:
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dN

— = h(N)N. 1.30

= (V) (1.30)
A func@o mais simples que tem a propriedade na qual A(N) = r > 0 quando N é
pequeno. h(N) diminui quando N aumenta e h(N) < 0 quando N ¢é suficientemente

grande, é dada por [1],

hN)=r——. (1.31)

onde a é uma constante positiva.

Substituindo a equagao (1.31) na equagao (1.30), obtemos,

dN rN

Logo a equacgao (1.31) é conhecida como equagao logistica.

Reescrevendo a equagao, chegamos em:

dN N

onde r é chamada de taxa de crescimento intrinseca, isto é, a taxa de crescimento na
auséncia de qualquer fator limitador; e K é o nivel de saturacao ou capacidade de

sustentacao ambiental.
Usando a separacoes de variaveis para resolver a equagao, tem-se,

m = rdt (1.34)

/ﬁ - /rdt. (1.35)

Para resolver a integral presente no lado esquerdo da igualdade, utilizaremos o método

de fragoes parciais. Inicialmente, iremos desenvolver a expressao:

1 B 1 B 1 B K B K (1.36)
VO3 T (V%) () T RN N NN
e entao pelas fracoes parciais,
K 1 1
—_ = — 1.37
N(K—-N) N + K- N’ ( )
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assim integrando ambos os lados,

/(%+ - ! N) AN = /rdt (1.38)
/NdN+/K AN = /rdt (1.39)

In|N|+(=In|K —N|) = rt+C (1.40)

In|N| - In|K - N| = rt+C (1.41)

Utilizando a propriedade de logaritmo,

n K]jN = (1.42)
1n|K_N|:—rt—C’, (1.43)
entao pela definicao de logaritmo,
\# —e 0 =t 70 (1.44)
Explicitando N:
assim:
% = Ze 41, (1.46)
e temos a solucao geral:
X = %M’ (1.47)

onde Z = +e ¢

Para achar o valor de Z, lembramos que N = Ny = N(0) Assim, quando ¢t = 0, temos:

K — Ny
No

=7e" =7, (1.48)

entao temos como solucao geral:

K
K — N, . '
—r 1
( Ny )e +

Como podemos ver, quando t vai para o infinito, a solugao geral converge para K.

N(t) = (1.49)
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Capitulo 2

Modelo de Lotka-Volterra

No intuito de entendermos a dinamica comportamental dada pelo modelo presa-
predador, o modelo Lotka-Volterra, precisamos dos conceitos e propriedades de um
sistema de equacgoes diferenciais lineares de primeira ordem. Pois a analise do modelo
Lotka-Volterra é baseada no estudo dos modelos lineares. Nesse sentido, é importante
observar que, assim como os modelos de Malthus e Verhulst utilizam equacgoes diferen-
ciais de primeira ordem para descrever a evolugao temporal de uma tinica populagao,
o modelo de Lotka-Volterra amplia essa abordagem para considerar a interacao entre
duas espécies — a presa e o predador. Para tanto, utiliza-se um sistema de equacoes

diferenciais ordinarias de primeira ordem.

2.1 Sistema de equacoes diferenciais ordinarias de
12 ordem linear

Um sistema de equacoes diferenciais ordinérias de 1* ordem linear é um sistema

da forma:
Y1 = a1 (2)y1 + a2 (x)y2 + ... + a1 (2)yn + f1(2)

Yh = o1 ()Y + asa(2)ys + ... + a2, (2)yn + fo(2)

y;L = anl(x)yl + an?('x)y? + ...+ ann('r)yn + fn(-r)
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onde cada funcéo a;j(x) é conhecida e cada fungdo y; é uma funcao incognita.

Na forma matricial,

| Y ] | ap(r) ... a(v) 1 n ] i fi(z) -
yé _ agl.(x) aQn‘(x) y'g N f2§x) @.1)
i Y, ] i a1 () . apn(T) 1LY i fu() i

Ou ainda, adotando a notagao vetorial, temos:

[y [ an(2) . aw(z) | [ fi(2) | [y
v — Y2 A= an(x) ... a(x) F— fa(x) o iy _ Y (2.2)
| Yn | i an1(T) o ann(T) i i fn() i i Yn, i

que nos fornece a seguinte notagao vetorial:

d

—Y =AY + F. 2.3

o + (2.3)
No caso, se F' = 0, a equagao vetorial (2.3) é chamada de sistema de equagoes

diferenciais ordinarias de primeira ordem linear homogénea, denotado da forma:

d
Y =AY, (2.4)

O caso particular, em que os coeficientes da matriz A sao constantes, temos
em (1), um sistema de EDO’s de primeira ordem linear com coeficientes constantes.

Além disso, se F' = 0 temos que este sistema é homogéneo.

A priori, vamos estudar sistemas de EDO’s de primeira ordem, onde os coeficientes da
matriz A sao constantes. Utilizando a mesma metodologia adotada para EDQO’s line-
ares, ou seja, vamos procurar solucoes do sistema homogéneo associado, em seguida,

encontrar uma solugao particular do sistema.

2.1.1 Sistema homogéneo com coeficientes constantes

Um sistema homogéneo com coeficientes constantes é todo sistema da forma,
d

—Y =AY 2.5
o (2:5)
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onde,

_~

ay; a2 ... Qip n

Qy
dv : ’

Yn Qp1 Ap2 ... Anp Yn

~

Observamos que uma solucao para esse sistema, é a solucao trivial,

Com o objetivo de obtermos solugoes nao triviais para o sistema, vamos uti-
lizar as defini¢oes e propriedades apresentadas em algebra linear de autovalores, au-
tovetores e diagonalizacao de operadores. Entretanto, antes apresentamos o seguinte

exemplo:

Exemplo 2.1. Dado o sistema de equagoes diferenciais.
a'(t) = —4ax(t) — 3y(t)
y'(t) = 6x(t) + 5y(t),
temos que,
x(t) = —e* e y(t) = 2,
correspondem a uma solucao do sistema de equagoes diferenciais. Ou seja,
x(t) —e?t
y(t) 2¢*

De forma resumida, o sistema linear dado pela equagao (2.5), representa uma
transformacao linear, em que a matriz dessa transformacao é definida por A. Por
este ponto de vista, o primeiro passo a ser tomado, consiste na diagonalizacao dessa

matriz utilizando a teoria dos autovalores e autovetores.

28



e Dizemos que uma matriz A de ordem n é diagonalizavel , se existem matrizes
P e D tais que
A= PDP!, (2.6)

em que D é uma matriz diagonal.

e Se a matriz A de ordem n é diagonalizavel, entao ela possui n autovalores
linearmente independentes (LI) Vi, V4, ..., V},, com seus respectivos autovalores
A1, A2, ..., Ay, a reciproca também é verdadeira. Ainda, P é a matriz que
possui suas colunas definidas pelos autovetores, ouseja, P = [Vi Vo -+ V] eos

elementos da diagonal da matriz D sao definidos pelos respectivos autovalores.

Exemplo 2.2. Encontre a solucao geral do seguinte sistema de equagcoes diferenciais:

d\ywy)  \s 1) \yw

Solugao: Inicialmente, vamos calcular os autovalores e autovetores da matriz A.

Calculo dos autovalores: De modo geral dada a matriz A, o calculo dos autovetores

¢ dado pela seguinte equagao:
Au = I = Mu, (2.7)
podemos reescrever a equacao (2.7) da forma a seguir:
Au—Nu=(A—X)u=0. (2.8)

Isso significa que para reescrever a equagao matricial (2.7) para equagao (2.8),

deve-se subtrair o parametro A dos elementos da diagonal da matriz A.

Exemplo 2.3. No nosso exemplo, temos que A é dada por:
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e a matrix (A — AI), portanto, é da forma:

1—) 3
(A=) = . (2.10)
3 1—X

Como o sistema é homogéneo, ele possui pelo menos uma solucao, que ¢ a

trivial, como desejamos solugoes nao triviais, o sistema de equacoes definido por

1-Xx 3 x(t) 0
(A= M)u = = : (2.11)
3 1-x) \y@) 0

deve ser indeterminado, o que ¢é caracterizado pelo determinante da matriz sendo 0,

ou seja,

det =0, (2.12)

que nos fornece a equacgao:

(1—=XN?=9=0, (2.13)

conhecida como polinémio caracteristico. Portanto, os autovalores sao as raizes

do polinomio caracteristico.

As raizes da equagao (2.13) sdo A} = —2 e Ay = 4. Logo, esses sdo os autovalores da

matriz A.

Calculo dos autovetores da matriz A: Vamos calcular os autovetores associados
a A\ = —2. Podemos proceder de dois modos: o primeiro é considerar a equacgao
matricial,

Au = u = Au = —2u. (2.14)

O Segundo caso é considerar a equagao matricial,

(A= X)u=0= (A+2[)u=0. (2.15)

Para resolucao do problema vamos considerar a equagao (2.15).

= = = , (2.16)

30



que nos fornece a relagao 3z(t) + 3y(t) = 0, o que implica y(t) = —xz(t).

Agora, lembramos que o o vetor u(t) é escrito da forma:

, (2.17)

que corresponde ao autovetor que buscamos.

Vamos calcular o autovetor associado ao autovalor Ay = 4. Novamente, aplicamos

agora o valor de Ay, na equacao (2.15):

(A—Mpw=0= (A—4l)w=0. (2.18)
1—A 3 x(t 0 -3 3 x(t 0
Q = = ) = : (2.19)
3 1-A) \yt) 0 3 -3/ \yo 0
que nos fornece a relagdo —3z(t) + 3y(t) = 0, o que implica y(t) = z(t).

Novamente o vetor v é escrito da forma:
v(t) = = =z , (2.20)

que corresponde ao segundo autovetor.

Pelo processo de diagonalizacao, temos que:
A=PDP'= P 'A=DpP".

Podemos dessa forma escrever o sistema de equacgoes diferenciais do seguinte modo:

d

—Y =AY

dt

%YE:PDPlY (2.21)
prly _ prippprty (2.22)

dt

%PW%:DPly (2.23)
%y _ by, (2.24)
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onde Y = P7Y. A equagao (2.24) significa que o sistema de equagoes diferenciais
teve uma mudanca de coordenadas, onde obtemos uma “nova’matriz para o sistema

de equagoes, que ¢ definida agora pela matriz diagonal formada pelos autovalores, ou

seja,
d [z(t -2 0 z(t
7 Q = Q . (2.25)
y(t) 0 4/ \y(t)
Da equagao (2.25), obtemos:
Lt —27(t
CZ W) _ () : (2.26)
79 4y(t)
de onde obtemos duas equagoes diferencias de primeira ordem:
d
—x(t) = —2y(t 2.27
() = ~25(1) (227)
e
©5(t) = 43(0) (2.28)

cujas solugoes gerais sao T(t) = cie™? e y(t) = cxe’. Apesar de ter encontrado a
solugao geral do sistema de equagoes, temos que a solucao encontrada é definida no

sistema de coordenada novo. Ou seja,
_ z(t cre
Y(t) = ) _ (o . (2.29)
y(t) cpett

Para voltar ao sistema de coordenadas inicial, usamos a definicao anterior:
Y=P'Y=PY=PP'Y=Y=PY.

em que P é a, matriz dos autovetores encontrados. Portanto, a solucao geral é dada

por:
x(t 1 1) [zt 1 1) [ce?
W) - W) - S (2.30)
y(t) -1 1) \5(t) -1 1 coett
Essa equacao pode ser reescrita da seguinte forma:
x(t lepe ™ + 1eget leje Lepet
AR ’ = + (2.31)
y(t) —lcie™ 2 + 1eget —1lcie™2 leget
x(t 1 1
Q =cre + cpett : (2.32)
y(t) —1 1




2.2 Sistemas Autonomos no Plano

Abordamos a analise qualitativa de sistemas dinamicos autonomos no plano,
com énfase no estudo do comportamento das solugoes sem a necessidade de encontrar
expressoes explicitas para elas. O objetivo é compreender as propriedades geométricas

e dinamicas das trajetorias por meio das equagoes que as regem.

Consideramos sistemas diferenciais da forma:

fli_é A (2.33)
% = g(l‘, y)

Nos quais as fungoes f e g nao dependem explicitamente da variavel temporal x e y
t, caracterizando um sistema autonomo. As solugoes desse sistema correspondem a
curvas parametrizadas no plano z,y, chamadas orbitas, que seguem a direcao deter-
minada pelo campo vetorial f(x,y),g(z,y). Em outras aplavras, as trajetéricas sao

tangentes ao campo vetorial em todos os pontos.

2.2.1 Pontos de Equilibrio ou Singularidades

Pontos de equilibrio, também chamados de pontos singulares, sao aqueles onde

o campo vetorial se anula, ou seja, quando:

dx
y _
- g(z,y)

Nesses pontos, as solucoes do sistema permanecem constantes no tempo, ou seja,
o sistema nao evolui. Eles desempenham um papel central na andlise qualitativa,
sendo os principais candidatos para o estudo de estabilidade local e comportamento

assintotico.

Agora, consideraremos a equacao nao linear de 2°ordem. Com objetivo de
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estudar o plano de fase de um sistema dinamico bidimensional. Para isso, serd ne-

cessario determinar os pontos de equilibrio:

Az d?x
— —&x— = 0. 2.35
a2~ e (2.35)
Resolvendo,
dx
= 2.36
ik (2.36)
obtemos o sistema
dx
- =Y
legﬁ (2.37)
i 8zy.

Sendo assim, para obtermos as solugoes de equilibrio, fazemos:
fl,y)=y=0 e g(z,y) =8xy =0. (2.38)

A solugao dessas expressoes indica que x(t) constante e y(f) = 0 representam as
solucoes de equilibrio, ou seja, todos os pontos situados sobre o eixo-x sao pontos de

equilibrio do sistema.

Para encontrar as demais solugoes, admite-se que a varidvel x = x(t) seja invertivel,

possibilitando obter ¢ em fungao de z, isto é, t = t(x). Assim, deduz-se que:

dy

— = 8. 2.39
il (2.39)
A solucao dessa equacao diferencial ordinaria é:

y(x) = 4% + c. (2.40)

2.3 O Sistema Linear de ordem 2

Nesta secao vamos apresentar uma andlise mais detalhada do sistema linear
no caso de ordem 2, para usarmos no modelo presa-predador, que vamos desenvolver

adiante. Considere um sistema linear de equagoes diferenciais ordinarias de primeira
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ordem, composto por duas varidveis dependentes, z(t) e y(t). Este sistema descreve
a variacao conjunta dessas variaveis ao longo do tempo e é amplamente utilizado na
modelagem de fenomenos fisicos, bioldgicos, economicos e de engenharia. A forma

geral desse sistema pode ser expressa por:

dx

& = ax + by,

a (2.41)
% = cx + dy.

O que equivale a dizer que ad — bc # 0. Para simplificar a notagao, introduzimos o

vetor X e a matriz A:

b
X = , A= ) (2.42)
Assim, o sistema pode ser reescrito na forma matricial:

dX
— = AX. 2.43
o (2.43)

Esse sistema remete a equacao diferencial linear do tipo:

d
d—jf — ax, (2.44)
cuja solucao geral é conhecida:
z(t) = ce™. (2.45)

Inspirando-se nessa solugao, propoe-se buscar uma solucao para o sistema na forma:

ou, de modo equivalente, X(t) = Ce™. (2.46)
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Substituindo essa solucao na equagao % = AX, obtemos:

ACeM = ACeM = (A — \)C = 0. (2.47)

Ou seja, temos um sistema homogéneo:

a— N)cp 4 beg =0,
(@ = Xer + bey (2.48)

ccy + (d— N)ea = 0.

Para que existam solug¢oes nao triviais (¢;,co # 0), o determinante da matriz dos

coeficientes deve ser nulo:

a— A\ b
=0. (2.49)
c d— A\
O que resulta no polinémio caracteristico:
N — (a+d)\+ (ad — be) = 0. (2.50)

As raizes desse polinomio, ou seja, os valores de A, sdo os autovalores da matriz A.
Com isso, a analise qualitativa do sistema pode ser conduzida a partir da natureza

desses autovalores.

Dependendo do discriminante:

A = (a — d)* + 4be, (2.51)

a matriz pode ser transformada, por meio de uma mudanga de varidveis, em uma das

seguintes formas canonicas (Forma de Jordan para matrizes 2 x 2).
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2.3.1 Casos de Matrizes e Autovalores

Caso 1: Com dois autovalores reais distintos:

B= . ON#£ L (2.52)
0 n

Caso 2: Com autovalor real duplo e matriz diagonalizavel:

B = . (2.53)

Caso 3: Com autovalor real duplo e matriz nao diagonalizavel:

B= . (2.54)

Caso 4: Com autovalores complexos conjugados:

s-|* 7l (2.55)

b «

A Algebra Linear garante que, com uma matriz de mudanca de base (), existe uma

matriz B tal que

B =QAQ ™, (2.56)

e, assim, o sistema pode ser reescrito como

dy dX _
i QE = QAX = QAQ 'Y = BY. (2.57)

Com isso, o estudo da dinamica do sistema se reduz a analise da matriz B, que pode

assumir os casos citados acima.
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Apresentamos, inicialmente, o Caso 1, no qual a matriz B é diagonal, com

autovalores reais e distintos. Nesse caso, o sistema se reduz a,

dz — Ny
“ (2.58)
W=y,
cuja solucao geral é:
z(t) = cre,
(2.59)
y(t) = coet,

em que ¢ e ¢y sao constantes reais arbitrarias.

Considerando ¢; > 0, ¢ > 0 e x > 0, é possivel eliminar o parametro t e obter a

equagao da orbita no plano de fase:

ot =yt = y=cat?, (2.60)

em que ¢ é uma constante positiva.

Essa equac@o define uma familia de curvas que dependem da razao p/A. As
figuras a seguir ilustram as diferentes configuracoes dessas érbitas no plano de fase,

de acordo com os valores dessa razao.

Além da forma das orbitas, a orientacao das trajetérias no plano de fase depende dos
sinais dos autovalores A e pu. De acordo com os sinais desses parametros, temos os

seguintes casos:

e Ambos negativos (A <0e pu <0):
As solucoes convergem para a origem a medida que t — 4o00. A origem se

comporta como um ponto nodal estdvel (ou atrator).

e Ambos positivos (A > 0e p > 0):

As solucoes se afastam da origem com o tempo. A origem é um ponto nodal
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instdvel (ou repulsor).

e Sinais opostos (A -y < 0):
Parte das trajetérias é atraida enquanto outra parte é repelida pela origem.

Nesse caso, temos um ponto de sela, caracterizado por instabilidade direcional.

Apresentamos, a seguir, o Caso 2, em que a matriz B possui um autovalor
) ) )
real duplo e é diagonalizavel. Nesse contexto, o sistema linear pode ser representado

por Eliminando o parametro ¢, obtemos a equacao da érbita no plano de fase:

=Y 5 y=ka, (2.61)

em que k = g—f é uma constante real.

Portanto, as orbitas sao representadas por retas que passam pela origem, cuja in-

clinagao depende da razao entre as constantes ¢, e ;.

As curvas solucao variam de acordo com o sinal do autovalor A, sendo possivel destacar

trés comportamentos principais:

e Se A > 0, a origem ¢ um né instavel. As solugoes se afastam da origem ao

longo das retas determinadas pela razao £.

e Se A < 0, a origem é um nd estavel. As solugoes tendem a origem ao longo

dessas mesmas retas.

e Se A = 0, o sistema apresenta um equilibrio degenerado. As solucoes sao

pontos fixos no plano, ou seja, o sistema nao evolui no tempo.

No Caso 3, consideramos a situacao em que a matriz B possui um autovalor

real duplo, porém nao é diagonalizavel. Nesse caso, o sistema linear assume a forma

dx Al
—~ =BX, com B= . (2.62)

dt 0 \

O sistema, escrito na forma de equacoes diferenciais escalares, é dado por
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dr __
a—)\x‘ky,

(2.63)

d
&= Ny.

A solugao geral desse sistema é

z(t) = (1 + cot)e, (2.64)

y(t) = cpe,

em que ¢ e ¢y sao constantes determinadas pelas condicoes iniciais.

e Se A < 0, a origem é um né estavel nao diagonalizavel. Todas as tra-
jetorias convergem para a origem, com algumas se aproximando ao longo do
eixo x (quando ¢y = 0) e outras seguindo trajetérias curvas com componente

logaritmica (quando ¢y # 0).

e Se A > 0, a origem é um né instavel nao diagonalizavel. As trajetérias se
afastam da origem, com comportamento semelhante: algumas ao longo do eixo

x e outras em direcoes curvas.

e Se A =0, o sistema apresenta um equilibrio degenerado com crescimento

linear. A solugao cresce linearmente no tempo na dire¢ao do vetor generalizado.

No Caso 4, analisamos a situacao em que a matriz B possui autovalores

complexos conjugados. O sistema linear, nesse caso, é representado por

dzx

& —az By,

a (2.68)
W — B+ ay,

em que « e 3 sao numeros reais e § # 0.

Para este tipo de sistema, é mais conveniente adotar coordenadas polares, por meio

da seguinte mudanca de variaveis:
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x=rcosf, y=rsinb, (2.69)

em que 1 representa a distancia até a origem e 6 é o angulo formado com o eixo x.

Calculando as derivadas em relacao ao tempo, obtemos:

dx  dr ) do
a_acose—rsme-%, (2.70)
dy dr . do
E_Esmﬁ—l—rcosﬂa. (2.71)
De onde se segue:
dr dx dy . do 1 (dy dr .
il cos 0 + o sin 0, e (dt cos ) — o 51119) . (2.72)

A partir da conversao das equagoes diferenciais do sistema para coordenadas polares,
obtém-se expressoes para as derivadas de r e 0, que descrevem, respectivamente, a
variacao da distancia ao centro e do angulo polar ao longo do tempo. As equagoes

resultantes sao:

dr de
o = B, (2.73)
cuja solucao geral é dada por:
r(t) = roe™, 0(t) = Bt + bp. (2.74)

Essas expressoes representam a oOrbita da solugao em coordenadas polares, com o

ponto inicial (rg,0y) quando t = 0.
A forma da trajetoria depende dos parametros « e [3:

e Quando a = 0, o raio permanece constante, resultando em uma trajetoria

circular.

e Quando « # 0, a érbita assume a forma de uma espiral logaritmica. Se o < 0,

o movimento tende para a origem, caracterizando um comportamento atrator.
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e O sinal de 8 determina o sentido de rotacao: se > 0, a espiral é sinistrogira

(sentido anti-horério); se 5 < 0, a espiral é dextrogira (sentido horério).

2.4 Modelo Presa-Predador

O modelo teve origem na década de 1920, a partir dos estudos do bidlogo ma-
rinho italiano Umberto D’Ancona. Ele realizou uma analise estatistica com base em
dados da comercializacao de peixes nos mercados das cidades de Trieste, Fiume e Ve-
neza, entre os anos de 1910 e 1923. Durante a Primeira Guerra Mundial (1914-1918),
a atividade pesqueira foi parcialmente interrompida em regices do Mar Adriatico.
A partir disso, D’Ancona observou alteracoes nas populagbes de peixes: algumas
espécies apresentaram aumento em sua frequéncia relativa, enquanto outras sofreram
redugao[16]. Esses dados contribuiram significativamente para o desenvolvimento de

modelos ecoldgicos e para a compreensao das dinamicas populacionais. [9]

Os dados indicavam que a frequéncia de predadores, como os tubaroes, au-
mentara durante os anos de guerra, reduzindo-se posteriormente com a intensificagao
da pesca. A abundancia relativa das presas, por outro lado, apresentou um com-
portamento inverso. Na ocasiao, U. D’Ancona, ecologista e noivo de L. Volterra —
filha do renomado matematico Vito Volterra —, levou essa questao ao futuro sogro.
Como resposta, V. Volterra formulou um par de equagoes diferenciais para descrever

matematicamente o sistema predador-presa.[9]

Em 1926, V. Volterra propos pela primeira vez um modelo simples para a
predacao de uma espécie por outra explicar os niveis oscilatorios de certas capturas
de peixes no Adridtico[16] . Se N(t) é a presa populacao e P(t) a do predador no

momento ¢, entao o modelo de V. Volterra é:

dN
e N(a —bP). (2.75)
dP
= = P(cN —r). (2.76)



onde a,b, e ¢ sdo constantes positivas e N(t) e P(t) sdo respectivamente presas e

predadores no tempo t.

As suposi¢oes no modelo s@o: (I) a presa na auséncia de qualquer predagao
cresce sem limites de uma maneira malthusiana; esse é o termo aN na Eq.(1). (II) O
efeito de predacao é reduzir a taxa de crescimento per capita da presa em um prazo
proporcional a populagdes de presas e predadores; este é o termo —bNP. (III) Na
ausencia de presas para o sustento, a taxa de mortalidade do predador resulta em
decaimento exponencial, isto é, o0 —r P termo na Eq.(2). (IV) A contribuigao da presa

para a taxa de crescimento dos predadores é c/N P.

A determinacao dos pontos de equilibrio é dada por:

N(a—0bP)=0 a—bP =0
a (2.77)

N=0 P=-

b

P(cN —r)=0 cN—r=0
. (2.78)

P=0 N = -

c

Temos:
(N, P) = (0,0) Trivial,

(Nx, Px) = (g, %) :

Aparentemente os resultados para os pontos de equilibrio sao perceptivos, uma
., a ~ .
vez que o estado estacionario para as presas 7 depende de parametros relativos aos
.. r N
predadores e o estado estacionario para os predadores (—) depende de parametros
c
relativos as presas.

e Quando h4 presas (n# 0), os predadores as mantém sob controle quando a

taxa de crescimento de presas (a) é igual a taxa de mortalidade por predacao (rP);

e De modo andlogo, quando hé predadores (P## 0), o ntimero de presas deve
ser suficiente para fazer com que a taxa de crescimento devido a predagao, (cN), seja
igual a mortalidade d dos predadores, fazendo com que a populacao de predadores

persista.
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A matriz jacobiana é:

a—bP —bN
cP cN —r

I

O Jacobiano no ponto de equilibrio é:

J(T 9\ “_l’(%) _b<£> . 2.79
SR Gt -

‘- br
roa —a ——
J (E’E) | . ¢ | (2.80)
— r—r
b
0 br
roa ——
-[a 7| e
— 0
b
Calculando os autovalores por det(J — AI):
J— A _b%“ A0 - _bg (2.82)
M T ca - | ca ) '
— 0 0 A — =
b b
det(J — ) = 0; (2.83)
N 4 ar = 0; (2.84)
N = —ar; (2.85)
A =+V—ar. (2.86)

Como os autovalores sao numeros imaginarios conjugados, o ponto de equilibrio é
classificado como um centro. Isso significa que as trajetorias das solugoes sao curvas

fechadas, descrevendo elipses ao redor do ponto de equilibrio.
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Capitulo 3

Resultados e Discussao

Os modelos matematicos apresentados para a dinamica populacional permiti-
ram observar a evolucao das populagoes de presas e predadores ao longo do tempo. O
modelo de Lotka-Volterra foi desenvolvido analiticamente, demonstrando a existéncia
de pontos de equilibrio e sua estabilidade. Ao longo deste trabalho, foram realizadas
simulagoes computacionais do modelo de Lotka-Volterra com diferentes parametros e
populagoes iniciais. Esses parametros foram escolhidos a titulo de observagao, com o
objetivo de analisar como pequenas alteragoes influenciam diretamente no comporta-
mento das populagoes de presas e predadores ao longo do tempo. A seguir, discutimos

os resultados de cada simulacao:

Grafico 1 — Modelo Presa-Predador
e Populacao inicial de presa: 60
e Populacao inicial de predador: 9

e Parametros do modelo:

a=0,1; b=0,005 c=0,003 d=0,01

Neste primeiro cendrio, observamos oscilacoes amplas e bem definidas entre as po-

pulagoes. A taxa de crescimento da presa (a = 0,1) é relativamente alta, permitindo
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Modelo Presa-Predador

100 1 — Presa
— Predador

80 1

60 7

Populagao

40 1

20 1

Tempo

Figura 3.1: Comportamento entre Presas e Predadores.

que sua populagao cresca rapidamente quando hé poucos predadores. Ja a taxa de
mortalidade do predador é baixa (d = 0,001), o que favorece sua persisténcia no
sistema.
Grafico 2 — Modelo Presa-Predador

e Populacao inicial de presa: 60

e Populacao inicial de predador: 9

e Parametros do modelo:

a=0,01;, b=0,005 ¢=0,9, d=0,01

Modelo Presa-Predador

— Presa
— Predador

100 1

80 4

Populagao

60 1

40 1

20 1

Tempo

Figura 3.2: Comportamento entre Presas e predadores
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Embora os Gréficos 1 e 2 apresentem as mesmas populacoes iniciais de presas
e predadores, os parametros utilizados em cada simulacao sao distintos, o que resulta
em dinamicas populacionais diferenciadas. Neste segundo caso, a taxa de crescimento
da presa foi bastante reduzida (a = 0,01), enquanto a taxa de conversao do predador
(¢ = 0,9) foi significativamente aumentada. Como resultado, a populagao de presas
cresce mais lentamente, e os predadores conseguem se beneficiar intensamente da sua

presenca.

Grafico 3 — Modelo Presa-Predador
e Populacao inicial de presa: 100
e Populacao inicial de predador: 80

e Parametros do modelo:

a=1, b=0,005 c=08 d=0,6

— Presa
400 7 —— Predador

S

200 1

Populagao

150

100 A

50

T T T T T T
0 20 40 60 80 100
Tempo

Figura 3.3: Comportamento entre Presas e Predadores

Neste cenario, tanto a taxa de crescimento da presa quanto a taxa de mortalidade do

predador sao bastante elevadas. Isso torna o sistema mais dinamico, com oscilacoes
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rapidas e intensas ao longo do tempo. A alta densidade populacional inicial também
impacta o padrao observado, favorecendo picos sucessivos de crescimento e declinio.
Grafico 4 — Modelo Presa-Predador

e Populacao inicial de presa: 100

e Populacao inicial de predador: 80

e Parametros do modelo:

a=1, b=0,005 c=08 d=0,06

400 4

350 1

300 +

250 4

Predador

200 +

150 1

100

T T T T T T
50 100 150 200 250 300 350
Presa

Figura 3.4: Comportamentos entre Presas e Predadores

O grafico de fase apresenta a trajetéria da populagao de predadores em fungao
da populacao de presas, utilizando os mesmos parametros do grafico anterior. Nele,
observa-se uma orbita fechada no plano de fase — uma caracteristica tipica dos siste-
mas de Lotka-Volterra em equilibrio dinamico. Embora baseados nos mesmos dados,
os Graficos 3 e 4 oferecem representacoes complementares: o Grafico 3 destaca as os-
cilagoes das populagoes ao longo do tempo, enquanto o Gréfico 4 evidencia a relagao
ciclica entre as espécies, sem a variavel temporal explicita. Essa diferenca demons-

tra a importancia de empregar abordagens gréaficas variadas na analise de sistemas

48



dinamicos, especialmente quando se busca compreender a complexidade das interacoes

no modelo presa-predador.

As solugoes obtidas por meio das simulacoes graficas confirmam o compor-
tamento ciclico tipico das interagoes predador-presa. Observa-se que, sempre que a
populagao de presas cresce, ha um aumento subsequente na populacao de predadores.
Esse crescimento, por sua vez, leva a diminuicao das presas, o que posteriormente
afeta negativamente os predadores, reiniciando o ciclo. Esse padrao recorrente esta
claramente evidenciado nos gréaficos analisados, em que as oscilagoes das duas espécies
seguem uma dinamica interdependente. Além disso, os pontos de equilibrio calcula-
dos teoricamente sao consistentes com as trajetérias observadas nas simulagoes. Eles
indicam que, em condicoes ideais e sem interferéncias externas, as populacoes ten-
deriam a se estabilizar. No entanto, a andlise da matriz jacobiana revela que esse
ponto de equilibrio é, na verdade, um centro. Isso implica que qualquer pequena
perturbagao inicial no sistema tende a gerar oscilagoes continuas, o que explica os
padroes periddicos observados nas representacoes graficas. Dessa forma, mesmo em
situagoes em que os valores iniciais das populacoes sao os mesmos, mudangas sutis
nas condigoes de interacao sao suficientes para alterar a dinamica e manter o sistema

em ciclos constantes.
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Consideracoes Finais

Este trabalho permitiu compreender como a modelagem matematica, por meio
das equagoes diferenciais ordinarias (EDOs), é uma ferramenta essencial para descre-
ver, analisar e prever o comportamento de populagoes ao longo do tempo. O estudo da
dinamica populacional, inicialmente abordado pelos modelos de Malthus e Verhulst,
demonstrou como a matematica pode representar a evolucao de uma populacao sob
diferentes condigoes. Enquanto Malthus propos um modelo de crescimento exponen-
cial, Verhulst aprimorou essa visao ao considerar as limitagoes impostas pelo meio

ambiente, formulando o modelo logistico.

Entretanto, para descrever interagoes mais complexas, como aquelas entre
duas espécies interdependentes, sendo presas e predadores, foi necessario adotar um
modelo mais elaborado. Nesse contexto, o sistema de Lotka-Volterra representa um
marco no desenvolvimento da ecologia matematica, ao modelar a dinamica entre
essas duas populagoes por meio de um sistema de equagoes diferenciais de primeira
ordem. As simulacGes computacionais e andlises qualitativas realizadas ao longo do
trabalho evidenciaram a natureza ciclica dessas interagoes, com variacoes periddicas
nas populagoes, caracteristicas fundamentais para entender o comportamento desses
sistemas.Frisamos que, a utilizacao de graficos se mostrou uma ferramenta crucial
para a visualizacao dos resultados. Eles permitiram interpretar com clareza a evolucao
temporal das populagoes e identificar padroes orbitais no plano de fase, facilitando a

analise do comportamento do sistema frente a diferentes condig¢oes iniciais.

Ao longo do estudo, ficou evidente que compreender e resolver EDOs é fun-
damental para interpretar corretamente esses modelos e suas implicagoes. Reforga-se
o papel da matematica como ferramenta essencial para compreender, prever e agir
de forma responsavel em ecologia, biologia e gestao ambiental. Portanto, este estudo
destaca a importancia das equacoes diferenciais na modelagem de fendmenos naturais.
Elas permitem uma andlise precisa das interacoes entre espécies. Assim, contribuem

para compreender melhor as dinamicas ecolégicas do mundo real.
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