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RESUMO

Apesar da matematica ter um importante papel na formacao dos individuos, as ava-
liagoes do Ministério da Educacdo (MEC) tem mostrado um ensino brasileiro bastante
defeituoso, principalmente em matematica. A Geometria é um dos assuntos dos quais
os alunos tém mais dificuldades. Apesar disso, apresentamos um estudo sistematico en-
volvendo geometria plana aplicada no céalculo de centro de massa e momento de inércia.
Conceitos estes, cruciais para o entendimento do equilibrio de um corpo.

Palavras Chave: Geometria, Centro de Massa, Momento de Inércia.
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ABSTRACT

Although mathematics has an important role in the formation of individuals, the
evaluations of the Ministry of Education (MEC) have shown a rather defective Brazilian
teaching, mainly in mathematics. Geometry is one of the subjects that students have the
most difficulty with. Despite this, we present a systematic study involving applied flat
geometry in the calculation of mass center and moment of inertia. These concepts are
crucial for understanding the balance of a body.

Keywords: Geometry, Mass Center, Moment of Inertia.
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INTRODUCAO

Durante toda a vida a humanidade tem que interagir com objetos num espaco fisico.
A geometria teve e tem um papel importante nisso tudo, devido a sua imensa aplicacao.
Os conceitos geométricos podem ser utilizados na fisica, engenharias, praticas esportivas,
lazer (parque de diversoes) entre outros.

Vejamos um exemplo simples, mas que nos mostra como ela tem um impacto na vida
de cada pessoa. Intuitivamente, temos uma nocao do que seja o Centro de Gravidade
(C.G). Podemos observar uma régua qualquer. Supondo que essa régua fosse dividida em
pedacos, havera uma forca de atracao gravitacional em cada um deles.

Mas podemos representar a forga de atragao total (peso da régua) em seu Centro de
Gravidade. Para localiza-lo, amarramos a régua em um fio e, cuidadosamente, afastamos
o fio até o ponto médio, que é o meio da régua. Com este conhecimento, e outros citados
posteriormente, verificaremos que a Geometria do corpo, seu Centro de Gravidade e seu
Momento de Inércia sao importantes para entendermos como um corpo se comporta num
movimento qualquer ou parado, haja vista que estes itens citados acima sao condicoes
indispensaveis para equilibrio estatico e dinamico de qualquer objeto.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: O primeiro capitulo aborda os concei-
tos de centro de gravidade, centro de massa e centroide, assim como suas particularidades,
e ainda a importancia da simetria no estudo do equilibrio estatico de um objeto, além de
exemplos para fixar melhor tais conceitos. O segundo capitulo faz uma abordagem sobre
os conceitos de momento de inércia e suas aplicacoes, como também exemplos em forma
de exercicios, comuns ao dia-dia.



Capitulo 1

CENTRO DE GRAVIDADE,
CENTRO DE MASSA E CENTROIDE

"A Estatica lida com a descricao das condigOes necessarias e suficientes para manter
um corpo em equilibrio [...|"(MERIAM; KRAIGE, 2004, p.69) estatico. Mas, para que isso
ocorra é necessario conhecer as caracteristicas do material que é feito o corpo. Podemos
analisar se um material é homogéneo ou heterogéneo. Material Homogéneo: possui as
mesmas propriedades fisicas e mecanicas em todo o seu volume. Material Heterogéneo:
ha variagoes fisicas e mecanicas em todo o seu volume. As figuras[I.1] e [[.2]ilustram cada
um dos dois tipos de materiais citados acima.

/s P !

Fonte:http://engenheirodealtorendimento.com.br/?7p=180



Figura 1.2: Granito (Material Heterogéneo)

Fonte:http://tamparoofer.co/imagens-de-granito.html

1.1 Centro de Gravidade (CG)

Vamos considerar um corpo de forma e tamanho genérico com massa m. Se colocarmos
o corpo suspenso por um fio, como mostra a Figura [I.3] de qualquer ponto ele ficard em
equilibrio, sob a acdo da Gravidade e da forca de tracao do fio. Em quaisquer pontos
que escolhermos, essas linhas de agao da forca gravitacional e da forca de tracao do fio
passardao em um tunico ponto, chamado como Centro de Gravidade (CG) do corpo.

Figura 1.3: Centro de Gravidade.

A/

a b

Fonte:http: //efisica.if.usp.br /mecanica/basico/centrogravidade /intro/

Logo, define-se, conforme destacam(DOCA et al, 2016), ao afirmarem que "Centro de
Gravidade de um corpo ou de um sistema de pontos materiais, € um determinado ponto
onde podemos considerar aplicado o peso total do corpo ou do sistema'.



1.2 Centro de Massa (CM)

O Centro de Massa de um corpo ou de um sistema é o ponto que se move como se

toda a massa do sistema se concentrasse nesse ponto e todos as forcas externas fossem
aplicadas nesse mesmo ponto. Veja Figura [I.4}

Figura 1.4: Centro de massa.

Fonte: https://www.infoescola.com/mecanica/centro-de-massa/

Portanto, Centro de massa nao esta relacionado com o Campo Gravitacional, como
é o0 caso do Centro de Gravidade. Apesar da diferenga conceitual entre os dois pontos,
eles coincidem quando o corpo estd submetido a um Campo Gravitacional uniforme.
Analisaremos, a partir de agora, o Centro de Massa (DOCA, et al 2016).

1.3 Momentos e Centros de Massa

Vamos considerar a situacao mais simples mostrada na Figura |[1.5 cuja duas massas

my1 e mo sao fixadas num bastao a massa desprezivel em lados opostos a um apoio e a
distancias d; e dy do apoio. O bastao se equilibrar& somente se,

m1d1 = deQ (11)
Figura 1.5: Bastao sobre um apoio.

|«—d -|= d-

I a8
m, '| m,
I

I

apoio

Fonte: Stewart. 2016 p.503



Este experimento foi descoberto por Arquimedes e denominado por Lei da alavanca.
Como exemplo podemos ter duas pessoas brincando numa gangorra. Uma pessoa mais
leve equilibrando uma pessoa mais pesada. Suponha que o bastao esteja ao longo do eixo
X com My em Xy € My em x5 € o centro de massa em . Se fizermos uma comparacao das

Figuras[1.5]e verificamos que d; = (Z— 1) e dy = (2 — ) e logo a equagdo ((1.1]) fica:

my(z — x1) = ma(xe — T) (1.2)

mlzf —+ mglf' = M T1 + Moo (13)

7= ML+ Maly (1.4)
my + mo

Figura 1.6: Bastao apoiado em x.

Fonte: Stewart. 2016 p.504

Os momentos mix; € moxs sao chamados de momentos de massas de m; e ms (em re-
lagao & origem) e T é o centro de massa. Generalizando, temos um sistema de n particulas
com massas mi,Mms,...,m, localizadas nos pontos x,rs,...,x, sobre o eixo x, podemos
concluir que o centro do sistema ilustrado na Figura (1.6} esta localizado em

n
T = M (1.5)
m

Sendo m =Y , m; a massa total do sistema, e a massa dos momentos individuais

i=1

¢ denominada momento do sistema em relagao & origem. Entao, a equagao pode ser
rescrita como mx = M, que diz que, se a massa total fosse considerada como concentrada
no centro de massa x, entao seu momento deveria ser o mesmo que o momento do sistema.

Agora, considere um sistema de n particulas com massas mq, ms, ..., m, Nos pontos

(z1,91), (T2, Y2), .., (Tn, yn) 10 plano zy conforme a Figura[l.7]



Figura 1.7: n particulas no plano xy.

Vo

et Y

0 Ir
b

Fonte: Stewart. 2016 p.504

Estendendo o caso unidimensional para o bidimensional, definimos o momento do
sistema em relacao ao eixo y como:

=1

E o momento do sistema em relacao ao eixo x como

n
M, = Zmiyi (1.8)
i=1
Portanto, M, mede a tendéncia de o sistema girar em torno do eixo y e M, mede a

tendéncia de ele girar em torno do eixo x. Analogamente ao caso unidimensional, temos as
coordenadas (z,y) do centro de massa sao dadas em termos dos momentos pelas formulas

(1.9)

&I
Il

A

(1.10)

<
I

Onde m = Y7 | m; é a massa total. Como mz = M, e my = M,, o centro de massa
(Z,y) é o ponto em que uma particula inica de massa m teria os mesmos momentos do
sistema. Reescrevendo as equagoes ((1.9)) e (1.10) podemos ter as seguintes equagoes:

7= %:7}& (1.11)
i=1 T
g = i il (1.12)

Z?:l m;



Exemplo 1: Encontre o centro de massa (CM) do sistema de particulas que tém
massas iguais a 2, 5, 7 e 8 nos pontos A = (2,—1), B=(—1,-2),C = (=3,4)e D = (4,1),
respectivamente.

Usando as equagoes (1.11)) e (1.3) encontramos os valores e g
Yoamar;  2(2) +5(=1)+7(=3)+8(4) 10

I == = 2

S my 2+5+7+8 T2 11
C Yiamay  2(=1) +5(=2) +7(4) +8(1) 24 12
YEST e 2+5+7+8 T 29 11

Portanto o centro de massa (CM) ¢ (32, 12), conforme figura

Figura 1.8: Centro de massa.

C=(34)

centro de massa

B=(-1-2)

Fonte: Elaborada pelo autor.

1.4 Centro de Massa numa placa plana (lamina).

O objetivo aqui ¢é localizar um ponto P no qual uma placa fina de um formato qualquer
fique equilibrada na horizontal, conforme Figura[l.9] Esse ponto é denominado de Centro
de massa (ou centro de gravidade) da placa (STEWART, 2013).



Figura 1.9: Placa qualquer.

Fonte: Stewart. 2016 p.503

Para este estudo, consideramos uma placa fina plana (denominada lamina) com den-
sidade uniforme p e que ocupa uma regiao R do plano. Para encontrarmos o centro de
massa da placa, da regiao R, usaremos o conhecimento de simetria da regiao R em relacao
a uma reta r para definirmos o centroide (STEWART, 2013).

Quando algo pode ser dividido em duas partes exatamente iguais ele ¢ simétrico;
quando um objeto é girado em torno de um de seus eixos imaginarios sem que sua forma
se altere, esse objeto é simétrico em relacao a este eixo de movimento; quando um objeto
é deslocado de um ponto a outro sem que se altere, ele é simétrico em relagao aquele
deslocamento.

O centro geométrico pertence ao eixo de simetria, se ele existir. Portanto, em figu-
ras com eixos de simetria, o centroide ficard no encontro desses eixos. Por exemplo, o
retangulo tem seu centroide no encontro desses eixos de simetria, o triangulo no encontro
da medianas. Os momentos sao definidos, de tal forma que, se a massa total da regiao
esta concentrada no centro de massa, entao seus momentos ficam inalterados. Portanto, o
momento da uma regiao é igual a soma dos momentos individuais de cada parte da regiao
dividida.

Supondo que a regidao R seja como a Figura [1.10]ilustrada. A regidao R esté limitada,
entre as retas * = a e x = b e o grafico da funcao f, sendo f continua.



Figura 1.10: Regiao R.

_y=fl)

Fonte: Stewart. 2016 p.505

Dividindo o intervalo [a, b] em n subintervalos com extremidades xg, 1, ..., z,, e larguras

iguais, definidas como Ax. Escolhemos um ponto x; como ponto médio z; do i-ésimo
subintervalo definido pela expressio z; = (&%)

= ~—5—. Com isso, determinamos a aproximagao
da poligonal de R mostrada na Figura[l.11
Figura 1.11: Regiao R dividida.

(x5 flo))
!

TN \ G 2 7@)
z

i

1AL : .
0 i b x
ap N\ _\_r__[_[ X,
X;

'R,
: R,

Fonte: Stewart. 2016 p.505

O centroide do i-ésimo retangulo Ry é Cy(z;, f(Z;))

. Sua area é dada por f(z;)Auz.
Como sua densidade superficial constante é p = ¢, temos sua massa definida por m =

9



pf(Z:)Ax.
O momento de R; em relagao eixo y é o produto de sua massa pela distancia de C; ao
eixo y que é x;. Portanto,

My(R;) = [pf(2;)Az]z; = px; f(z;) A (1.13)

Somando esses momentos, obtemos o momento da aproximagao poligonal R, conforme
a soma de Riemann. Portanto, o limite quando n tende ao infinito é o momento da prépria
regiao R em relacao ao eixo y:

n b
M, = JL%Zp@f(fz)Ax = p/ xf(z)dx (1.14)
i=1 a

Analogamente, calculamos o momento de R; em relagdo ao eixo x como o produto de
sua massa e da distancia de C; ao eixo z:

1 1
M.(Ri) = [pf (z:)Al5 | (@) = p5[f (@) Ax (1.15)
Novamente, aplicando a soma de Riemann, temos o momento de R em relacao ao eixo
x:
M, = lim Y o (@A - / L (1.16)
" ahe £ PR 7] 2 '

Assim como no caso do sistema de particulas, o centro de massa da placa é definido
usando as expressoes mx = M e my = M. Entretanto, massa da placa m é o produto de
sua densidade constante p por sua area A. Assim temos:

b
m=pA = ,0/ f(z)dx (densidade constante) (1.17)

E podemos concluir que,

My _ pf;xf(x)dx B faba;f(ﬁ)dx

T = - = = (1.18)
mo [l f@dr  [] f@)da
S Mo pf SR [ de w19

mo [ f(x)de 2 fz) do

Portanto, a posicao do centro de massa independe da densidade, desde que ela seja
constante. Resumidamente, o centro de massa da placa (centroide de R) esté localizado no
ponto (Z, ), cujo valores sao calculados conforme as equacoes ([1.20]) e (1.21) (STEWART,
2013):

= %/ xf(z)dx (1.20)
=5 | U (1.21)

10



Exemplo 2: Encontre o centroide da regiao semicircular, conforme Figura [1.12

Figura 1.12: Regiao semicircular.

AY

X
g

—id [

Fonte: Anton; Bivens; Davis. 2014 p.462

Por simetria, temos = = 0, pois o eixo y é de simetria. Para encontrarmos ¥, observe
inicialmente que a equacao do semicirculo é y = f(z) = \/(a? — 22) e sua area ¢ A = 1ma?

2
Usando as equacdes ((1.20) e ((1.21)) temos:

1= [ s@Pa = [ S@ -

Portanto, o centroide é (O, g—fr)
Se a regiao R esta entre as curvas y = f(z) e y = g(x), com f(z) > g(x), como
ilustrado na Figura [1.13] entao o mesmo tipo de raciocinio pode ser usado para definir o

centroide (Z,y) de R, e assim temos as equagoes (1.22)) e (1.23) (STEWART, 2013):

11



Figura 1.13: Regiao limitada entre duas curvas.

A C( %, LI fx) +g(x)])
¥y = flx)
A
y=glx)
0 i Tr b *
Fonte: Stewart. 2016 p.507
o= [ alf@ - gl do (1.22)
1= | SR - fo@P o (1.23)

Note que a densidade nao aparece nas equagoes ((1.22) e (1.23]). Isso mostra que o
centroide é uma propriedade geométrica da regiao R.

12



Exemplo 3: Encontre o centroide da regidao R delimitada pelas curvas y = f(x) = z+6
e y = g(z) = 2%, mostrada na Figura [1.14]

Figura 1.14: Regiao limitada pelas curvas.

AN

— bkd L e LAWY =] 0O W D

(—2.4)

X
| | | | | -
-3 -2 -1 1 2 3 4
Fonte: Anton; Bivens; Davis. 2014 p.463
Primeiramente, vamos analisar os ponto de interseccao em z = —2 e x = 3. Para

f(x) > g(x), temos x + 6 > x?. A area da regiao R é:

A:/_Q[(x+6)—x2]dx:%

usando as equacoes ([1.22)) e ((1.23) temos,

o= [ alf@) - g ds

:l/_Qx[(x+6)—x2]dx

6 (2* 5 1M\ 3
_E(E“”’ —z> =

13



6 (1 2 2\2
=155 _25[@—!—6) — (2%)] dx

0 1/3(2+12 +36 —2%)d
=—" = T T —x)ax
125 2/,

5

6 1 /a3
<x—+6x2+36x—%) 2,

~ 125 2\3
6 250
125 3
y=4

Portanto, o centroide de R é (%, 4).

14



1.5 Simetria em areas de figuras planas.

Primeiramente, o eixo BB’ divide a Figura [1.15|em partes rigorosamente iguais, por-
tanto trata-se de um eixo simétrico. Uma area A é simétrica em relacdo a um eixo BB’
se para cada ponto P da &area existir um ponto P’ da mesma éarea tal que a linha PP’
seja perpendicular a BB’ e fique dividida em duas partes iguais por esse eixo, conforme
Figura [1.15] (BEER, 2012).

Figura 1.15: Eixo de simetria.

BI

Fonte: Elaborada pelo autor.

Temos também que uma linha L (representada por PP’) é simétrica em relacao a
um eixo BB’ se satisfizer condi¢oes semelhantes. Quando uma area A ou uma linha L
possuem um eixo de simetria BB’, seu momento de primeira ordem em relagdo a BB’
é zero, e seu centroide estd sobre esse eixo. Vendo a Figura que é simétrica em
relagdo ao eixo y, verificamos que cada elemento infinitesimal dA de abscissa x existe um
elemento dA’ de igual area e com abscissa —x. Tendo a equagdo (?77) igual a zero, ou seja,
@, = 0. Dai resulta 7 = 0.
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Figura 1.16: Simetria de Area.

y

(0]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Portanto, se uma area A ou uma linha L tiverem um eixo de simetria, seu centroide
C ficaré localizado sobre esse eixo. Se tiver dois eixos, entao seu centroide C' serd na
intersegao deles, como mostra as Figuras|1.17

Figura 1.17: Figuras com eixos de simetria.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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1.6 Centro Geométrico (Centroide) de figuras planas
simples.

A forma geométrica de um corpo nos ajuda no célculo do seu centroide. Mas para isso
precisamos demonstra-la. A maior parte dos problemas sera resolvida com elemento de
area em forma de uma faixa retangular, como mostrada na Figura [1.18

Figura 1.18: Retangulo e seu centroide.

y

b

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vejamos as demonstracoes dos valores de T e 4 nos retangulos das Figuras e
respectivamente:

_ JadA
xr =
TdA
dA =y -dx
:f:fobxy-dx:fobx-h-dx:h~§|8:b_2‘lzé
Joy-de  [Thede  hexlp 2002
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Figura 1.19: Retangulo e seu centroide.

y
h tdy
Yy
X
b
Fonte: Elaborada pelo autor.
_ JydA
Y= TaA
dA =z - dy
s doymdy flybedy begl w1 b
foh:v-dy fohb-dy b-ylg 2 h 2

As outras formas geométricas simples da Figura[1.20|sdo demonstradas de modo ané-
logo.
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Abaixo serd mostrada a Figura [1.20| com centroides de areas de formas mais comuns:

Figura 1.20: Centroides de 4reas de formas usais.

Superficie X | y |Area
Plana
A
Retangulo/ | |, 1] ) b h b.h
Quadrado \CG -y 5 2
b
Tridangulo h b.h
retangulo > X 3 2
Circulo »x 0 0 .12
Semicirculo 0 4r .12
’X 3T 2
% Circulo ] e 4r 4r | omor?
3m 3w 4

Fonte: Elaborada pelo autor.
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1.7 Centro Geométrico (Centroide) de figuras planas
compostas.

Em situagoes corriqueiras, uma placa plana pode ser dividida em figuras simples, como
mostrada na Figura [[.20] Pode-se calcular a abscissa Z do seu centro de gravidade G a
partir das abscissas Zi, Zs, ..., T, dos centros de gravidades de diversas partes represen-
tando que o momento do peso de toda placa em relagdo ao eixo y é igual a soma dos
momentos dos pesos das diversas partes em relacdo ao mesmo eixo, conforme Figura|l.21
Sua ordenada ¥ do centro de gravidade da placa é calculda de forma similar, igualando-se
o momento em relagdo ao eixo x. Equacionando temos (BEER, 2012):

Figura 1.21: Figuras planas compostas.

Fonte: Beer. 2012 p.196

S My (Wit Wot o+ W) = 2Wi + 2 Wa + .+ 2, W,
S My gWi+ Wt o+ W) = 5 Wi + 52Wa + .+ G Wi

De forma, resumida obtemos:

i=1 i=1

7y Wi=> uW (1.25)
=1 =1

As equagoes podem ser resolvidas para as coordenadas ¥ e § do centro de gravidade
da placa, como mostra a Figura [1.22
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Figura 1.22: Figuras planas compostas.

y | y

»

X 0 b

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considerando a placa homogénea e de espessura uniforme, o centro de gravidade coin-
cide com o centroide C' da sua superficie. A abscissa T do centroide da superficie pode
ser calculada, analisando-se que o momento de primeira ordem (), da superficie com-
posta com relacao ao eixo y pode ser escrito tanto como o produto de x pela area total
quanto como a soma dos momentos de primeira ordem das 4reas elementares em relagao
ao eixo y, conforme figura A ordenada 7 do centroide é calculada de forma similar,
considerando o momento de primeira ordem (), da &drea composta. Temos:

Qy=T(A+A+ ...+ A4,) =T1A + T4+ ...+ T,A,

Q= y(A1 +As + ... + Ay) = 1AL + Ao + o+ TR A,
De forma, resumida, temos as equagoes ((1.26) e (1.7)) :

Q=1 Zn: A= Zn: T; A; (1.26)
i=1 =1

Qe = ZjZAi = Zy_iAi (1.27)
i=1 i=1

As equagoes fornecem os momentos de primeira ordem da superficie plana composta
ou podem se usadas para calcular as coordenadas e ¥ do seu centroide.

Exemplo 4: Determine as coordenadas do centroide da Figura |[1.23|e os momentos de
primeira ordem em relacao aos eixos x e y.
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Figura 1.23: Area da superficie plana composta.

y

r=12,5cm

50cm

Fonte: Notas de aula - Resiténcias dos Materiais II.

Divida a superficie plana em forma geométricas simples de centroide ja conhecidos,
conforme a Figura [1.24]

Figura 1.24: Tabela resumo das coordenadas do centroide.

TABELA - 2
dimensoes — _ —
FIGURAS . x; 5 XA Ay
base "b" {cm])|Altura "h" {cm)|raio "r" {cm)| const. {cm) A ! Y ' il
Semicirculo 12,50 3,14 245,31 12,50 30,31 3.066,41 | 7.434,90
Retdngulo 25,00 25,00 625,00 12,50 12,50 7.812,50 | 7.812,50
Tridngulo 25,00 25,00 312,50 33,33 8,33 10.416,67 | 2.604,17
Semicirculo 6,25 3,14 -61,33 25,00 2,65 -1.533,20 | -162,76
SOMATGORIO 1.121,48 | 17,62 15,77 | 19.762,37 | 17.688,80
Tabela 1 £ §
Area
& x 17,62 cm
. b h A —
' t=s | g=s [ A7PA y 15,77 cm
i >N
b
Q, 17.688,80 cm®
Y Q, 19.762,37 cm®
b _h | g=bhy
- X —‘ ¥ —: -
X
b
¥
/_E; Er z ir 2
i=0 : ar 2 mrt
3w 2
X

Fonte: Elaborada pelo autor.
Calculos:
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A é a area do semicirculo de raio r; = 12,50 ecm

- (12,5)?
Ay = % — 954,31 em?

Ay é a area do retangulo de base by = 25,00 cm e hy = 25,00 cm

Ay = 2525 = 625,00 cm?
As é a area do triangulo de base bg = 25,00 ¢m e hy = 25,00 cm
2525

As = —5 = 312,50 em?
A, é a area do semicirculo de raio ry, = 6,25 cm
- (6,25)?
Ay = % — 61,33 em?
Coordenadas do semicirculo Ay:
1 = 12,50 cm
4-(12,50
7 = 25,00 + M = 30,31 em
s
Coordenadas do retangulo As:
2
Ty = ﬂ = 12,50 cm
25,00
s = ’T = 12,50 em
Coordenadas do triangulo As:
25,00
T3 = 25,00+ —— = 33,33 cm
25,00
Yz = ’T = 8,33 cm
Coordenadas do semicirculo Ay:
Ty = 25,00 cm
4-(6,25
y_4:—( 25) =2,65 cm
3-m

utilizando as equagoes ([1.26)) e (1.40), encontramos as coordenadas do centroide e os
momentos de primeira ordem da Figura [1.23]:
Al -1+ Ay To+Ag B3 — Ay -3y
A+ A+ Az — Ay

T =

. _ (245,31 -12,50) + (625,00 12,50) + (312,50 -33,33) — (61,33 -25.00) _ _
xr = = cm
245,31 + 625,00 + 312,50 — 61, 33 ’
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g:A1~y‘1+A2~zIz+A3‘y‘3—A4'zJ4
A+ Ay + A3 — Ay

(245,31 -30,31) + (625,00 - 12,50) + (312,50 - 8,33) — (61,33 - 2,65)
v= 245,31 + 625,00 + 312,50 — 61, 33

Qy:i"ZAz‘
i=1

Q, = 17,62 - (245,31 + 625,00 + 312,50 — 61,33) = 19.762, 37 cm?

= 15,77 cm

Qu=7-Y A
=1

Q. = 15,77 - (245,31 + 625,00 + 312,50 — 61, 33) = 17.688, 80 cm?
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Exemplo 5: Determine as coordenadas do centroide da Figura [1.25

Figura 1.25: Centroide de figura assimetrica.

1

15cm

10cm' X

15¢cm

Fonte: Elaborada pelo autor.

Aq é a area do semicirculo de raio r; = 15,00 ecm

(1 2
A = w — 353,43 cm?
As é a area do semicirculo de raio ro = 10,00 cm
(1 2
Ay = w — 157,08 cm?

Coordenadas do semicirculo Ay:

4-(15
T, =15 — ( )—8,636m
3-m
y1 = 15,00 ecm
Coordenadas do semicirculo As:
4-(1
Ty =15 — (0):10,76(:771
3-m
Y2 = 15,00 cm
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A1~f1—142‘.f2
A — A,y

(353,43 - 8,63) — (157,08 - 10, 76)

T =

T 353,43 — 157, 08 =6,93 em
_:A1'?J1—A2'?JQ
Y A, — A,

(353,43 15,00) — (157,08 - 15,00)
_ — 15,00
4 353,43 — 157,03 e

A figura [I.25] mostra que o centro de massa pode ficar fora da area do desenho.
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Capitulo 2

MOMENTO DE INERCIA

O Momento de Inércia é uma medida da resisténcia inercial do corpo para movimentos
de rotacoes em torno de um eixo. Como depende da distancia, quanto mais afastado do
eixo estd um elemento de massa, maior serd sua contribuicao ao Momento de Inércia
em relacao ao eixo. Portanto, além de saber da massa do corpo, temos que entender
como sua massa ¢ distribuida. Essa caracteristica geométrica do momento de inércia é
importantissima no dimensionamento dos elementos de construgao (vigas, pilares, lajes e
outros), pois fornece uma nogao de resisténcia da peca (BEER, 2012).

2.1 Momento de inércia ou momento de segunda ordem
de uma superficie plana.

Consideramos forcas distribuidas como AF' cujas intensidades sao proporcionais aos
elementos de area AA sobre as quais, elas atuam e variam linearmente com a distancia
entre AA e um eixo especifico. Como exemplo, uma viga de secao transversal uniforme
sujeita a dois binarios iguais e opostos aplicados em cada extremidade da viga, estando
assim, sob flexao. Tal efeito, estudado em mecanica dos materiais, mostra que as forgas
internas em qualquer secao da viga sao forcas distribuidas cujas intensidades AF = kyAA
variam linearmente com a distancia y entre o elemento de area AA e um eixo que passa
pelo centroide da secao, conforme Figura Esse eixo é definido como eixo neutro da
secao, ou seja, ¢ uma superficie de um corpo deformado por flexao que separa a zona
comprimida da zona tracionada (BEER, 2012).
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Figura 2.1: Se¢ao transversal de uma viga.

AA

AF = kyAA

Fonte: Elaborada pelo autor.

As forgas sobre um dos lados da secao dividida pelo eixo neutro sao forcas de com-
pressao, ao passo que, sobre o outro lado, sao forcas de tracao; sobre o proprio eixo, as
forcas sao nulas.

A intensidade da resultante R das forcas elementares AF que atuam sobre toda secao

R:/kydA:k/ydA

A dltima integral é definida como momento de primeira ordem (), da secdo em relacao
a0 eixo r; essa integral vale g A e, portanto, é igual a zero, pois o centroide da se¢ao localiza-
se sobre o eixo x. Logo, sistema de forcas AF reduz a um binario. A intensidade M desse
binério (momento fletor) deve ser igual a soma dos momentos AM, = yAF = ky?AA das
forcas elementares. Integrando sobre toda a secao, obtemos:

M:/k;y?dAzk/y?dA

A ultima integral é definida como o momento de segunda ordem, ou momento de
inércia, da secao da viga em relagao eixo x, representado por I,. Ele é obtido quando se
multiplica cada elemento de area dA pelo quadrado de sua distancia do eixo x e quando
ele é integrado sobre a secao da viga. Como y?dA & positivo, a integral I, serd sempre
positiva.
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2.2 Determinando o momento de inércia de uma super-
ficie plana por integracao.
Na secao anterior, determinamos o momento de segunda ordem, ou momento de inér-

cia, de uma superficie plana A em relagdo ao eixo x. De forma analoga, determinamos

o momento de inércia I, da superficie A em relagdo ao eixo y, conforme a Figura
(BEER, 2012).

Figura 2.2: Momento de inércia.

i dA=ydx
dA = dx dy dA=(a-x)dy

a
| |

Fonte: Elaborada pelo autor.

Temos entao as equagoes (2.1) e (2.2):
I = / VdA (2.1)

I, = / 22 dA (2.2)

As integrais sao os momentos de inércia em relagao aos eixos coordenados da superficie
A e podem ser calculados, de forma facil, se escolhermos dA como uma secao retangular
paralela a um dos eixos coordenados. Para calcular [, escolhe-se a segao retangular
paralela ao eixo x de modo que todos os pontos estejam & mesma distancia y do eixo x.
O momento de inércia dI,, é calculado multiplicando a area dA por y?. De forma analoga,
calculamos I, escolhe-se se¢ao retangular paralela ao eixo y de modo que todos os pontos
estejam & mesma distancia 2 do eixo y. O momento de inércia dI, é r?dA.
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2.3 Momento de inércia de uma superficie dada.

Vamos determinar o momento de inércia de um retangulo em relacao a sua base,

conforme Figura [2.3[ (BEER, 2012).

Figura 2.3: Momento de inércia de um retangulo.

y

dA = bdy

b

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dividindo o retangulo em faixas paralelas ao eixo x, temos:

dA = bdy

dl, = y*bdy

h
1
I, = / by*dy = ~bh® (2.3)
0 3

A formula que acabamos de deduzir pode ser usada para definir o momento de inércia
dI, em relacao ao eixo x de uma faixa retangular paralela ao eixo y, tal como na Figura
2.3 Tomando b = dz e h =y na equagdo (2.3)), temos:

1
dl, = —y3d
3 ¥ 4

dl, = ¥*dA = 2’ydw
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Portanto, o mesmo elemento pode ser usado para determinar os momentos de inércia
I, e I, de uma superficie dada, como mostra a Figura

Figura 2.4: Momento de inércia de uma superficie dada.

y

dl, =3y dx
Yy
X
dI, = x*ydx
v

dx X

Fonte: Elaborada pelo autor.

31



2.4 Teorema dos eixos paralelos.

Considere o momento de inércia 44 de uma superficie plana A em relacdo a um eixo,
como mostra a Figura[2.5] Definindo y como a distancia entre um elemento de superficie
de area dA e AA’, escrevemos (BEER, 2012):

IAA’ == /y2dA

Figura 2.5: Teorema dos eixos paralelos.

: : 4 -
.[' f dA
B— = , B
(
)
d
| ' A

Fonte: Beer. 2012 p.289

Vamos tracar um eixo BB’ paralelo a AA’ passando pelo centroide C; o eixo é defi-
nido por eixo centroidal. Representando por 3’ a distancia entre o elemento dA e BB”
escrevemos y = ' +d, onde d é a distancia entre os eixos AA" ¢ BB'. Eliminando y nessa
integral, escrevemos

[AA’ = /ysz = /(y/—i-d)QdA
:/y’QdA+2d/y’dA+d2/dA

A primeira integral representa o momento de inércia Igp da superficie em relacio ao
eixo centroidal BB’. A segunda representa o momento de primeira ordem da superficie
em relacdo BB’; como o centroide C' da superficie esta localizado sobre o eixo, a segunda
integral dever ser nula. Finalmente, observamos que a tltima integral é igual a area total
A da superficie. Logo, temos

Iaw = Igp + Ad? (2.4)

Essa formula expressa que o momento de inércia 44 de uma superficie em relagao a
um dado eixo AA’ é igual ao momento de inércia Igp da superficie em relacdo ao eixo
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centroidal BB’ paralelo a AA’ mais o produto da area A da superficie e do quadrado da
distancia d entre os dois eixos. Esse teorema é definido como teorema dos eixos paralelos.
Substituindo 44 por kA e Igp por k?A, o teorema pode ser expresso como:

k? =k 4 d? (2.5)

Exemplo 4 - Calcule o momento de inércia de um triangulo em relagao a base. Consi-
dere a Figura [2.6

Figura 2.6: Aplicagdo do teorema do eixos paralelos.

y“ * >

B S

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tendo o triangulo de base b e altura h, e com o eixo x coincidindo com a base. Uma
faixa diferencial paralela ao eixo = é definida com area dA. Como todas as porc¢oes da
faixa estdo 4 mesma distancia do eixo x, temos:

dl, = y*dA

dA = ldy

Usando a relagao de semelhancas de tridngulos, obtemos:

Il (h—y)
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(h—y)
A=bh-
d h

Integrando dI, de y = 0 até y = h, obtemos:

h h— b h
L,;Z/deAZ/y2-b~%-dy=E-/(hyg—y3)-dy
0 0
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Exemplo 5 - Considere uma superficie triangular, como mostra a Figura[2.7] Determine
o momento de inércia centroidal da superficie.

Figura 2.7: Aplicacao do teorema do eixos paralelos.

ap D’

h (h —d)=d' = >h

T3

B C B’

d—lh
‘ _A3

l‘ ,
, b

0=A

Fonte: Elaborada pelo autor.

Usando o teorema dos eixos paralelos temos:

Iy = Ipp + Ad®

2
l-b-h- lh :ith
2 3 36

Observe que o momento de inércia de uma superficie é sempre menor em relacdo a
um eixo centroidal do que em relacao a qualquer outro eixo paralelo. Analisando ainda a
Figura o momento de inércia em relacdo ao eixo DD’ é obtido através de:

2
l.b.h. gh :lbhii
2 3 4

Podemos observar que Ipp nao é obtido diretamente de I44.. O teorema dos eixos
paralelos s6 pode ser aplicado se um dos eixos paralelos passa pelo centroide da superficie.

_ 1
] /:I /—Ad2: —.b.h‘?‘ -
=t = ()

_ 1 .
Ipp = Igg + Ad? = <% b- h*‘) +

2.5 Momento de inércia de superficie composta.

O momento de inércia de uma superficie A pode ser calculado, dividindo a superficie
em figuras de geométricas simples e somando seus momentos de inércia de cada figura.
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Vejamos uma superficie A formada por diversas superficies Ay, As, A3, ...A,. O momento
de inércia de A é obtido pela soma dos momentos de inércia de cada superficie simples
que tem seus momentos ja tabelados, como mostra a Figura [2.8] (BEER, 2012).

Figura 2.8: Tabela de momento de inércia de formas geométricas simples.

Superficie I, L I, | I, | Area
Plana
A :
y
1 ?
Retangulo / haboood o fox bh3 hb3 bh® | hb®| b.h
Quadrado ICG 12 12 |3 |3
T » X
b
Tridngulo bh® hb® bh® | hb*| b.h
retangulo 36 36 |12 |12 2
» X
y=y
[
Circulo X=X ar* ort nrt | nrt| mr?
4 z 7|2
Semicirculo 0,1098r* wrt art|nrt | mor?
8 8 8 2
0,05491% | 0,0549r* |mr* |mrt| w.r?
% Circulo 16 |16 | 4

Fonte: Elaborada pelo autor

Entretanto, antes de os momentos de inércia das superficies simples serem somados,
talvez seja necessario aplicar o teorema dos eixo paralelos para transportar cada momento
de inércia para o eixo escolhido.

O calculo do momento de inércia de uma secao da viga em relagao ao seu eixo neutro
é fortemente relacionado ao célculo do momento fletor nessa viga. Portanto, a determi-
nacao de momentos de inércia é um pré-requisito para a analise e o projeto de elementos
estruturais.

Exemplo 6 - Determine o centroide C da 4rea da secao transversal da viga T', mostrada
na figura 2.9} e calcule os momentos de inércia em relagao ao eixos centroidais.
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Figura 2.9: Viga T (secdo).

-50

Fonte: Elaborada pelo autor.

Primeiramente, dividiremos a superficie plana em superficies de geometria mais simples
de centroide conhecido, conforme Figura [2.10

Figura 2.10: Viga T decomposta.

-50

Fonte: Elaborada pelo autor.

Agora vamos calcular os valores das areas de cada figura:
A; =90-10 = 900 cm®
Ay =20-30 = 600 cm®

As distancias entre os eixos centroidais de cada superficie até os eixos de referéncia x
ey:

dyy = 0,0 cm

dy, = 0,0 cm
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dy, = 8,0 cm

dy, = 12,0 cm

Calculo de z e ¥:

i=1 i=1

Ay @+ Ay (900 -0) + (600 - 0
o Ant A s | )+ ) _ 0,0 em

A+ Ay (900 4 600)

@'ZAiZZy_z"Ai
i=1 i=1

A A (900-35) 4+ (600-15)
YT A YA, T (00+600) h

Portanto o centroide fica localizado no ponto C' = (0, 27).

Calculo dos momentos de inércia em relagdo ao baricentro:

L= (L + Aid) = (L, + Avd2) + (I, + Asd?,)

i=1

b ()90 (10)°

_ _ 4
I, = 15 15 = 7.500,0 cm
- by - (h2)®  20-(30)3 4
. 15 15 5.000,0 cm

I, = [7.500,0 + 900 - (8,0)?] 4 [45.000, 0 + 600 - (12,0)?] = 196.500, 0 cm*

L= S (I + Ad2) = (I, + A2,) + (I, + As,)

=1

~ hy-()? 10-(90)3

Ly=—F—="7, = 607.500, 0 cm*
~ hy-(by)®  30-(20)3
I, = 1<22) — 1(2 ) = 20.000,0 em?*

I, = [607.500,0 + 900 - (0,0)2] 4 [20.000, 0 + 600 - (0,0)2] = 627.500,0 cm*

38



CONSIDERACOES FINAIS

Observamos o quanto estao presentes a fisica e matemaética no estudo do equilibrio de
um corpo, onde destacamos o uso da geometria para o caso de corpos homogéneos.

Com a realizacao deste trabalho, foi possivel analisar de forma mais detalhada a aplica-
¢ao da geometria para a identificacao dos conceitos fisicos de centro de massa e momento
de inércia. Sendo possivel concluir o quanto a geometria é importante no desenvolvimento
dessa teoria, e portanto, determinam formas geométricas de cada objeto, por exemplo,
carros, pontes, edificios, etc.

A partir desta analise, pode-se afirmar que uma parcela significativa das descobertas
e feitos realizados pelo homem, principalmente para facilitar a nossa vida, foram desen-
volvidos gracas aos conhecimentos fisicos e mateméaticos que foram tratados aqui, e que
questoes de centro de massa e de momento de inércia sao resolvidos, em geral, com a
aplicacao de geometria simples, que sao ensinadas na Educacao Bésica. Apersar de citar-
mos tais conceitos nas aplicacoes em engenharia, ¢ importante colocarmos que existem
diversas outras aplicacoes.
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