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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo apresentar o método de separacao de
variaveis para equacoes diferenciais parciais através de uma aplicacdo na equacgao do calor.
Para isso abordamos alguns topicos relacionados a analise no R", algebra linear e séries
de Fourier. Além disso utilizamos o software Geogebra como facilitador na representagao
grafica da série de Fourier e para a representacao grafica do comportamento da solucao da

equacao do calor em uma barra finita.

Palavras Chaves: FEquacgao do calor. Separagao de varidaveis. Equagoes diferenciais

parciais.
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Abstract

The present work aims to present the method of separating variables for partial
differential equations through an application in the heat equation. For that we approach
some topics related to the analysis in R", linear algebra and Fourier series. In addition, we
use the Geogebra software as a facilitator in the graphic representation of the Fourier series

and for the graphic representation of the behavior of the solution of the heat equation.

Key Words: Heat equation. Separation of variables. Partial differential equations.
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Introducao

Em matematica, existe um método chamado de separagao de variaveis que resolve
algumas equagoes diferenciais, ele permite reescrever a equacao de tal forma que possamos
separar as variaveis em lados opostos da equacao. Em particular serd abordado ao longo
deste trabalho o método de separagao de variaveis para equacoes do calor, onde alias este
método também ¢é conhecido como método de Fourier.

Segundo Carslaw (1921) esta teoria foi desenvolvida no século XVIII (por volta
de 1750), apds as primeiras tentativas de resolver o problema de vibracao de uma corda,
hoje conhecida como equacao da onda unidimensional, onde intuitivamente a ideia era
decompor fungoes quaisquer em fungoes trigonométricas simples, o que causou grande
movimentagao no cenario matematico. A expressao obtida

u(z,t) = a, sen (nz) cos(nct),
n=1
por Daniel Bernoulli (1700-1782), em 1723, como solucao para o problema de vibragao da
corda. De acordo com Figueiredo (2014) as primeiras tentativas de resolver o problema
foram realizadas por Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783), em 1747 e Leonhard Euler

(1707-1783), em 1748 e todos chegaram a conclusao que
u(z,t) = Fx +ct) + Gz — ct),

seria a solu¢ao do problema. J4 em 1759 Joseph Louis Lagrange (1736-1813) mostrou que

a solucao da equacao da onda era dada por

u(z,t) = / Z sen (nmzx) sen (ny) cos(nmet)] f(y)dy

/1 E 1 [sen (nmz) sen (nmy) sen (nmet)]g(y)dy,
cm = 1 n
onde temos que a posigao inicial é dada por f(x); o comprimento da corda é 1 e a velocidade
inicial dada por g(z). Vale ressaltar que Euler também ja tinha previsto essa andlise, no
entanto o mesmo nao especificou os coeficientes das séries acima.

Foi entao que em 1811, Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) em sua Théorie
mathématique de la chaleur (Teoria Matematica de Condugao do Calor) determina tais

coeficientes que logo ficaram conhecidos como coeficientes de Euler-Fourier.



Segundo Eves (2011), Jean Baptiste Joseph Fourier foi um notével Matemético e
Fisico francés, nascido no ano de 1768 em Auxerre, comuna francesa localizada no nordeste
do pafs. Orfao de pai e mée ainda quando crianca, foi internado e educado em uma
Escola Militar dirigida por beneditinos. Apoiou fortemente a causa da Revolugao Francesa,
de modo que ajudou a promové-la, recebendo entao como recompensa uma cadeira na
recém fundada Escola Politécnica Francesa. Tempos depois, acabou renunciando ao cargo
para poder acompanhar Napoleao Bonaparte e Gaspar Monge a uma expedigao ao Egito.
Estando 14, foi indicado Governador do Baixo Egito, retornando a Francga por volta do ano
de 1801, apos as vitorias britanicas e a rendicao francesa. Comegou entao suas experiéncias
com o calor onde deu inicio ao seu trabalho Théorie analytique de la chaleur em Grenoble
em 1807 e completou-a em Paris em 1822. Fourier afirmou que qualquer fungao (continua

ou descontinua) de uma varidvel f(z) poderia ser representada por uma série da forma:

1 > nmwr nwT

—ao—i-z a, cos — + b, cos — |,

2 — L L
n=1

conhecida na época de série trigonométrica, hoje conhecida como série de Fourier, onde

foram expressos na obra os coeficientes

1 /L
an:Z[Lf(x)cosn—?dx, n>0

1 (L
bn:Z/_Lf(x) sen?dw, n>1.

Embora o objetivo inicial de Fourier era resolver a equacao do calor, apds o
método ser aperfeicoado, hoje ele é utilizado para resolver diversos problemas fisicos e
matematicos e é extremamente importante nas areas de engenharia elétrica, actstica,
Optica, processamento de sinais entre outros. Feita essa andlise historica, apresentaremos
a seguir a disposicao geral desse trabalho.

Apresentamos no Capitulo 1, alguns resultados preliminares relacionados aos tépicos
de analise no R", dlgebra linear, equagoes diferenciais parciais e séries de Fourier que sdo
essenciais para o estudo dos capitulos posteriores.

No Capitulo 2, aplicamos o método de separagao de varidveis na resolucao da
equacao do calor, onde durante a aplicacao do método usamos diversos resultados vistos
no Capitulo 1. Ainda nesse capitulo utilizamos o software GeoGebra para representacao
grafica do comportamento da solugao da equacao do calor.

Para finalizar, no Capitulo 3, fazemos o estudo da convergéncia e unicidade da
solucao da equacao do calor, utilizando para isso teoremas de convergéncia da série de

Fourier e integrais de energia.



Capitulo 1
Nocoes Preliminares

Apresentaremos inicialmente alguns conceitos basicos sobre andlise no R" relaci-
onados a terminologias, notagoes e algumas defini¢oes que serdo de grande importancia
no decorrer deste trabalho. Além disso, mostraremos alguns resultados de Algebra linear,
Equagoes diferenciais parciais e Séries de Fourier. Vale ressaltar que nao iremos nos
aprofundar nos resultados deste capitulo. Daremos énfase apenas as partes que servirao
como base para os préximos capitulos. Para maiores detalhes sugerimos as referéncias

(IORIO, 2005), (FIGUEIREDO, 1977) e (LIMA, 2009).

1.1 Alguns Resultados de Analise

Daremos inicio introduzindo algumas terminologias, notagoes e apresentando al-
gumas defini¢cdes. Vamos denotar o conjunto dos niimeros inteiros por Z, o conjunto dos

nimeros complexos por C e consideraremos o conjunto dos nimeros naturais como sendo
N={neZ:n>1}.

O espaco euclidiano n-dimensional R™ é o produto cartesiano de n fatores iguais a
R, isto é R x R x - - - x R. Assim seus elementos sao sequéncias (ou listas) de n termos reais
r = (21,29, T3, -+ ,x,) e para cada i =1,2,...,n o termo z; é dito a i-ésima coordenada
de x. Dados dois pontos (ou vetores) = = (x1,xs,...,x,) e y = (Y1,%2,---,Yn) em R" a

distancia entre x e y é dada por

n

v —y| = [Z(wi - yi)Q] " .

i=1
Definicao 1.1.1. Chamaremos o conjunto de todos os pontos a uma distancia menor do
que r > 0 de um ponto fixo xqg € R™ de bola aberta centrada em xy de raio r e denotaremos
por B(zg, 1), ou seja,

B(xg,r) ={z € R" : |z — xo| < 1}.



Analogamente, a bola fechada centrada em xo de raio r € o conjunto Blxg,r| dado por
Blzg,r] ={z € R" : |z — x| <7}.

Definigao 1.1.2. Dizemos que um subconjunto 2 C R™ € aberto se, dado qualquer xq € €2,
existe uma bola aberta centrada em xq inteiramente contida em ). Por outro lado, dizemos

que um subconjunto F' C R™ € fechado se seu complementar € aberto, isto €, se
Rt —F={zeR":x ¢ F}
¢ aberto.

Dado A C R, dizemos que o fecho de A, denotado por A, é o menor conjunto
fechado que o contém, enquanto que o interior de A, denotado por int(A) é o maior
conjunto aberto contido em A e para finalizarmos dizemos que o bordo ou fronteira de A,
denotado por 0A, é

OA={reA:x¢int(A)}.

Defini¢ao 1.1.3. Uma fungio [ é dita seccionalmente continua em [a,b] se existir uma
particio a = xg < x1 < -+ < x, = b do intervalo [a,b] tal que f seja continua em cada
subintervalo (xj,xj41) e que f(x) tenda a um limite finito quando x € (z;,x;+1) tende a

Tj oua iy, 0<j7<n—1

A seguir apresentaremos alguns resultados relacionados a convergéncia que serao
de grande relevancia para os proximos capitulos. Maiores detalhes as provas dos teoremas

podem ser encontrada na referéncia [9)].

Definicao 1.1.4. Diremos que a série Z fu(z) converge pontualmente em I se para cada

n=1
o0

xo fixado no intervalo I a série numérica Z fn(zo) converge. Ou equivalentemente, dados

n=1
e >0 exy €I existe um numero N, dependendo de € e xq tal que

<é€

i fi(zo)

para todo n < m, com n > N, ou ainda, quando a sequéncia das somas parciais converge.

Definicao 1.1.5. Diremos também que a série de fungoes Z fa(z) converge uniforme-
n=1
mente quando, dado € > 0 eziste um inteiro N(g), que nao depende de x, tal que

<€

i fi(z)

para todo m > n > N, ou equivalentemente, quando a sequéncia das somas parciais

converge.



Observacgao 1.1.1. Dada uma sequéncia (f,) de fungoes, a partir dela formamos uma

nova sequéncia (s,), onde

si=f1, Ss=fH+fo,.ry Su=hH+fot+F [

As fungoes s, chamam-se as reduzidas ou somas parciais da série Z fn € (sn) a sequéncia

das somas parciais da Z fn-

Teorema 1.1.1. Se a sequéncia de fungoes integravéis f, : [a,b] — R converge unifor-

memente para f : [a,b] — R entdao f € integravel e

/ab f(z)dx = Jim /ab fn(z) dx.

Noutras palavras: f;’ limy, o0 fr(z) dz = lim, o f; fn(x) dx.

Teorema 1.1.2. (Derivagao termo a termo) Se cada f, : [a,b] — R ¢é de classe
Cl, se 350, f converge uniformemente em [a,b] e se, para algum c € [a,b], a série
>0 falc) converge entdo Y00 fn converge uniformemente para uma funcgao de classe

C'e (Z?Lo:l fn)l = Z?ﬂ f7/z

Teorema 1.1.3. (Teste M de Weierstrass) Seja I C R e f,, : I — R, Suponhamos que
existam nimeros M, > 0 tais que |f,(x)| < M, para todo x € I e que Y.;°, M, converge.

Entao a série de funcoes 0> | fn, converge uniformemente e absolutamente em 1.

1.2 Alguns Resultados de Algebra Linear

Nesta secao, apresentaremos alguns resultados de dlgebra linear que serao funda-
mentais no decorrer deste trabalho. Utilizamos nesta secio as referéncias (IORIO, 2005) e
(HOFFMAN, 1971).

Definicao 1.2.1. Um espaco vetorial sobre o corpo K é um conjunto V, cujos elementos

sao chamados de vetores, e um par de operagoes:

adicio: + z €V, yeV=x+yeV
multiplicagdo por escalares : - a € K, v €V =a-x €V,

com as sequintes propriedades:
(1) (z+y)+z=x+(y+2), Vr,y,z €V (Propriedade associativa da adi¢do).
(ii) r+y=y+=x, Vr,y €V (Propriedade comutativa da adigio).

(173) Existe 0 €V, tal que v+ 0=z, Yx €V ( elemento neutro da adi¢io).



(iv) Para cada x € V, existe (—z) € V, tal que, v + (—x) = 0 ( simétrico ou inverso
aditivo de x).

() (a+B)r=ax+ fz, Ve eV, a,pfekK

(vi) alz+y)=ax+ay, Vr,yeV, ack
(vit) 1-x =2, Yz eV (elemento neutro da multiplicagao).
(viii) (af)r = a(px), Ve eV, Va,peK

Definicao 1.2.2. Sejam V e W espagos vetorias sobre o corpo K. Uma transformacao
linear de V-em W ¢é uma funcao T : V — W tal que :

Tv+w)=Tw) +T(w), YoweV
T(av) =aT(v), YveV, aek.

Em particular, se a transformacdao linear for de V-em V, isto é, T : V. — V| entdo

dizemos que T é um operador linear.

Definicao 1.2.3. Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo K. Um produto interno sobre
V' € uma aplicacao

(1):VxV-—K
(u, v) > (ulv),

que satisfaz as sequintes condigoes:
(i) Para cada v € V, a aplicagio u — (ulv) € linear, ou seja,
(A + wlv) = Mulv) + (w|v),

quaisquer que sejam u,w € V e A € K.

(73) (u|v) = (v|u) onde a barra indica conjugag¢ao complexa.
(173) (ulu) >0 e (uju) =0 se, e sd se, u = 0.
Defini¢ao 1.2.4. Sejam u = (uy,ug, ..., uy,),v = (v1,v9,...,0,) € R™. Entao

(ulv) = Z U;U;

i=1

¢ um produto interno sobre R™, denominado produto interno canonico.

Proposigao 1.2.1. Seja V = C¢([0,1]) o espago vetorial de todas as fungoes continuas de
[0,{] em C. Se f,g € Cc([0,1]), entdo

l
(fl9) = [ f@)g(a) da (1)
¢ um produto interno em Cg([0,1]), ou seja, satisfaz as sequintes propriedades:

6



(1) (f1f) =0, ¥Vf e Ce([0,1]);
(i) (f1f) =0+=f=0;
(i) (af +glh) = a(flh) + (glh), Vf,g € Cc([0,1]), Va e C;

(v) (flg) = (9f), Vf.g € Ce((0,1]).

Demonstragao.
(i) Seja f € Cc([0,1]), entao, por hipdtese, temos
! _ I
(115) = [ f@)f@de = [ |f@)] da.

Como |f(x)|*> > 0, para todo = € [0,1], concluimos que f!|f(z)]>dz > 0. Logo,
(f1f) = 0 para todo f € Cc([0,1]).

(#4) Suponhamos agora que (f|f) = 0, entao

[15@Pdr=0= 1@ =0,

para todo x € [0,[]. Assim, temos que f(z) = 0, isto implica f = 0 para todo
z € [0,1].

(i73) Seja f,g € Cc([0,1]) e a € C entdo temos

(f +glh) = [ laf() + o)) de

a(flh) + (glh).
Portanto (af + g|h) = a(f|h) + (g|h) para todo f,g € Cc([0,1]) e a € C.

(iv) Para finalizarmos, seja f,g € Cc([0,1]), entdo obtemos

(flg) = /f (1.2)

Por outro lado, como g(x)f(z) = g(z) f( ) e tendo em vista que f(z) = f(z) é

imediato que

W = [ @@= [ g0 fwde = [ o0 f@de. (13

Portanto, de (1.2) e (1.3) concluimos (f|g) = (g|f)-

7



]
Proposigao 1.2.2. Seja V = C([0,1]) o espago vetorial das fungoes continuas de [0,1] em
R. Se f,g € C(]0,1]), entdo
I
(fl9) = | f@)g(a) da (1.4)

¢ um produto interno em C(]0,1]).

Demonstragio. A prova segue de maneira analoga a Proposicao 1.2.1. O]

Definicao 1.2.5. A funcao || - || definida por || f|| = /(f|f), Vf € SC([—L1]) é uma

semi-norma em SC([—1,1]), ou seja, satisfaz as sequintes propriedades:
(@) IIfll =0, VfeSC(-11]);
(@) [lecf[l = lelllfll, vfeSC(=11), aeR;
(vii) |f+gll < |Ifll + lgll, Vf,g € SC(]—1,1]) (Desigualdade triangular.)

Proposicao 1.2.3. Seja V' um espago vetorial com produto interno e f,g € V, entdo vale

[(Fl9)] < [ f1lllgll-

Demonstra¢io. Como (f 4+ ag|f + ag) > 0, para todo a € R, por defini¢ao de produto

interno entao temos
o?|lglI* + 2a(flg) + IIf]I* > 0,

para todo a € R. Assim como que o discriminante A da equacao do segundo grau

a?||gll? + 2a(flg) + || f]|> = 0 na varidvel o é menor ou igual a zero, segue que

A =4(flg)* — 4l fIllgl* < 0,

que implica em
(flg)* = ILfIPNlgl* < 0.

Por fim, como a raiz crescente concluimos que |(f|g)| < |[f]lllg]l-
[

Definigao 1.2.6. Sejam f e g vetores num espaco vetorial V' com produto interno. Dizemos

que [ e g sdo ortogonais se (f|g) = 0.

Definicao 1.2.7. Seja S um subconjunto de V. Dizemos que S é um conjunto ortogonal
se dois vetores distintos quaisquer em S sao ortogonais. Se além disso, todos os vetores

em S sao unitdarios, dizemos que S € um conjunto ortonormal.

Proposicao 1.2.4. Seja ¢,(x) = sen (*7%) e ¥, (x) = cos("7%). O conjunto {¢, : n €

Z}yU{pn :n € N} € um conjunto ortogonal em [—1,1] e valem as sequintes relagoes de

ortogonalidade:



0, se m,n€Z", m=#n,
!
/4 Yn () Y (w)dr = {1, se m=n€EN, (1.5)

2L, se m=n=0,

/ll¢n(x) om(z)dz =0, Vn € Z*, m € N, (1.6)

(1.7)

l 0, se m,n e N, m#n,
[ nl@) om(@)de =

[, se m=néeN.

Demonstra¢io. Provaremos (1.7). A prova de (1.5) e (1.6) segue de maneira analoga.

Considerando as identidades trigonométricas

cos(a+b) = cosacosb — senasenb (1.8)

cos(a — b) = cosacosb+ senasenb. (1.9)

Subtraindo as equagoes (1.8) e (1.9) , temos
cos(a — b) — cos(a + b) = 2senasenb,

que implica |
senasenb = 5[008(& —b) — cos(a +b)]. (1.10)

Aplicando a férmula (1.10) na integral (1.7), obtemos

/ll On(T) om(x)dr = /ll sen(nlﬂ)sen(m;x)dx

o () s (7



Se n # m e sabendo-se que a funcao seno ¢é impar, segue que

1 (n—mmz  (n- m)ﬂx] o

! I
/4 @n(m) Spm(l")dl" = 5/4 [COS ;i Cos ;

1
(m +n)

[sen [(m + n)w] — sen [(—1)(m + n)w]]}

l 1
= o [(m fny [sen [(m — n)7] + sen [(m — n)7]]

1
m+n)

[sen [(m + n)m| 4+ sen [(m + n)w]]]

(
| e [0 — n)] + ———[sen [0+ )] = 0
= — sen [(m —n)m sen [(m + n)7]| =
| (m—n) (m+n)
Por outro lado, se n = m entdo considerando a identidade sen?a = 1[1 — cos2a] e tendo

em vista que a fungdo seno é impar, obtemos

/_ll(gon(:c))2d:c = ; /_ll (1 — cos QHZW) da:]

B 1__ n<2n7m:)ll
—2_:10 se l |

1 l l
1= (=) = — 7) 4+ — —1)2nr
5 _l (—1) —sen (2nm) + o™ sen ((—1)2nm)

= |- T Sen (2nm) — T S0 (2nm)

= [ — ——sen(2nm)
2nm

= 1.
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Definicao 1.2.8. Uma funcgdio f: R — R diz-se periodica quando existe uma constante
T >0 tal que f(x +T) = f(x) para todo x € R.

Proposicao 1.2.5. Dado n € N, as fungées p,(z) e ¥n(x) definidas na Proposi¢io 1.2.4,
respectivamente, sao periddicas com periodo fundamental T' = 2l/n. Em particular, 21 é

um periodo comum a todas essas fungoes.

Demonstragio. Mostraremos inicialmente que T = 2[/n é um periodo para 1, (z). De fato,

pela Definicao 1.2.8, temos

Yp(x+T) = cos (mr(x—i—T)) — cos <n7rx—|—n7rT>

l l

que implica
nrr nwl

Up(x 4+ T) = cos (l + l) = cos (mlm: + 27r> :
Aplicando a identidade trigonométrica cos(a + b) = cosa cosb — sen a sen b, obtemos

nmwx

Up(z+T) = cos (mlr:n —|—27T> = cos< l > = ().

Por outro lado, se 7" for outro periodo para 1, (z), entao temos 1, (z +1") = ¢, (x) para

todo x € R. Assim temos

(mr(a: + T’)) nwx
I U A B <l> ’

tomando a identidade trigonométrica novamente, segue que

nmwx naT"’ nmwx naT’ nmwT
COS (l) COS l — sen (l) SEn l = COS (l)

para todo x € R. Fazendo = = [/n, obtemos

(mrT’)
cos ] =1,

= 2kw que implica T" = % = kT. Portanto T é o menor

nml’
l

periodo positivo de ¥, (x). A demonstragao para ¢,(x) segue de maneira analoga. ]

logo existe k € Z tal que

1.3 Nocoes Gerais de Equacoes Diferenciais Parciais

Apresentaremos neste se¢cao uma breve introducao ao estudo de equacoes diferenciais

parciais seguindo a referéncia (IORIO, 2005). No decorrer desta secao foram utilizados

. . - . . ou
diferentes notagoes para indicar derivadas parcias, por exemplo —, Dju e u, denotam a

ox

derivada de ordem 1 da fun¢do u na variavel z.
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Definicao 1.3.1. Dizemos que uma equacao a derivadas parciais ou equacao diferencial
parcial (EDP) é uma equacio envolvendo duas ou mais varidveis independentes x,y, z,t, . ..

e derivadas parciais de uma fungao (varidvel dependente) uw = u(x,y, z,t,...), ou seja, uma

EDP em n varidveis independentes x1, o, ..., x, € uma equacao da forma
ou ou 0*u 0%u 0*u
F T1ye oy T,y Uy Ty ) PRI PR =0 (111)
0, ox,, 0xi 01101, oxk
onde x = (1, T, X3, ,Ty) € Q, Q um subconjunto aberto de R™, F' uma fun¢do dada e

u = u(x) uma fungao que queremos determinar.

Note que assim como na classificacao das equagoes diferenciais ordinarias (EDOs),
podemos também classificar as EDPs de diversas formas, entre elas podemos analisar a

ordem e a linearidade.

Definicao 1.3.2. Dizemos que a ordem de uma EDP é dada pela derivada parcial de

maior ordem que ocorre na equacao.

Definicao 1.3.3. E uma EDP é dita linear se é de primeiro grau em u e em todas as

suas derivadas parciais que ocorrem na equacao, caso contrario a EDP € dita ndo linear.

De maneira geral, podemos escrever uma EDP liner de primeira ordem da seguinte
forma
a;(z)Dju~+ b(x)u+ c(z) =0, (1.12)

n
i=1
onde algum dos coeficientes a; nao é nulo. Para EDPs de segunda ordem temos,

>~ aij()DiDju + Y bj(x) Dju + c(x)u +d(z) =0, (1.13)
ij=1 j=1
onde algum dos coeficientes a;; nao é nulo. Para duas varidveis independentes, temos que

as equagoes (1.12) e (1.13) ficam

Az, y)u, + Bz, y)uy + C(z,y)u+ D(z,y) =0 (1.14)

A, Yty + 2B (2, y)ugy + C(z,y)uyy + Dz, y)us + E(z,y)uy + F(z,y)u+ G(z,y) =0,
(1.15)
respectivamente.

Podemos classificar as EDPs também, considerando sua homogeneidade, isto é,

Definicao 1.3.4. Dizemos que uma EDP linear é homogénea se o termo que ndo contém
a varidvel dependente é identicamente nulo, caso contririo a EDP linear é dita nao

homogénea.
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Em muitos casos, a derivada de maior ordem de uma EDP determina algumas
propriedades das solugoes, essa é chamada a parte principal da EDP. A parte principal

das equagoes (1.12) e (1.13) sdo dadas respectivamente por
Az, y)u, + B(x,y)uy, e A(x,y)uze + 2B(z,y) gy + C(z,y)ty,.

Quando uma EDP é nao linear, mas sua parte principal é linear, dizemos que a

EDP é semilinear.

Exemplo 1.3.1. A equacao zu, — yu, = senzy é uma EDP linear ndo homogénea de
primeira ordem. De fato, pela Definicao 1.5.4 como a equagdo € de primeiro grau com
relacao a variavel uw e suas derivadas parciais, entdo ela € linear. Por outro lado como
senzy # 0 e a derivada de maior ordem € a primeira, concluimos que ela é nado homogénea

e de primeira ordem.

Exemplo 1.3.2. A equacdo de Poisson

0u  0%u

— + — = h(x,

ox?  0x? (z,9)
¢ uma equagdo linear de sequnda ordem, nao homogénea se a fungio h(x) nao for iden-
ticamente nula. Caso h = 0 a equacao € dita homogénea e chamada de equagao de

Laplace.

Exemplo 1.3.3. A equacao do calor

ou _ 0%
ot Ox?

onde u = u(z,t), v € R, t >0 e a?® é uma constante é uma equagio de sequnda ordem,

(1.16)

linear e homogénea.

Consideraremos a partir de agora, apenas EDPs lineares de primeira ou segunda
ordem, com n variaveis independentes, no entanto os resultados podem ser estendidos
para EDPs lineares de qualquer ordem. Vamos considerar também, a notacao vetorial
r = (x1,...,2,) e uma equagao do tipo (1.13). Denotaremos por k a ordem da equagao,
ou seja, k =1 ou k = 2. Veja que se, a;; = 0 entao, quaisquer que sejam ¢,7 € 1,2,...,n
existe um j onde 1 <z < n tal que b; # 0. Considerando

n n

(Lu)(z) = Y aiy(@)DiDju(z) + ) bj(z)Dju(z) + c(z)u(z) (1.17)
ij=1 j=1
podemos reescrever a equagao (1.13) da seguinte forma

s (@) DiDyu+ 3" by(2) Dyu + e(w)u + d(z) = 0

1 j=1

1,J

(@) DDy + 3 by(@) Dy + cu = —d(a)

1 j=1

.M:

(]
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e fazendo f(z) = —d(x) temos
Lu=f (1.18)

onde a cada funcao suficientemente diferenciavel u, corresponde uma funcao Lu, ou seja,
definimos uma transformacdo L. Assim, seja 2 um subconjunto aberto de R™ e vamos
supor que as funcoes a;j, b; e c com 1 <+ e j < n sao continuas em €2 e tomam valores
reais, logo podemos definir
L:C*Q) — C(Q)
u+— Lu

onde Lu é dado por (1.17) e C*(Q) (respectivamente C(£2)) é o conjunto das fungoes
u:Q — R, k vezes continuamente diferenciaveis (respectivamente continuas) em C(£2).
Como a func¢ao L esta definida no espago das fungoes k vezes continuamente diferenciaveis,
isto ¢, para cada u € C*(Q) com determinadas propriedades L associa a uma outra funcio
Lu, dizemos que L é um operador ou transformagao , em particular para este caso, dizemos
que L é um operador diferencial parcial.

Tendo em vista que a equacao (1.13) é linear, entdo o operador L é dito operador

linear, isto é, L associa a funcao identicamente nula nela mesma e vale a seguinte expressao
L(u+av) = Lu+ aLv (1.19)

para todo u,v € L e a € R. De fato,

a;;()D;Dj(u + av) + i bj(x)Dj(u + av) + c(x)(u + av)

1 j=1

aij(x)DiDju —|— Z aij(x)D,-Djom —|— Z b](lL')D]U

1 i,j=1 j=1

IM:

Liu+av) =

1’7‘7

I
IMS

-
&
Il

bj(z)D;av + c(z)u + c(x)av

<
Il
-

_l_

aij(x)DiDju+ Y~ bj(x) Dju + c(x)u

I

i,7=1 j=1
+ ( > aij(z)DiDjv+ ) bj(x) Dy + C(JE)U)
ij=1 =1
= Lu+alwv. (1.20)

De forma analoga ao caso das EDOs, podemos também associar as EDPs nao

homogéneas a uma EDP linear homogénea
Lu=20 (1.21)

que é chamada equagao homogénea associada a equagao (1.18). Se aplicarmos a linearidade
do operador L e indugao, podemos ver que a combinacao linear das solugoes da equacao
(1.21) e também outra solucao para (1.21) e esse resultado é conhecido como principio da

superposi¢ao e serd provado em seguida.
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Proposicao 1.3.1. Seja L um operador diferencial parcial linear de ordem k cujos
coeficientes estdo definidos em um aberto Q@ C R™. Suponha que {u,}y_, € um conjunto
de fungoes da classe C* em Q satisfazendo a EDP linear homogénea (1.21) e que {a}°_,

¢ uma sequéncia de escalares tal que a série
o0
= > amtn(z) (1.22)
m=1

¢ convergente e k vezes diferencidvel termo a termo em ). Entao u satisfaz (1.21).

Demonstracao. Provaremos apenas para os casos em que k = 1 ou k£ = 2. No entanto, a

proposicao é valida para o caso geral. Seja L definido por
i 2)DiDyu(e) + 3 by (2) Dyulz) + c(a)u(z) (1.23)
=1 j=1
e tendo em vista por hipotese que para qualquer x € €2, com 1 < i e 7 <n temos
= i QU (). (1.24)
m=1

Derivando parcialmente a equagao (1.24) em ambos os membros, obtemos

Dju(z) = 27: A Djtu, (). (1.25)
D;Dju(x Z amD; Djun, (), (1.26)

onde pelo Teorema 1.1.2 ambas as séries convergem. Substituindo as equagoes (1.24),
(1.25) e (1.26) na equagao (1.23), temos

n

(Lu)(z) = aij () D;Dju(z) + 3_bj(w) Dju(r) + c(z)u(z)

:Mz

4,7=1 j=1

= Y a;(®) > amDiDjum(z) + > bi(x) D amDjum(x) + c(x) D i ()
4,j=1 m=1 J=1 m=1 m=1

= Y o | Y (@) DiDjun(z) + ) bj() Dijun(x) + c(z)um(z),
ij=1 ij=1 j=1

onde por (1.21) obtemos
>~ am(Luy)(z) =0, (1.27)
o que finaliza a demonstragao. O

Para que possamos garantir a unicidade da solu¢cao de uma EDO ou EDP, sao
necessarias informacoes adicionais a respeito da equacdo. Para as EDOs lineares a

solucao geral sempre aparece acompanhada com uma ou mais constantes arbitrarias e
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para determina-las, impomos condigoes inicias, isto é, fixamos os valores da solugdo e suas
derivadas. Para as EDPs esse processo nao funciona, pois envolve funcoes arbitrarias das
variaveis independentes e o espago ¢ multidimencional, ou seja, as solugoes estao definidas
em um aberto 2 C R”, em particular quando n = 1, basta substituir os extremos do
intervalo pelo bordo ou fronteira 92 da regiao €.

Quando impomos condigoes sobre o valor da solucao e de suas derivadas no bordo
da regiao, dizemos que é um problema de valores de contorno ou problema de contorno.

No caso de condicoes iniciais para EDPs, como temos mais de uma variavel
independente, fixamos uma das variaveis e impomos o valor da solucao e de suas derivadas
parciais com relagao a variavel fixa em funcao das outras varidveis. Quando sdo impostas
tanto condicoes de contorno, quanto condigoes inicias, o problema é dito problema misto.

Em muitos casos, encontramos condi¢oes do tipo

au(x) + ﬁgZ(x) = f(z), = €09, (1.28)

0
onde o e [ sdo constantes, f é uma funcao dada em 0f2 e % ¢ a derivada direcional
n
normal a 9€). Quando = 0, dizemos que a condi¢ao (1.28) é chamada condigdes de

Dirichlet e quando a = 0, dizemos que é uma condi¢io de Neumann.

Exemplo 1.3.4. O problema

Tuy —yu, = 2> +y* em R?

u(t ) =t*+1, teR
¢ um problema de Cauchy. De fato, a condigio u(t®,t°) =t*+1, t € R é uma condigdo
inicial.
Exemplo 1.3.5. O problema

P Upy — xuy —u = f(z,t), t >0, x € (0,1),
u(0,t) = a(t), u(l,t) = B(t),t >0,
u(z,0) =~(x), =z €[0,1],

¢ um problema misto. Com efeito, como as condigoes u(0,t) = a(t) e u(1,t) = 5(t) com
t > 0 estao sendo impostas no bordo da regido temos que as condigcoes sao de contorno.

Enquanto que u(z,0) = v(z) para todo x € [0,1] € uma condigio inicial.

A seguir faremos uma breve introdugao a dedugao da equacao do calor. Considere
inicialmente uma barra de comprimento L, cuja seccao transversal tem area A feita de
material homogéneo condutor uniforme de calor e onde a superficie lateral da barra
esteja isolada termicamente nao permitindo transferéncias de calor com o meio externo.

Aplicando a lei de resfriamento de Fourier, utilizando a expressdo de quantidade de calor
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em funcao do calor especifico e considerando a temperatura uma funcao cujas derivadas
parciais até a segunda ordem sdo fungdes continuas na regidao do plano (z,t), dada por
0<x<Let>0,temos que

2
Uy = O Ugy,

onde o? ¢ a difusibilidade térmica. Para maiores detalhes sugerimos os livros (FIGUE-
REIDO, 1977), (IORIO, 2005) e (BOYCE, 2010).

Exemplo 1.3.6. A equagio do Calor em uma dimensdo espacial

Uy = Uy, em (0,1) x (0, +00),
u(0,t) =0=wu(l,t), t >0,
u(z,0) = f(z), x €10,l].

¢ um problema misto. De fato, a condi¢io u(0,t) = u(l,t) =0, t > 0 € uma condi¢io
de contorno, enquanto que a condi¢io u(z,0) = f(x) para todo x € [0,1] é uma condigdo

inicial. Note que para que haja solucao, f tem que satisfazer a sequinte condigdo

f(0) =0=f(),

conhecida como condicao de compatibilidade, pois quando se trata de problemas mistos as
condigoes de contorno e iniciais nao sao inteiramente independentes. Para uma andlise
fisica desse problema temos que a temperatura u(x,t) no ponto x € [0,1] e no instante
t, comt > 0 de um solido feito de material homogéneo e colocado em um reservatorio
térmico matido a uma temperatura constante igual a zero (condig¢ao de contorno) com

distribuicdo inicial de temperatura f(x) (condig¢ao inicial).

Para as equagoes diferenciais parciais semilineares de segunda ordem existe ainda
um tipo de classificacao especial. Esta classificacao é baseada numa transformacao afim que
leva as variaveis x e y em novas variaveis £ e 7, onde neste caso a equagao pode ser escrita
na sua forma candnica de uma parabola, hipérbole ou elipse em termos das novas variaveis.
Classificaremos as EDPs semilineares de segunda ordem com duas variaveis independentes.
Como visto anteriormente, uma EDP semilinear com duas varidveis independentes pode

ser expressa da seguinte forma
(2, Y) Uz + 26(2, Y)Uay + (2, Y)uyy = [(2,Y, U, U, uy), (1.29)
onde a,b e ¢ sao fungoes arbitrarias e cuja parte principal é dada pelo operador
Lu = a(x, y) g + 2b(2, y) gy + (@, Y)Uyy. (1.30)

Vamos analisar o discriminante da equagao (1.29), considerando a, b e ¢ fungoes continuas

em {2 C R" e que nao se anulam simultaneamente, assim temos
462(ZE, y) - 4G(ZE, y)C(ZE, y) =0= 4(b2<l’,y) - (I(ZE, y)C(.ﬁE, y)) =0.
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Logo podemos defenir o discriminante da equagao (1.29) como sendo 6 : Q@ — R dado por

0(x,y) = b*(2,y) — a(z, y)c(z, y).
A definicdo a seguir apresenta a classificacdo para diferentes valores assumidos por 6.
Definicao 1.3.5. O operador diferencial L dado em (1.30) e a EDP (1.29) sao ditos:
(1) parabolicos no ponto (x,y) € Q se §(x,y) = 0;
(1) hiperbdlicos no ponto (z,y) € Q se d(z,y) > 0;
(1ii) elipticos no ponto (x,y) € Q se §(x,y) < 0.

Observacgao 1.3.1. A equagdo (1.29) pode mudar de dominio de defini¢io dos coeficientes,

neste caso diremos que a EDP assim como o operador associado é do tipo misto.

Exemplo 1.3.7. A equagdio do Calor
Uy = gy

¢ do tipo parabolica. De fato, tendo em vista que uy = uzy = 0, assim pela Definicao 1.53.5

temos, b*(z,t) = c(z,t) = 0 e a(x,t) = —a?, logo
§(z,t) = b*(x,t) — a(x,t)c(x,t) =0
Exemplo 1.3.8. A equacao da Onda
Uy = Uy

¢ do tipo hiperbélica. Com efeito, como uz = 0, aplicando Definicao 1.3.5, temos b*(x,y) =

2 assim obtemos

07 C((L’,y) =le CL((L’,y) = —cC
§(z,t) = b*(x,t) —a(x, t)c(z,t) =0 — (=c) - 1= > 0.
Exemplo 1.3.9. A equacao de Laplace

Ugg + Uyy = 0

¢ do tipo eliptica. Com efeito, como u,, = 0, temos pela Definicio 1.3.5, que b*(z,y) =
0, c(z,y)=1c¢ea(r,y) =1, logo

§(z,t) = b*(2,y) — a(z,y)c(z,y) =0—1-1= -1 <0.
Exemplo 1.3.10. A equagdo de Tricomi
YUy + Uyy = 0
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¢ do tipo misto. De fato, € eliptica no semiplano y > 0, pois como uy, = 0, pela Defini¢io

1.8.5, temos b*(z,y) =0, c(z,y) =1 ea(x,y) =y, donde obtemos

5($,y) = b2<xay) - a(:z:,y)c(x,y) =0- Y- 1= -y < 0.

E hiperbélica no semiplano y < 0, onde temos

5($,y) - b2($,y) - CL(SL’,y)C(SL”y) =0- (_y) 1=y>0
e para finalizarmos € parabdlica no eizo dos x, onde temos y = 0, portanto

§(z,y) = b*(z,y) — alx,y)c(r,y) =0—0-1=0.

1.4 Alguns Resultados de Séries de Fourier

Apresentaremos nesta secao, alguns resultados sobre as séries de Fourier que serao
de grande importancia para fundamentar os conceitos que serao apresentados nos proximos
capitulos. Para maiores detalhes sugerimos os livros (IORIO, 2005) e (FIGUEIREDO,
1977).

Suponhamos que uma funcao possa ser expressa da seguinte forma

f(z) = % +> (an cos # + b, sen mlm‘> : (1.31)

n=1

Para que a igualdade acima seja valida, os coeficientes ag, a, e b, devem estar
relacionados com a fungao f(z). Assim neste momento, encontraremos formas de calcular
tais coeficientes e portanto descobrir quais fungdes podem ser representadas de tal forma.

Reescrevendo a equagao (1.31) em termos das fungoes ¢, e ¥, temos
Qo >
n=1

Seja f uma fungdo conhecida, entéo calculando formalmente o produto interno (Proposi¢ao

1.2.2) de f com 9y em [—[, 1] com auxilio da Proposi¢ao 1.2.4 temos

(o) — (‘m¢o+§f[anwn+bnwn] wo)

2 n=1
- %(%\wo) + 3 an(¥nlt0) + ba(nltho)]
n=1
= 5 Woluo).

Calculando o produto interno (vg|1g), tendo em vista que 1y = 1 segue que

l
(toltho) = /4 dr =x|", =1—(-1)=2L
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Assim obtemos

(flbo) = %(%Wo) = aol,

f|¢0 / 2)de = ;/llf(x)dx. (1.33)

De maneira analoga, fazendo o produto interno de f com 1), com n € Z* segue que

logo

(flthn) = an(nlthn) = anl,
que implica
f|7/fn = / l/ cos —dx nezr. (1.34)
E novamente fazendo o produto interno de f com ¢, com n € N temos

(flen) = bu(wnlen) = bul,

portanto,

f|90n = l/ l/ sen—dm n € N. (1.35)

As equagoes (1.33),(1.34) e (1.35) s@o conhecidas como as férmulas de Euler-Fourier.
Assim seja f : [—1,{] — R uma fungao periédica de periodo 2l e integravel entao pelos

resultados acima podemos escrever

ay, Cos # + b, sen oy (1.36)

UORE R l

onde a expressao do lado direito recebe o nome de Série de Fourier da f. Note que colocamos
o simbolo (~), no lugar do sinal de igualdade, pois nem sempre a relagao entre a f(x) e
sua série de Fourier e de igualdade, podendo ocorrer até a divergéncia da série. A seguir
enunciaremos alguns resultados que nos fornecem condigoes suficientes para que a fungao
f(x) seja igual a sua série de Fourier. Antes, porém, apresentaremos algumas definigoes e

exemplos importantes para o estudo das séries de Fourier.

Definicao 1.4.1. Sejam | > 0 e f : [-1,l]] — R wuma fungdo integrdvel. A série de

Fourier de f € a série

50 Z {an cos% + b, s ennlﬂ (1.37)

onde os coeficientes a,, n € Z* e b,, n € N sao dados pelas formulas de Euler-Fourier e

chamados de coeficientes de Fourier de f.
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Exemplo 1.4.1. Vamos calcular a série de Fourier da funcao

fz) =

—r se —1<z<0
z se 0<zx<l.

Com efeito, como | =1 aplicando as formulas de Euler-Fourier, equagoes (1.33), (1.34) e
(1.35), temos
1

=1; (1.38)
0

0 1 _22l°
ao—/ dx—/ —xda:—i—/xdx:—
-1 0 2

0

32'2

_{_7
o 2

1
—z cos(nmx) dx + / x cos(nmx) du.
0

an = /_1f( )cos(mr:z:)dx:/

—1
Integrando por partes, obtemos

- (_xsen (nrz) COS(WR.I))

0 1
rsen(nmx cos{mnx
(2o oot
1

™ m2n2 ™ mT2n2 0
1 cos(nm)  cos(nm) 1
m2n2 m2n2 m2n2 m2n?
cos(nm) 1
= 2—5 5 255
m2n m2n

cos(nm) — 1
Fazendo cos(nm) = (—1)", pois cos(nm) =1 sen =2,4,6,--- ,2k, com k € N e cos(nw) =

—1sen=1,3,5,---,2k—1, com k € N. Logo

(=" -1

a, = 2
m2n2

(1.40)

Por outro lado temos

b, = /_11 f(z)sen (nmx) dz :/

-1

0 1
—zsen (nmz) dx +/ zsen (nmx) dr = 0. (1.41)
0

Substituindo (1.38),(1.40) e (1.41) em (1.37), obtemos
cos(nmx).

Como para todo n = 2k, com k € N temos que (—1)" — 1 = 0 entao fazendo n = 2k + 1,
implica (—1)" — 1 = =2, logo

i ) cos((2/<: + 1))

donde concluimos
7_& > cos((2k + 1)mx)

Z (2k +1)2

(1.42)
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Apresentaremos agora o software Geogebra que utilizaremos para as representagoes
graficas das fungoes, assim como os graficos das séries de Fourier das mesmas. O GeoGebra
é um aplicativo de matematica dinamico criado por Markus Hohenwarter, que combina
conceitos de geometria e dlgebra em uma unica interface grafica do utilizador (GEOGEBRA,
2021). Por ser um aplicativo de facil acesso, livre, simples manipulagdo e ainda possuir
diversas aplicabilidades fazem com que o mesmo seja uma importante ferramenta em
diversas dreas. Em particular, utilizaremos apenas as janelas de Algebra, a janela de
Visualizacdo e a janela CAS do GeoGebra. Por meio das janelas de Algebra e Visualizacio
poderemos visualizar os graficos, enquanto que para janela CAS realizaremos as operagoes
algébricas entre as fungdes (GEOGEBRA, 2021). Para maiores detalhes sugerimos a

referéncia [11]. Na Figura 1.1, temos

Figura 1.1: Aproximacao de f para k = 1.

> Calculo Simbdiico (CAS) X[~ Janela de Algebra X[~ Janela de Visualizagéo
1| gt0=Ser1 x<0xSe(0 <x= 1) |5ty £~ [ Lrdl
= Se(—1<x<0,—xSe(0<x<| T 25
® | - g(x):=Se(-1<x<0,—xSe(0 <x< y X7\ x x| Niimero de termos da Série de Fourier
7(x72H\ .71§x72HAx72[—
_ ; 21) 2 2 =1
a0 =Integral(g,x-1,1) ® G(x) = ) m o< ) m ) m @
2 x—2[% s0<x—2[XAx—2[%
- a0=1 2 2 2 b
/ x|\ x >
5 | al={istal=-6.66133814775a0 = 11~ 10%-16)} Sequ o —(x-2 bJJ —1<x-2 BJ Ax—2 {:
® H(x) = ’ |
- {al = (ParteReal((—0.41 — 0.41 ) listal _a|X c0<x—2|XAx—2|*
{a1 =( (« ) x Z{ZJ osx ZMAX Z{ZJ 15
—r, —1<a<0
a2={(a1 = -6.661336147751 * 10°(-16) lista, a1 = 4.4 [ —x :-1<x<0 f@)=9 7 o<t
O I e, 0<a<
4 0<x<
- <ParteReaI<aZ = <ParteReaI<(2+2 i)| Lo j(x) = —0.41 cos(r x) + 0.5 '
Namero
9= Soma(Sequéncia(integral(g cos(n pi x).x,-1,1) cos(r : :‘= 1
5 exto
~ Se(x>—1A0>x,—x,Se(x >0A1>;: ~® textol = “Niimero de termos da Série de Fourier” 08
v [ —x, —1<x<0,
= Soma(Sequéncia(ntegral(g sen(n pi )1, 1) senny| ~® texto2 = “F(x) = { x 0<x<1
® o hoo ® texto3 = “Série de Fourier” - 2 ~ . = > - : - . -
1 4 = cos((2k+ 1)mx)
- - ® textod = “f(x) ~ 5 — — 3 oo ¥ JTX)
7| =y 1)+ 0~ 5= T )y B ‘
® |- j(x) := —0.41 cos(m x)+ 0.5 Série de Fourier s
1 4 q~cos((2k+ Dma
8 HOREE=93) zd
i (2k+1)
E

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na janela de Algebra definimos as funcdes e o perfodo; na janela Célculo Simbélico
(CAS), sao realizadas todas as operagoes dlgebricas entre as fungoes, em particular é nesta
janela que sao realizadas as operagoes que definem os coeficientes de Euler-Fourier e por
fim na janela de Visualizacao temos os graficos da fungao f (Gréfico em Vermelho) e sua
série de Fourier S[f] (Grafico em Verde). Note que se aumentarmos o nimero k de termos
da série de Fourier, obtemos uma melhor aproximacao para a funcao f. Veja a Figura 1.2,

para k = 10.

22



Figura 1.2: Aproximacao de f para k = 10.

Nimero de termos da Série de Fourier

f@) = {

k=10
-

—x, —1<z<0

0<zr<l1
'
05
s 5 is 5 35 3 75 2 75 T s 0 5 7 s : 75 3 5 : s 5 5
Série de Fourier
05
1 4 o=cos((2k + 1))
J@)~ -5
™o (2k+1)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 1.4.2. Vamos calcular agora a série de Fourier da fungdo

f(z)

1
—5(1 +x) se

2

—1<x<0

1
—(142z) se 0<z<1.

Para este exemplo, utilizaremos a janela CAS do Geogebra para realizagdo de todos

0s cdlculos dos coeficientes de Fourier e assim obter a série de Fourier da fungdo f.

Ressaltamos que as formulas utilizadas na janela CAS sao as mesmas, isto €, as formulas

de Fuler-Fourier. Veja Figura 1.3, para k = 1.

Figura 1.3: Aproximagao de f para k = 1.

~ Calculo Simbdlico (CAS) X
T

f=Se(-1 = x < 0((1))(1+,0 < x < 1,(1/2)(1%)

- f(x)::Se<—1§x<0.—% (1+x).0§x<1.% a

a0 = Integral(f(null x,1,1)

-1 1
- aﬂ:ZSe(—l < null <0, 55 — 5 null,0 < null < 1.

a1 ={lista1 =-6.661338147751 * 10%(-16)} Sequéncia(integral(f cos(n T

- {(al = —6.66 .10 " listal,al = 4.44-107*")}

a2={(a1=-6.661338147751 * 10*(-16) lista1, a1 = 4 437342591868 *

- <ParteReaI <32 = <ParteReaI <(2 +2i)al = 11093

g = Soma(Sequéncia(Integral(f cos(n 1 x),x.-1,1) cos(n 11 x),n,1 k)) {lista

- {(g = —6.66-107"" lista2 cos(w x),g = 2.49-107"

h= Soma(Sequéncia(integral(f sen(n 1 x),-1,1) sen(n T x),n,1,k))

- h=10.32 sen(r x)

7 |y A1)+ cos(nTXX-1,1

- j(x) :== 0.32 sen(r x) — 6.66 - 10'® cos(x x)

» Janela de Algebra X
Funcéo
.ot - 7%(1+x72m 715x72mAx
Lo ea ) safgoe-
1
2

1
—5 (1+x)
® f(x) = { 2

%(17” 0<x<1

® j(x) = 0.32 sen(m x) — 6.66 - 10~ cos( x)
Namero

® k=1

Texto

1
—>(1+x), —-1<x<0
o textol = “f(x) ={ | 2 "
2(l—x)< 0<x<1
® texto2 = “Niimero de termos da Série de Fourier”
® texto3 = “Série de Fourier”

® textod = “f(x) ~ % > 3 sin(kmx)"”
pe=t

~ Janela de Visualizagio 2

Nimero de termos da Série de Fourier 2
k=1

.
s
1
—3+a) 1<a<0
=1,
j-a). 0<e<t 1
o5 ~
>\f
4 EG . ER

Série de Fourier
Ie-1
fla) ~ =Y —sin(kra)
T

T

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tomando k = 20 na série de Fourier S[f] (Gréfico em Verde), obtemos uma melhor

aproximacao para f (Grafico em Azul). Observe a Figura 1.4.
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Figura 1.4: Aproximacao de f para k = 20.

Nimero de termos da Série de Fourier 2
k=20

Fonte: Elaborada pelo autor.

Analisaremos neste momento a convergéncia das séries de Fourier. Inicialmente
nosso objetivo é obter condigbes suficientes sobre a funcao f tal que garanta a convergéncia
de sua série de Fourier em um ponto fixado, por este motivo recebe o nome de convergéncia
pontual.

Denotaremos por SCy.,(2l) ou SC([—,1]) o espaco das funcoes reais periddicas
de periodo 2l que sdo seccionalmente continuas em qualquer intervalo [a,b]. De maneira
analoga, denotaremos por Cp.,(20) ou {f € C([—1,1]); f(—=1) = f(I)} o espago das func¢des
reais continuas e periddicas de periodo 2I.

Seja f € SCper(21) e consideremos zy € R entao vamos denotar por f(xg) e f(zy)
os limites laterais abaixo

flag) = lim_f(z) e f(zg)= lim f(x).

TTy Ty
Teorema 1.4.1. Seja f € SCpe(21) e suponha que f é diferencidvel, a menos de um
numero finito de pontos em (—I,1), com f' € SCpe.(2l). Entio qualquer que seja x € R, a

série de Fourier de f no ponto x converge a (f(xd) + f(zg))/2.
Demonstrag¢io. A prova pode ser encontrada em [8]. ]

Através do teorema é possivel assegurar que quanto mais aumentarmos o nimero
de termos da série de Fourier mais proximos estamos da funcao f num ponto. Para uma

interpretacao geométrica desse fato, definimos uma funcao f dada por

1, se 0< <
flz) =

0, se —nm<x<0

e analisaremos o comportamento da série de Fourier da f no ponto fixo ¢ € (—m, 7). Veja

a Figura 1.5.
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Figura 1.5: Aproximacao de f no ponto fixo xg € (—m, 7) para k = 1.

Numero de termos da série de Fourier 8
.K =1 16
14
12
(o) !
4 .
08
/]
08 S[f (wo)]
04
02
o
° —
-28 -26 24 -2 -2 -18 -16 -14 -12 -08 -06 04 -02 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 L.
-02 [o}
04 Q
® —06

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que aumentando o nimero k de termos da série de Fourier S[f] (Grafico
em Roxo) entdo a distdncia entre as imagens da S[f(xo)] e f(z¢) diminui. Veja a Figura
1.6.

Figura 1.6: Aproximagao de f no ponto fixo zg € (—m, ) para k = 6.

Nimero de termos da série de Fourier e -
k=6 16
T
14
12
fle)——~_ 7
. P
08 .
S[f (o)) S(f]
06
0
02
Lo
E 26 T 22 2 A8 —d6—=T4 12 1 -0 06 - 02 0 02 04 08 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 @4 3
02 Q
04 [}
® 06

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim observamos que dado £ > 0 existe kg € N tal que se tomarmos k > kq entao
|S[f(z0)] — f(zo)| < €, ou seja, S|[f] estd convergindo pontualmente para f num ponto x.

Veja a Figura 1.7.
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Figura 1.7: Aproximacao de f no ponto fixo zg € (—m, 7) para k = 28.

Numero de termos da série de Fourier
k=28
- S

Fonte: Elaborada pelo autor.

1 N\ S (@) Iy
o
. S[f ()]
S[f]
06
04
o
0 o
08 03~ -03_Jo 02 04 06 08 12 14 16 18 22 24 28 28 3
02 &
Q

Observagao 1.4.1. Note que a fungao f(x) é descontinua no ponto x = 0, assim pelo

Teorema 1.4.1 temos que como f(07) =1 e f(07) =0 assim a série de Fourier de f no

ponto x = 0 converge para

fOT)+f(07) 140

Veja a ilustracao disso na Figura 1.8.

2

1
5

Figura 1.8: Aproximagao de f no ponto de descontinuidade x = 0

Numero de termos da série de Fourier

k=28

N\ ) N
o
S[f ()]
08
S[f]
06
04
o
x:U_
% 26 24 22 -2 -8 -6 14 12 1 08 037 63 _Jo 02Ty 04 06 08 12 14 16 18 22 24 26 28 M
02 S}
Q

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Exemplo 1.4.3. Seja
—x se —1<z<0

fz) =

z se 0<z<l.

Pelo Exemplo 1.4.1, vimos que a série de Fourier de f € dada por

1 i >, cos((2k + 1)mx)

P2 k)

=0

S[f

Tendo em vista que [ € continua e diferencidvel em (—1,0) U (1,0) com f" € SC([-1,1)),
pois
, —1 se —1<z<0
f(x) =
1 se 0<z<1
Assim pelo Teorema 1.4.1 a série de Fourier S[f] converge para (f(x$)+ f(xg))/2 = f(x),

visto que f € continua, logo temos

4 & cos((2k + 1)mx)

=3 (2k +1)2

k=0

f(z Vo e [-1,1).

Estudaremos agora condi¢oes suficientes sobre a funcao f periddica de periodo 21
que garanta a convergéncia uniforme de sua série de Fourier. Para isso enunciaremos duas
proposigoes, cuja prova pode ser encontrada em [8] e logo em seguida apresentaremos e

provaremos o teorema de convergéncia uniforme da série de Fourier.

Proposicao 1.4.1. Suponha que f € Cp.,(2l) é diferencidvel (—l,1) a menos de um
numero finito de pontos com f' € SCpe,(2l). Entdao os coeficientes de Fourier de f e f’

sao dados por
nmb, nmwa,
= —

T n € N.

Proposigao 1.4.2. Seja f € SC([-1,1]) e seja
511 = o+ (e i+ b )
sua série de Fourier. Entdo as séries
convergem e vale a desigualdade de Bessel
l (2 PYaey bi) <IfI2 (1.43)
n=1 n=1

Outro resultado fundamental para teoria das séries de Fourier é o chamado lema

de Riemann-Lebesgue. A prova pode ser encontrada em [5].
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Corolario 1.4.1. Se f € SC([-1,1]) e

S[f = S0+ 3 (antin +bu o)
n=1

¢ sua série de Fourier, entdo

lim a,=0= lim b,.
n—-+o0o n—-+o0o

Enunciaremos e provaremos a seguir o primeiro teorema sobre a convergéncia

uniforme da série de Fourier.

Teorema 1.4.2. Suponha que f € Cpe,(21) € diferencidvel em (—I,1) a menos de um
nimero finito de pontos com f' € SCpe(2l). Entdo a série de Fourier de f converge

uniformemente em R para f.

Demonstragio. Seja v, = cos "1, n € Z" e p, = sen “7%, n € N. Como as funcdes ¢, e
¥, sao limitadas, temos

|an n| < an] e |byon| < |bal.

Mostraremos que a série nimerica

[e.9]

Z |an] + [bn]) (1.44)

converge e entao pelo teste M de Weierstrass (Proposi¢ao 1.1.3) a série de Fourier de f
converge uniformemente. Note que f € Cp,(20) é diferenciavel em (—[,1) a menos de um

nimero finito de pontos e que f’ € SC,,(20), assim pela Proposi¢do 1.4.1, obtemos

nmb, NIy,
a, = , b= — l , neN,

onde a), e b/, sao os coeficientes de Fourier da fungao f’. Reescrevendo os coeficientes acima,

temos B o
nm a
a, = l L= =1
nmw
nma b
b, = ——— —a, = —".
l nmw

Logo as somas parciais de ordem n da equagao (1.44) podem ser expressas por

Sl + 1) = 3 (I + bl ) = £ 3 D ()

w \

T i

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para vetores no R"™, temos

" 2 4 1/2
SIS I DL I
j=1 i=1
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assim podemos majorar a expressao em (1.45), isto é

(lag] + It4)

(z )1/2 (z ] + [0} >/ (1.46)

<L
™

ww

Por outro lado temos

Al

0 < (Jal — [b)* = lal® — 2[al[b] + [b]* = 2|al|b] < |af* + [b]*

ou ainda
(lal + 16)* = lal* + 2|allb] + [b* < 2(|al|* + [0]?). (1.47)

Aplicando (1.47) em (1.46),

>l ) < 7 (; ;3)/ (i(\au ; |b;|>)1/2

k=1 k=1

Val (31 1/2 / n / 1/2
X)) (Sler e
k=1 k=1

IN

e, portanto

S (lan] + 5] < Y2

k=1

2
&

1\Y2 /n 1/2
) (Z|ak|2+|b ) .

k=1

Note que as séries
1

Yoz € Z (il + 163 1%)
k=1 =

convergem, pois se trata de uma p-série com p = 2 > 0 e a segunda devido a desigualdade

N

de Bessel (Proposigao 1.4.2). Logo, pelo Teste da Comparacao temos que a série em (1.44)

converge. O
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Capitulo 2
Separacao de Variaveis

Neste capitulo temos como objetivo introduzir a ideia fundamental do método de

separacao de variaveis. Para isso usaremos a equag¢ao do calor em uma dimensao espacial

e os livros (IORIO, 2005) e (FIGUEIREDO, 1977).

2.1 O Método de Separacao de Variaveis

Mostraremos a seguir um método classico para resolucao de EDPs lineraes de
coeficientes constantes com condigoes inicias e/ou de contornos conhecido como método

de separacao de variaveis ou método de Fourier. Dado um problema do tipo

Uy = 02Uy, em (0,1) x (0, 4+00),

u(0,t) =0 =u(l,t), t >0, (2.1)

u(z,0) = f(z), z €0,]
vimos no Exemplo 1.3.6 do primeiro capitulo que u(zx,t) é a temperatura no instante ¢
no ponto x de uma barra de comprimento [ mantido em um reservatorio térmico com
temperatura constante igual a zero, cuja distribuicdo inicial é dada por f e que deve

satisfazer a condi¢do de compatibilidade f(0) =0 = f(I). Tendo em vista a equagao (2.1)

e a analise fisica do problema vamos procurar solugoes, isto é, uma funcao
u € C*((0,1) x (0,400)) N C((0,1) x (0, +00)).

Note que o problema de valores de contorno ¢ linear e homogéneo, assim o espaco

das solugoes do problema

U = Uy, em (0,1) X (0, 4+00),

u(0,t) =0=wu(l,t), t >0

(2.2)

é dado por um subespago vetorial C%((0,1) x (0,+00)) N C([0,] x (0,+00)). Logo pelo

principio da superposicao (Proposigao 1.3.1) basta procurar uma familia de solugoes {u}>°
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do problema (2.2) que possam ser dadas por

U= ay, U, (2.3)
n=1

considerando uma noc¢ao de convergéncia adequada. Assim impondo a condigao inicial

obtemos a sequéncia de niimeros reais {a}9°,, isto é,

flz) = ian un(z,0) (2.4)

e a solugao geral de (2.1) serd dada por (2.3) e (2.4). Vamos entao resolver o problema (2.1)
e para isso, vamos encontrar inicialmente as solugoes do problema (2.2), assim suponhamos

que a solucao do problema seja da forma

u(z,t) = ¢(z) (). (2.5)

Derivando a equagao (2.5) com relacdo a = e com relagao a t obtemos

e = (@) (1) © = ¥ (Dp(a), (2.6)

e substituindo a equagdo (2.6) na EDP (2.1), temos

Y (t)p(x) = a®¢"(2) P(1),
dividindo agora por a?¢(z)1(t) ambos os membros da equacio anterior nos pontos onde
p(x) # 0 e ¢(t) # 0, segue que

() _ 1 ()
ola) a2 h()

Como ambos os membros da equacao (2.7) sao iguais e o lado direito depende de x

(2.7)

enquanto que o lado esquerdo depende de ¢, estes devem portanto serem iguais a mesma

constante, que denotaremos por —\ (mais adiante justificaremos porque tomamos —\).

Assim
o) LY
() a? (1) ’
isto é, obtemos duas EDOs
—¢"(x) = Ap(x)

Y(t) = —a® (1)
Vale ressaltar que estamos procurando solugdes u € C*((0,1) x (0, +00))NC([0, 1] x

(0,4+00)) assim como z € [0,1] e t > 0 temos que
0 € C*((0,1) N C([0,1]) e ¥ € C*((0,+00)) NC[0, +00)).
Aplicando a condicao de contorno, obtemos
u(0,t) = 0 = (0)(t) = 0= ¢(0) =0
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assim temos

Note que se ¥(t) = 0 entdo a solugdo seria sempre trivial, isto é, u(z,t) =0 o que
nao nos interessa. Como as solugdes que buscamos nao sao identicamente nulas, temos

que ¢ ¢é solugao do problema

")+ Ap(x) =0, 0<z<l

£(0) = (1) = 0 2

e Y é qualquer solugao do problema
Y'(t) + a*A(t) = 0. (2.9)

Os valores de A\ para a equagao (2.8) para os quais nao admite solucdo trivial
sao chamados de autovalores e as solugoes nao triviais correspondentes sao chamadas de
autofuncoes. Como buscamos solugoes reais e tendo em vista que —\ é igual a ambos os

membros da equacdo (2.7) s6 nos interessam casos em que A € R.

Observacao 2.1.1. Note que buscamos solugoes reais para as FDP’s. No entanto em
alguns casos usaremos funcoes complexas auziliares para complementar alguma teoria.
Assim se Q CR" e f: Q) — C, entao existem funcoes reais unicamente determinadas
u,v: Q — R tais que

f(z) = u(z) +iv(x), Vel

u= Re f € a parte real de f ev = Im f é a parte imagindria de f. Onde temos que
a fungao f é continua (respectivamente diferencidvel) em x se e somente se, u € v G0
continuas (respectivamente diferencidvel) em x. Além disso, a func¢io f pode ser integrada
em relagdo a uma das varidveis, por exemplo x1, no intervalo [a,b] se e somente se, u e v

sa@o integraveis e vale

b b b
/ flz1,xe,. .. 2y,) dry :/ w(xy, Tay ..o, Tp) d:vl—l—i/ v(xy, Tay ..., xy) day.

a a

Veremos que os autovalores do problema (2.8) sdo sempre reais e positivos, visto
que se A € C é um autovalor e se ¢ for uma autofuncao associada ao autovalor entao
o € C2((0,1)) N Ce([0,1]). Sendo ¢(0) = ¢(I) = 0 e como " = —A\p temos que existem os
limites

lim ¢"(z) = =X lim ¢(z) = —Ap(0) =0,

z—0t z—0+

lim ¢"(x) = =X lim ¢(z) = —Ap(l) = 0.

r—l— =l
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Por outro lado, como ¢ é continua em um intervalo fechado temos

A ey = tim [T ) dy = lim () - ¢'(a)]

a—0t z—0t

A / y) dy = lim / y)dy = lim [¢'(b) — &' ()],

b—1—

portanto os limites

lim ¢'(a) e lim ¢'(b),

a—0t b—l—
existem. Logo podemos integrar as fungoes ¢” e ¢’ no intervalo [0, ]. Entdo considerando

a Proposicao 1.2.1, usando a EDP (2.1) e integrando por partes obtemos

Aeplp) = (M@!w)I(—so”lso)z—/olso”(fc)so(x)dx

= —lim | ¢"(z)p(z)dx
a—0t Ja
b~>(l)_

:—g?vwﬂﬂﬁlwhwwﬂ

b—l—

= I[P 0)e0) — ¢ (@] + [ 1¢/() P

a—0T
b—1—

= (¢'¥). (2.10)

Como a unica solucao constante do problema (2.8) é ¢ = 0 temos que (¢'|¢’") > 0
logo A > 0. Note que se ; e @9 sdo autofungdes de (2.8) correspondentes a autovalores A
e Ao distintos entdo ¢ e ¢y s@o ortogonais com relagao ao produto interno (1.1), isto é

(p1]e2) = 0. Assim aplicando o produto interno (1.1), integrando por partes duas vezes e
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tomando a condigao de contorno ¢(0) = ¢(l) = 0, temos

Mo = Gugilen) = (~ellen) = - [ W) @ da

= (1] = 95) = (p1|A2 p2) = Aa(ep1p2)-

Como A\; # A temos que (p1]|e2) = 0. Assim consideraremos a existéncia de autovalores e
autofungoes reais para o problema (2.8). Entao considerando A > 0 temos ¢"(z) + X p(z) =

0, 0 < x <, onde aplicando o método da equacgao caracteristica obtemos
PrAd=0=1r=-\=r=+iV\
Assim a solugdo geral da EDO (2.8) é dada por
o(z) = ¢ cos(zVA) 4 ¢ sen (zVN), ¢, ¢ € R. (2.11)
Usando as condigbes de contorno dadas na equagao (2.8), obtemos

©(0) =0 = ¢; cos(0VA) + casen (0VA) = 0= 1 +0=0=¢; =0

o(1) = 0= ¢; cos(IVX) + cysen (IVA) = 0.

Como c¢; = 0 temos que

¢y sen (IVA) = 0,
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logo ¢ = 0 ou sen (I \/X) = 0. Se ¢, = 0 entao obtemos novamente a solugao trivial. Por

outro lado se sen (Iv/A) = 0 entdo como ¢ # 0 e ¢y # 0, temos

sen(l\/X):O:>\/Xl:n7r:>\/_:n;T:>)\:(m>2.

Portanto

sdo os autovalores do problema (2.8) e

nmwx

©p, = sen <l> , x €0, (2.13)

2
sao as autofungoes associadas. Resolvendo agora a EDO (2.9) para A = (T) , neN

temos
Y'(t) + a®Aa(t) = 0.
Aplicando o método de separacao de variaveis para EDOs, obtemos a seguinte solucao

a’n?n?

l2

V(t) = ke M = o, (t) = k exp (— t) , keR, (2.14)

Portanto a solugao para a equagao (2.1) considerando apenas as condigoes de
contorno ¢é dada por u(z,t) = p(z)¥(t), substituindo as equagoes (2.13) e (2.14) em u(x, t)
obtemos uma solugao para cada n isto é,

a’n?r?

up(z,t) = ksen (mlrx) exp (— 2 t) , v€l0,0], t>0, neN. (2.15)

k € R. Usando o principio da superposicao (Proposigao 1.3.1), obtemos

% 2,2 2
u(x,t) = > bysen (TLZMC) exp (_a ZW t) , x €[00, t>0. (2.16)
n=1

Note que sem a andlise da convergéncia e da diferenciabilidade termo a termo de
u, (2.16) é condidato a solugao do problema (2.8). Aplicando a condigao inicial, ou seja,
u(z,0) = f(x) temos

> nwx a’n’n?
flz) = Z:l b, sen (l> exp (— 2 0)
que implica

f(z) = i b, sen (W) , x€[0,1]. (2.17)

n=1 l
Veja que obtemos uma série de Fourier de senos, ou seja, para resolver o problema
(2.1) temos que as fungoes f € C[(0,1)] devem ser expressas por uma série de Fourier de

senos. O célculo dos coeficientes b, conhecendo a f sdo dados pela equagdo (1.35), isto é,
1
b, = 7/ f(x) Sennlﬂd:v, n € N.
-1
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Uma outra forma de calcular os coeficientes b, ¢ usando as autofuncgoes ¢, e
Y, cOm m # n visto que como correspondem a autovalores distintos elas sao portanto

ortogonais com rela¢ao ao produto interno (1.1). Assim tomando o produto interno de ¢,

m

e f, aplicando a Proposigao 1.2.4 e sabendo que ¢, = sen ™7+ temos

o) = (3 buen) 190) = 35 tutonlen

m=1

nnx

l
= bu(nlen) = by / sen ? (l) dx
0

2

portanto,

l 2
(flen) = bn§ =b, = 7 / sen (m;x) dz. (2.18)
0

Como f € C([0,1]) temos que os coeficientes b,,, n € N estdo bem definidos. Note
também que nao foram feitas nenhuma andlise sobre a convergéncia das séries (2.16) e
(2.17). No préximo capitulo faremos esta andlise. Portanto obtemos um candidato a

solugao do problema (2.1)

u(z,t) = i by, sen (mlm) exp (— a27227r2t> , x €[00, t>0, (2.19)
n=1
one 2 nmwx
b, = — / sen () , neN, (2.20)
[ Jo [
¢ oo
f(z) = Z b, sen (m;:n) , x €0, (2.21)
n=1

Exemplo 2.1.1. Determine a temperatura u(x,t) em cada ponto de uma barra de compri-

mento, 50 cm que satisfaz a equagdo diferencial:

Uy = 02Uy, em (0,50) x (0, 400),
w(0,) = 0 = u(50,1), ¢ >0, ,
u(z,0) =20, z € [0,50].

onde temos que as extremidades r = 0 e x = 50 sao mantidas a temperatura 0°C, para
todo t > 0; a barra estd inicialmente a temperatura 20 °C, uniforme em toda a barra e a
barra é feita de um material cuja difusividade térmica é o® =1 cm?/s. Com efeito, como a
difusividade térmica é a® =1 cm?/s; o comprimento da barra é 1 =50cm e a temperatura

inicial é de 20°C, ou seja, F(z) = 20, basta entdo calcular apenas os coeficientes b,. Logo
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aplicando a equagdo (2.20) temos

9l 9 150
b, = 7 / f(x) sen (nm;) der = — 20 sen (mm:) dx
0 0

[ 50 50
40 50 <n7rx> P 40 ( 50 mrx) 50
= — sen | — ) de=— (———cos——
50 Jo 50 50 nm 50
40
= = —1).
— (cos(nm) )
Note que
—1 se n=1,3,5,...,2k+1
cos(nm) =

1 se n=0,2,4,...,2k,

k € N. Assim se n = 2k entdo cos(nw) — 1 =0 o que ndo nos interessa. Por outro lado,
fazendo n =2k + 1, k € N obtemos cos(nw) — 1 = —2. Portanto

4
by = — 20 (9) = 50

nm n (2k+1)m (222)

Substituindo a equagao (2.22) juntamente com os dados do problema na equagio (2.19),

temos a solugao geral do problema

_ 80 (2k + 1)7x (2k 4+ 1)%x?
-~ 7 - 7 > ().
( 50 ) exp ( A t|, =z€][0,50], t>0

(2.23)

Para a interpretacao geométrica do Exemplo 2.1.1 utilizando o Geogebra veja a

Figura 2.1.

Figura 2.1: Interpretacao geométrica do problema

» Janela de Algebra X[ Janela de Visualizagao
®t=0 0
®n=0 Niimero de termos da série de Fourier: 13
8(x) =x n=0
® textol = “Comprimento da barra: 50 cm”
e

(2k+ I)mx

) -
® textod = “u(x,t) = Z sin exp (— 2
@+ 50

© texto5 = “Evolucio temporal”

5
Comprimento da barra: 50 cm
Constante de difusividade térmica: a*=1 cm?/s

Il
-
<~

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Intuitivamente temos que a equacao do calor u; = a? u,, representa que em cada
ponto x € [0,50] a taxa de variacdo da temperatura é proporcional & concavidade x do
grafico. Note também que na janela de Algebra definimos a solucdo geral da equacdo do
calor, no entanto avaliamos a situagao no instante t = 0, isto é, a temperatura inicial da
barra que é 20°C. Note que para cada t fixado obtemos o grafico do perfil de temperatura

u(z,t) em cada ponto x € [0,50]. Veja a Figura 2.2, para t = 200.

Figura 2.2: Interpretacao geométrica do problema quando ¢ = 200.

Niimero de termos da série de Fourier: 13
n=0

L

Evolugéio temporal
t=200

. 80 o 1 (2k+ D (2k +1)°x%
(e, ) —?ZW“]M“ = ltxp<7 =

k=0 \*

5
Comprimento da barra: 50 cm

Constante de difusividade térmica: a*=1 cm?/s

Fonte: Elaborada pelo autor.

A medida que o tempo vai evoluindo temos que a curva do grafico vai convergindo
para uma linha reta, que é o equilibrio térmico, ou seja, a temperatura u(x,t) no ponto x

no instante ¢ (Grafico em Vermelho) vai diminuindo. Veja a Figura 2.3
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Figura 2.3: Interpretagdo geométrica do problema quando ¢t — oo.

Evolugéo temporal a cada 100 unidades de tempo 0 < t < 1400

0 8 -8 -4 -2 -0 8 8 4 2

Constante de difusividade térmica a? = 1 cm?/s

Niimero de termos da série de Fourier 13

Comprimento da barra : 50 cm

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim se tomarmos t — 0o entdo temos que toda a barra tende ao equilibrio

térmico, isto é, a barra encontra-se sobre a mesma temperatura em cada ponto x € [0, 50].
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Capitulo 3
A Equacao do Calor

Neste capitulo complementaremos algums resultados que foram vistos no capitulo
anterior, sobretudo problemas envolvendo a equagao do calor a uma dimencao espacial.
Para isso utilizaremos aqui os livros de (IORIO, 2005) e (FIGUEIREDO, 1977).

3.1 De Volta ao Problema de Transmissao de Calor

Vimos no capitulo anterior o seguinte problema da equacao do calor a uma dimensao
espacial
U = 02Uy, em (0,1) x (0, 4+00),
uw(0,t) =0=wu(l,t), t >0, (3.1)
u(z,0) = f(z), x €]0,]]
onde f € C([0,!1]) satisfaz a condi¢ao de compatibilidade f(0) = 0 = f(). Aplicando o
método de separagao de varidveis obtivemos um candidato a solugdo do problema (3.1)

que é dado por

oo 2,2 2
u(x,t) = bysen <n7lrx> exp (_a 727T t) .,z €01, t>0, (3.2)
n=1
onde 5
b, = 7 / f(x) sen (m;sn) , neN, (3.3)
0
e

> nmx
f(z) =" bysen (l) . x €0, (3.4)
n=1
No entanto nao foram feitas nenhuma analise a respeito da convergéncia das séries
(3.2) e (3.4). Assim enunciaremos e provaremos a seguir dois importantes resultados sobre
a equacao do calor. No primeiro veremos que o condidato a solugdo do problema (3.1)

converge para u, enquanto que no segundo resultado mostraremos que ele é tnico.
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Teorema 3.1.1. Seja f € C([0,1]) satisfazendo a condigao de compatibilidade f(0) =0 =
f(1) e suponha que f é diferencidvel em [0,1] a menos de um nimero finito de pontos com
f € SC([0,1]). Entdo a série em (3.2) converge uniformemente em [0,1] x [0, +00] para
uma fungio v € C([0,1] x [0,400)) NC®([0,] x (0,+00)) que é solugio do problema (3.1)

Demonstra¢do. Suponhamos que a série (3.4) converge em todo o intervalo [0, ]. Tendo

em vista que a fungao seno é impar e que o termo geral da série (3.4) é dado por

nmtx

b, sen (l) , x€]0,]

entdo fazendo a extengao impar e periddica de periodo 2 da f, temos que a série (3.4) é a
série de Fourier da F, onde F' é a extensao impar e periddica de periodo 2/ da f, além
disso ela convirgird em toda a reta a uma fungao impar e periddica de periodo 2/. Por

outro lado, pelo Lema de Riemann-Lebesgue (Corolédrio 1.4.1) a sequéncia {b,} dada por

nmy

bn:?/ol f(y) sen <l>’ neN (3.5)

dos coeficientes de Fourier reais da F' é limitada e como

2,2 2
exp <— 2 t) — 0 quando t — 400
temos que a série (3.2) converge uniformemente em [0, [] X [e, +00] para todo € > 0. Assim
substituindo (3.5) em (3.2) podemos reescrever a equagao (3.2) para o caso em que ¢ > 0,

isto é

n 2,2 2
u(z,t) = > bysen (m;:c) exp <—Q TZLQW t)

onde fazendo

temos

Assim obtemos l
u(w,t) = [ F(y) k(z.y. ) dy.
onde k(z,y,t) é denominado nucleo do calor do problema (3.1). Veja que a série em

(3.6) converge uniformemente em R x R x [e, +00) para quaisquer £ > 0 e além disso
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ke C®R xR x [g,+00). Tendo em vista que € > 0 é arbitrario temos em particular que
ke C®R xR x (0,+00). Portanto derivando dentro do sinal da integral (Teorema 1.1.1)
temos que u € C*([0,!1] x (0,400). Por outro lado derivando a série (3.6) termo a termo

(Teorema 1.1.2) temos que k satisfaz a equacao do calor
ke = a? kyy. (3.7)

De fato, derivando k com relagao a t temos

o0 2,2 2 2,2 2
Ky :? > sen (m;y) sen (mlr:c) exp <_a 7;27r t) (—Oé 727T > (3.8)

n=1

e derivando k£ com relagdo a x duas vezes, obtemos

9 oo 2.2 2 22
kpw = ~7 z:: sen (nlﬂy) sen (mlm) exp (_04 727T t) nl;T : (3.9)

Substituindo as equagoes (3.8) e (3.9) em (3.7) temos

9 2,22 2,2 2
ki — o’k = 7 nz::l sen <nl7ry> sen (nlm:) exp (_a 727T t) (_a 7;27T )
9 2.2 2 22
5 e (52 e (5 e () 5]
2 . (WT?J) . (m> . _a2n27r2t o2
I =T U Al A B 2 2
9 2,2 2 2.2 2
T (7)o () e ) ()
= 0

Portanto u satisfaz a equagao do calor em [0, ] x (0, 400). Note também que usando
(3.2), com t > 0 temos u(0,t) = u(l,t) = 0, pois

o0 2,2 2
u(0,t) = > bysen (n7lr0> exp (_a 71127r t> =0

n=1
€ o) l 2,22
u(l,t) = bysen <n;r> exp (_a 727T t)
n=1

que implica em

o0 2,2 2
u(l,t) =Y bysen (nm) exp (_a 727T t) :

n=1

Como sen (nm) = 0 para todo n € N temos que

o0 2,2 2
u(l,t) =Y bysen (nm) exp (_a 727T t) = 0.

n=1
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Se t = 0 entao temos que a equagao (3.2) fica

> nmx

u(x,0) =Y b,sen <7lr> , x€10,1].
n=1
Como por hipétese f é diferenciavel a menos de um ntmero finito de pontos em

(0,1) com f" € SC([0,1]), entao pelo Teorema da convergéncia uniforme da série de Fourier
(Teorema 1.4.2) temos que a série de Fourier da f converge uniformemente e portanto a
série (3.2) converge uniformemente em [0, ] X [0, +00). Assim concluimos que u é continua,

no segmento de reta t = 0 com 0 < x <[ e satisfaz o problema (3.1). O

Observacgao 3.1.1. Se no entanto f € SC([0,1]) em vez de continua, com f" € SC([0,1])

e considerarmos que

oy = )+ 1)

e f(0) = f(I) = 0 entdo a série de Fourier converge pontualmente para f. Note que

, para todo x € (0,1),

ainda que a convergéncia ndao seja uniforme a série (3.2) converge uniformemente em
R X [g,400) e define uma fungao continua em C*(R x (0,400)) que é solugio de (3.1).
Majiores detalhes poderdo ser encontrados em (IORIO, 2005).

Definigao 3.1.1. Sejam f(x,y) uma fungao real e y : [x1, x5] — R uma fungio diferen-

cidqvel. Definimos a integral de energia E(y) como sendo

By = [ fla.y)do,

em que y = y(x).

Teorema 3.1.2. Se o problema (5.1) tiver solucio em C([0,1] x [0, +00)) N C?((0,1) x
(0, +00)) ela serd unica.

Demonstragio. Suponhamos que u € C*([0,1] x [0, +00)) N C([0,1] x (0,+00)) é solugao
do problema (3.1), entdao aplicando a teoria das integrais de energia, isto é,

E(t) = /0 (e )2 dz, > 0. (3.10)

temos que £ é continua em [0, +00) e diferencidvel em (0, +00). Assim derivando a equagao
com relacdo a variavel ¢, usando a EDP do calor u; = o?u,, e integrando por partes,

temos

! !
E'(t) = /2u(x,t)ut(x,t)dx:/ 202 u(z,t) Uge (2, 1) da
0 0
I
= 2a2/ w(x, t) Uy (x, t) dz
0

— 207 :(u(a:,t) g (2, )]} —/Ol (2, 1) g (, £) dx]

I !
= 20 [(u(l,t) us(l,t) — u(0,1) ux(O,t))—/O(ugc(x,t))de]. (3.11)
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Como u(l,t) = u(0,t) = 0, obtemos

E(t) = —20 /0 (s, 1)) d < 0. (3.12)

Logo a funcdo F ¢é decrescente. Em particular temos que

0< E(t) = /0 (e, 1))z < B(0) = /0 (F)de, (3.13)

pois, como u(z,0) = f(z) para todo x € [0,] segue que

BO) = [ (w0 dr= [ (f@)?ds

0

Por outro lado se v € C?((0,1) x (0,+00)) N C([0,1] x [0,400)) é outra solugao de (3.1)
entao pelo Principio da Superposi¢ao (Proposigao 1.3.1) temos que w = u — v é solugao

do seguinte problema

W = @*Wy,, em (0,1) x (0, +00),
w(0,8) = 0 = w(l, 1), ¢ >0, . (3.14)
w(z,0) =0, z €0,1].

Note que o problema acima é do mesmo tipo do problema (3.1) com f = 0, assim vale a

equagao (3.13) com w =wu e f =0, isto é

0< E(t) = /Ol (w(x, 1))2dz < E(0) = /Ol (f(x))2dz = 0.

Logo temos que w = 0 que implica em u = v.
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Conclusao

Neste trabalho podemos observar a importancia de diversos resultados que geral-
mente ficam implicitos no estudo de equagoes diferencias, em particular para este trabalho,
equagoes diferenciais parciais. Topicos relacionados a analise no R"”, dlgebra linear e séries
de Fourier que sao primordiais no estudo de EDPs em muitos casos nao sao trabalhados e
tornam o estudo de EDPs mecanico, utilizando apenas as aplicagoes e deixando de lado
toda parte tedrica. Vale ressaltar que o estudo de EDPs é muito amplo e abrange muitos
topicos além dos ja mencionados.

Vimos também um método de resolucao de EDPs, conhecido como método de
separacgao de variaveis, que nos permitiu reescrever a EDP em uma nova equagao de tal
forma que conseguimos separar as variaveis em lados opostos da equagao e caimos em
duas EDOs e apds manipulagoes chegamos em uma série trigonométrica, e ai usamos das
séries de Fourier para chegar na solucao do problema.

Neste trabalho utilizamos o software Geogebra como um facilitador para o estudo e
analise grafica das séries de Fourier, além disso apresentamos um exemplo que nos ajudou
a entender um dos teoremas de convergéncia das séries de Fourier. Usamos também o
Geogebra para observar o comportamento grafico da solucao da equacao do calor a medida

que o tempo vai aumentando.
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