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RESUMO

O termo infinito € encontrado em diversas &reas do conhecimento. Na Matemaética seu estudo
causou desconforto e perplexidade, por causa de suas propriedades aritméticas contra intuitivas.
Foi realizado inicialmente um estudo bibliografico, permitindo conhecer o que ja foi
desenvolvido sobre o assunto e uma pesquisa de campo, tendo como método de coleta de dados
0 uso de questionario aplicado com alunos do ultimo ano do ensino médio. E apresentado as
diferenciac6es entre um conjunto infinito e finito, enumeravel e ndo enumeravel. O Matematico
alemdo Georg Cantor é o principal responsavel por aprimorar as ideias sobre o infinito,
desenvolvendo técnicas para comparar a quantidade de elementos de um conjunto. Por ser um
objeto de estudo abstrato o infinito muitas vezes foge do senso comum, com ideias que de inicio
parecem erradas, como a possibilidade de existir infinitos maiores que outros. Foi verificado,
gue os alunos do 3° ano possuem uma defasagem de conhecimento prévios de conjuntos

numericos, dificultando assim enxergar a existéncia de infinitos nimeros reais.

Palavras-chave: Infinito. Matematica. Conjuntos numéricos. Senso comum.



ABSCTRACT

The term mathematics is found in several areas of knowledge, in its intuitive study and
perplexity, because of its counterintuitive arithmetic properties. Initially, a study of the last
bibliographic study was carried out, allowing to know the subject and a method of data
collection, the use of the method applied with high school students. It is presented as
differentiations between an infinite and finite, enumerable and non-enumerable set.
Mathematician Georg Cantor is primarily responsible for improving ideas about infinity, the
techniques used to compare the number of elements in a set. Because it is an abstract or infinite
object of study, it often runs away from common sense, with ideas that at first seem wrong,
such as the possibility of there being infinities greater than others. It was previously selected,
the 3rd students have a knowledge gap in numerical numbers, thus making it difficult to have

infinite real numbers.

Key Words: Infinite. Math. Numerical sets. Common sense.
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1 INTRODUCAO

Algumas vezes ouvimos a palavra infinito sendo pronunciada por algumas pessoas,
outras fazem tatuagem do simbolo infinito em seus corpo. Mas afinal, o que significa o termo
infinito? Qual a relacdo da palavra infinito ao contexto da Matematica? Algumas dessas
perguntas podem ser compreendidas nesse trabalho.

O termo infinito é utilizado em diversas areas do conhecimento tais como arte,
filosofia, fisica, astronomia, teologia, etc. No dicionario o infinito significa “Que nao é finito,
que ndo tem limites nem medida.” (KLEIN, 2015, p.292), por ser um tema abstrato, contribuiu
para grandes discussdes ao longo da historia da evolucao das ciéncias. Segundo Siqueira e Lorin
(2021) € possivel encontrar registros de discussdes sobre o infinito desde civilizacGes antigas,
como a babil6nica e a egipcia.

Nessa pesquisa o estudo foi focado no infinito na Matematica, estudando o seu
comportamento e verificando como os alunos do 3° ano do ensino médio da instituicdo de
tempo integral Padre Fabio Bertagnolli, localizada na cidade de Balsas/MA, lidam com
situacBes que o envolve. Para atingir os propositos da monografia foi necessario distinguir os
conjuntos: finitos, infinitos, enumeraveis e ndo enumeraveis.

As noc0es basicas de conjuntos e fungdes sdo indispensaveis para o entendimento
do conteudo, por esse motivo serdo apresentados inicialmente alguns conceitos sobre eles, bem
como uma breve exposicao da teoria dos nimeros naturais a partir dos axiomas de Peano, pois
estdo estreitamente ligados aos conjuntos enumeraveis e ndo enumeraveis.

O principal Matemaético no desenvolvimento de ideias sobre o infinito foi Georg
Cantor, apresentando conceitos Matematicos que de inicio parecem errados indo contra 0 senso
comum, ele demonstrou gue os infinitos podem ter tamanhos diferentes e mostrou também que
quando se trada de conjuntos infinitos nem sempre o todo serd maior que as partes.

Foi através dessas ideias que analisamos a visao dos estudantes, verificando se eles
compreendem o infinito na Matematica como ele € ou se apresentam o0 senso comum. Para a
realizacdo dessa andlise, foi feito inicialmente uma pesquisa bibliogréfica na busca de estudar
como o infinito se comporta na Matematica e apés esse estudo foi aplicado um questionario
com quatro perguntas envolvendo o infinito. Com as respostas foi possivel investigar o
conhecimento dos alunos sobre o tema comparando com o que foi aprendido na pesquisa

bibliogréafica.
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2 INFINITO ATUAL E INFINITO POTENCIAL

Quando paramos para refletir sobre o infinito na Matematica inicialmente nos vem
a ideia de algo muito grande, porém para afirmamos que algo é muito grande ou muito pequeno
precisa-se de um referencial. Analisando o nimero 10.000 ele é muito grande comparado com
0 numero 10, mas se torna pequeno comparado com 10.000.000, e certamente temos numeros
bem maiores que esse. Entdo nao se torna preciso afirmar que o infinito é apenas algo/nimero
muito grande, sendo necessario um pouco mais de definigcdo e isso se tornou alvo de grandes
discursdes por toda a historia da Matematica, tornando-se a pedra no sapato dos Matematicos.

De acordo com Amadei (2005), um dos primeiros a mostrar o caos que o infinito
pode gerar foi Zendo de Eleia (425 a.C), que atraves de seus paradoxos foi possivel ver
inconsisténcias na ideia de continuidade e divisibilidade do espaco em infinitas grandezas.
Serdo apresentados detalhadamente em outro topico dois de seus paradoxos: “Aquiles e a

Tartaruga” e “A dicotomia”.

N&o sabemos ao certo que ideia precisamente Zendo estava procurando demonstrar.
Aristoteles diz que Zendo propds o paradoxo de ‘Aquiles e a Tartaruga’ e um outro
chamado ‘A dicotomia’ no intuito de mostrar que o0 movimento era impossivel. Mas
ndo é certo que isso seja correto. Alguns filésofos pensam que Zendo estava rebatendo
a ideia de que o espago e o tempo eram infinitamente divisiveis. (MORRIS, 1997,
p.22).
“Os paradoxos de Zendo constituem os exemplos mais primitivos dos impasses
causados pela nocdo de infinito na histéria.” (AMADEI, 2005, p.28)
De acordo com Amadei (2005), em 1638 Galileu desenvolveu suas ideias sobre o
infinito na Matematica, demostrando que existe tantos nimeros inteiros quantos sao seus
quadrados, através de uma relagdo biunivoca, ou seja, comparando par a par a quantidade de

elementos presentes em cada conjunto, como demonstrado a baixo:

Figura 1 - Naturais com bijecéo aos seus quadrados

SEEEN

Fonte: Produzido pelo autor
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Podemos observar na Figura 1, que ndo importa o0 quanto repetimos esse processo
sempre terd um elemento no outro conjunto para se fazer uma relacdo biunivoca, porém ao
perceber isso ele preferiu evita-los. “Quando chegou a esse resultado, Galileu concluiu que
havia algo de muito esquisito com os nimeros infinitos e que o melhor que tinha a fazer era
evita-los. A infinidade, disse ele, era inerentemente incompreensivel.” (MORRIS, 1997, p.15).

Por apresentar essa complexidade de compreensdo que vai contra 0 senso comum,
“O infinito pode gerar encrenca, porque as vezes seu comportamento ¢ Paradoxal.”
(STEWART, 2016, p.263). Essa “encrenca” é gerada pois ele “[...] ndo obedece as regras
aritméticas habituais e ndo é um nimero no sentido usual do termo.” (CRILLY, 2011, p.6), ou
seja, ndo podemos simplesmente somar ou subtrair os infinitos como bem entendermos.

Isso pode ser verificado no exemplo proposto por Borges (2015) no qual ele supds

que o infinito ¢ um namero representado por “S”, podendo ser escrito da seguinte forma:

S=204+21 422423 42%+25+... (1)

Quando o 2 é colocado em evidéncia tem-se:
S=1+2.(2°+2 " +224+23+2%+-) 2

A expressao dentro dos parénteses acaba sendo igual a equacédo (1), e quando substituido na

equacao (2) temos:

S=1+25 ©)
1=25-5 (4)
s= -1 (5)

A expresséo torna-se um absurdo, pois é S>0. Dessa forma, ele conclui “[...] este
exemplo nos mostra que o infinito ndo pode ser considerado como um numero” (BORGES,
2015, p.18)

Na Matematica o infinito pode ser visto de duas formas: potencial e atual. Segundo
Sena (2011, p.13) “O infinito potencial consiste num processo atraves do qual um namero

cresce para além dos limites finitos.”, ou seja, ndo importa o quao grande um nimero é, sempre
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podera existir outro maior. “Para cada grande nimero obtido, exemplo 1010, existe sempre

um maior, como 101000 +1»(CRILLY, 2011, p.28). Considerando as fraces a seguir:

1 1

= 10000; =1000000; ...
0,0001 0,00001

-1 =101 =100:— = 1000;
1 0,1 0,01 0,001

Pode-se observar que quando o denominador é diminuido, o resultado fica cada vez
maior, continuando o processo 0s resultados crescem infinitamente. Por sua vez, quando
aumentamos o denominador o resultado chega a valores cada vez menores, como mostra o

exemplo a baixo.

%= 1; lio —0,1;— = 0,01: ——=10,001; L 0,0001;—— = 0,00001; ...

1
100 100 10000 100000

Através disso, é possivel observar que, “[...] considerar algo infinito em poténcia
significa considerar que uma sequéncia pode ser aumentada tanto quanto se queira por adi¢oes
ou multiplicagdes sucessivas, ou diminuida tanto quanto se queira por divisGes sucessivas.”
(MACHADO et al., 2013, p. 290)

Diferente do infinito potencial o infinito atual, que na visdo de Sena (2011) nao se
trata de um processo no qual se repete infinitamente, mas sim de uma representacéo do todo.
“O infinito atual ndo € um processo, ¢ ele proprio um ntimero.” (SENA, 2011, p.13). Na viséo

de Siqueira e Lorin (2021) ele é tratado como um objeto Matematico.

Pode-se entender essas duas ideias na matematica, tomando como exemplo a dizima
periddica 0,9999..., ao imaginar que € sempre possivel acrescentar mais um algarismo,
neste caso, 0 himero 9 e entender que este processo nunca terminarg, isto trata-se do
infinito potencial. J& se entender que 0,999... é igual a 1, estar tratando, portanto, do
infinito atual (MOMETTI, 2007 apud PIMENTEL, SANTOS, MOMETTI. 2010,
p.55)

Outro exemplo que diferencia o infinito atual do potencial é quando olhamos para
0s numeros naturais, se consideramos eles como uma sequéncia de nimeros sem fim que cada
vez mais adiciona um novo elemento {1, 2, 3, 4, ...}, entdo estamos diante do infinito potencial.
Agora, se olharmos para eles como um todo representado pelo simbolo N, ent&o temos o infinito

atual.
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2.1 Noc0es basicas de conjuntos e funcgdes

Para entendermos a diferenca entres os conjuntos finitos e infinitos, precisamos
definir inicialmente alguns conceitos bésicos de conjuntos e fungdes que irdo facilitar o

entendimento do tema.

Definicéo 1 “Um conjunto ¢ constituido de objetos chamados elementos. Usamos a notagdo x
€ A (lé-se x pertence a A) para dizer que x é um elemento do conjunto A. se x ndo é um

elemento de A, entdo escrevemos x & A (lé-se x nao pertence a A)” (NERI, CABRAL, 2010,
p.1)

A lista de elementos de um conjunto pode ser caracterizada escrevendo 0s seus

componentes separando-0s por virgulas “,” dentro de chaves “{}”.

Exemplo 1 Seja B um conjunto cujo seus elementos sdo 2, 4, 6, 8 e 10. Escrevemos B = {2, 4,
6,8,10}. Temos4 € B, 10 e Be 15 ¢ B.

Definigdo 2 “Dizemos que A é um subconjunto de B ou que A € uma parte de B, ou ainda, que
A esta contido em B e escrevemos A c B se todo elemento de A pertence a B. Dizemos também
que B contém A e escrevemos B o A.” (NERI, CABRAL, 2010, p.1)

Defini¢céo 3 “Quando A € B e B c A, 0s conjuntos A e B sdo ditos iguais e escrevemos A =
B. Caso contrario eles sdo diferentes e escrevemos A # B. A notagdo A S B (ou B 2 A) é uma

abreviacdo para A c B com A # B, neste caso dizemos que A ¢ um subconjunto proprio de B.”
(NERI, CABRAL, 2010, p.2)

De acordo com a Definic&o 3, se tivermos um conjunto X e um subconjunto proprio
Y, significa que existe pelo menos um elemento em X que néo ird pertencer a Y, porém todos

os elementos de Y pertencem a X.

Exemplo 2sejaA={4,8,10}eB={1,2,4,6, 7,8, 10}. Temos A < B, ou seja, 0 conjunto A

estd contido em B porém s&o conjuntos diferentes.

Exemplo 3 Sejam A ={1,2,4,5} e B ={2,4,5,7, 8, 10}. Neste caso A ndo esta contido em
B, pois 1 € Ae 1 ¢ B, significa que existe um elemento contido em A que néo pertence ao
conjunto B. Pela Defini¢édo 2, para que A esteja contido em B necessita que todos 0s seus

elementos pertencam a B.
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Defini¢do 4 “O conjunto vazio, denotado por @, € um conjunto que ndo possui nenhum
elemento, ou seja, ndo existe x tal que x € @.” (NERI, CABRAL, 2010, p.2)

Através da prova por absurdo podemos mostrar que 0 conjunto vazio € um
subconjunto de qualquer conjunto. Considerando que exista um conjunto Y tal que @ ndo esteja
contido em Y. Como foi mostrado na Defini¢cdo 2, isso significa que existe um elemento
qualquer que pertence a @ tal que esse elemento ndo esteja em Y, porém por defini¢do, ndo
existe nenhum elemento pertencente a @, gerando assim uma contradi¢do, isso nos abriga a
concluir que @ esta contido em Y (@ c YY), pois caso contrario chegariamos a uma conclusao
absurda.

Defini¢éo 5 “Quando C é um conjunto de conjuntos (para simplificar a linguagem) dizemos
gue C é uma colecdo, uma classe ou uma familia de conjuntos. Elementos de C sdo comumente
chamados de membros.” (NERI, CABRAL, 2010, p.3)

Defini¢éo 6 “Dados X, Y conjuntos quaisquer, chamaremos de interseccao de X e Y 0 conjunto
XNY, formado pelos elementos que pertencem tanto a X quanto a Y.” (VICTOR, 2019, p.19)

Exemplo 4 Dados os conjuntos A e B, com A ={1, 2,3} e B={3, 4, 5}, ainterseccdo de X e
Y € o nimero 3. AnY ={3}.

Defini¢do 7 “Dados n natural e A;, A,, ..., A, conjuntos arbitrarios, definimos sua intersec¢do
como o conjunto A= A; NA, N...N AL, que denotamos por: A = ﬂ?zlAi.” (VICTOR, 2019,
p.21)

A notacdo A = ﬂ:lz A significa que temos a intersec¢do entre todos os conjuntos

A A,, ..., A, que seiniciano 1 e vai até o n.

Definigdo 8 “Dados X, Y conjuntos quaisquer, chamaremos de unido de X e Y o conjunto XUY,

formado pelos elementos que pertencem a X oua Y.” (VICTOR, 2019, p.22)

Exemplo 5 sejam A ={1, 2, 3} e B ={4, 5, 6}, a unido dos dois elementos € AUY = {1, 2, 3,
4,5, 6}.

Definicéo 9 “Dados n natural e A4, A,, ..., A,, conjuntos arbitrarios, definimos sua unido como

0 conjunto A=A, U A, U ... U A, que denotamos por: A = |JI_ 4;.
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A notagédo A = ULAi significa que temos a unido entre todos os conjuntos A;,

A,, ..., A, que se iniciano 1 e vai até o n.

Definicdo 10 “Dados dois objetos a e b definimos o par ordenado (a, b) cuja primeira
coordenada € a e a segunda € b. Dois pares ordenados (a, b) e (c, d) sdo iguais se eles forem
iguais coordenada por coordenada; (a, b) = (c, d) se, e somente se, a = c e b = d.” (NERI,
CABRAL, 2010, p.4)

Defini¢éo 11 “Dados dois conjuntos A e B existe um conjunto chamado de produto cartesiano
de A e B (denotado A x B) formado pelos pares ordenados (a, b) taisquea € Aeb € B. Em
simbolos: A x B = {(a, b); a€ Aeb € B}.” (NERI, CABRAL, 2010, p.4)

Defini¢éo 12 “Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios. Chama-se funcdo f: A - B aregra f
que leva todos elementos de A a elementos de B de maneira Unica. f: A — B ¢é lido como: ‘f é
a fungdo de A em B.” (Zahn, 2022, p.32), para cada elemento x € A tem um correspondente

unico f(x) (lé-se f de x) em B.

Definigdo 13 “Dada uma fun¢do f: A — B, chamamos A de dominio da f, ou campo de
existéncia, e chamamos B de contradominio da f. O conjunto dos valores em B que recebem

os valores de A, mediante a transformacéo f, é chamado de imagem de f.” (ZAHN, 2022, p.32)

Todo x € A possui uma imagem f'(x) € B. Pode existir um y que pertence a B, mas
que ndo sera imagem de nenhum x € A. “Entretanto, 0 mesmo elemento y € B pode ser imagem
de mais de um elemento de A [...]” (NERI, CABRAL, 2010, p.6), ou seja, poderd ocorrer

f(x1) = f(xz) com x; # x5.

Defini¢éo 14 “Sejam f, g : A — B duas fun¢Ges. Dizemos que f e g s@o iguais se sdo dadas
pela mesma regra de associacao, ou seja, se f(x) = g(x) V x € A.”” (NERI, CABRAL, 2010,
p.6)

Definigdo 15 “Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios, X € A e f: A - B uma funcéo.
Definimos a imagem direta de X por f, e denotamos por f(X) o conjunto de todos y € B, tais
que y = f(x), com x € X. Mais precisamente, f(X)={f(x): x € X}.” (ZAHN, 2022, p.32)

A imagem abaixo € uma representacdo na forma de diagramas da definicdo de

imagem direta.
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Figura 2- Imagem direta

F
> e B

Fonte: Zahn (2022, p.33).

Definigdo 16 “f é injetiva (ou injetora) se dados x;, x, € A, entdo f(x;) = f(x,) implica que
X1 = x,. Ou seja, ndo ha elementos distintos de A que tém imagens iguais por f.” (GROKOSKI,
2020, p.9)

A definicdo a cima é o equivalente a dizer que dados x; # x,, entdo f(x;) sera
diferente do f(x,). A imagem abaixo é uma representacdo na forma de diagramas da definicao
de funcdo injetora definida pela funcdo f: A — B, onde A ={2, 4,8} e B ={1, 2, 3}. Observe
que para cada elemento diferente de A tem um correspondente em B, ndo existindo elementos

em B com mais de um correspondente em A. Assim f é injetiva.

Figura 3 - injetora ou injetiva

f

2 Ni

=

Se

=
:
N

pe3

Fonte: Produzido pelo autor

Na imagem a seguir € mostrado um exemplo de quando a funcgéo néo seré injetiva,
pois ha um elemento em B que é imagem de dois elementos distintos em A, considerando que
A={2,4,8}eB={1,2}.
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Figura 4 - Funcédo nao injetiva

f

de /
ge %2

Fonte: Produzido pelo autor

Definigdo 17 “f é sobrejetiva (ou sobrejetora) se para todo y € B existe x € A, tal que f(x) =

y. Isto €, todo elemento do contradominio ¢ imagem de algum elemento do dominio.”

(GROKOSKI, 2020, p.9)

Isso significa que dado uma fungdo f: A — B, f sera sobrejetiva se todos 0s
elementos de B forem imagem de pelo menos um elemento de A. As imagens adiante sdo
exemplos na forma de diagramas de fungdo sobrejetora e funcdo ndo sobrejetora
respectivamente. No primeiro caso foi usado A = {2, 4, 6, 8} e B = {1, 2, 3}, no segundo A =
{2,4}eB={1, 2, 3}.

Figura 5 - Funcéo sobrejetora

f

Fonte: Produzido pelo autor
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Figura 6 - Funcédo ndo sobrejetora

Fonte: Produzido pelo autor

Note que uma funcdo ela pode ser sobrejetora e ndo ser injetora, da mesma forma
gue pode ser injetora e ndo ser sobrejetora, ela também pode ser sobrejetora e injetora ao mesmo

tempo nesse caso chamamos ela de bijetora.

Defini¢éo 18 “Uma funcéo f: A — B ¢ dita bijetiva ou bijegao se ela ¢ injetiva e sobrejetiva.”
(NERI, CABRAL, 2010, p.8)

Defini¢do 19 “Sejam f: A - B e g: B —» C funcdo tais que o dominio de g é igual ao
contradominio de f. Neste caso, podemos definir a funcdo composta g ° f: A — C, que consiste

em aplicar primeiro f e depois g.” (LIMA, 1976, p.16)
I. “O dominio de g ° f: A — C é o dominio de f.” (GROKOSKI, 2020, p.9)
I1. “O contradominio de g ° f é o contradominio de g.” (GROKOSKI, 2020, p.9)
III. “Se x € A, aimagem de x por g ° f sera g(f(x)).” (GROKOSKI, 2020, p.9)

Abaixo temos um esquema ilustrando a Definicéo 19.
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Figura 7 - Funcdo composta

gof

Fonte: Produzido pelo autor

Definigédo 20 “Sejam f: A — B uma fungdo e Y c B. Definimos a imagem inversa do conjunto
Y pela f ou pré-imagem de Y por f como o conjunto de todos os dominios de Y pela f, em
simbolos, f~1={x € A: f(x) e Y}.” (ZAHN, 2022, p.32)

Figura 8 - Funcéo Inversa

f

Fonte: Zahn (2022, p.35).

2.2 Conjunto dos naturais

O conjunto dos numeros naturais € o primeiro dos conjuntos numéricos a ser
apresentado nas escolas. Desde o0 ensino primario até a pds-graduacao sua utilizacao é de grande
importancia, sendo representado pelo simbolo N. Ele é caracterizado através dos trés axiomas
de Peano.

1° “Existe uma funcdo injetiva s: N - N. A imagem s(n) de cada nimero natural n
€ N chama-se o sucessor de n.” (LIMA, 2009, p.1)
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O primeiro axioma significa que todo nimero natural deve ter um sucessor, que
ainda pertence aos naturais. Por ser uma func&o injetiva consequentemente, nimeros diferentes
devem ter sucessores diferentes.

2° “Existe um unico numero natural 1 € N tal que 1 # s(n) paratodon € N.” (LIMA,
2009, p.1)

O segundo axioma fala que o0 nimero 1 ndo sera sucesso de nenhum ndmero.

3° “Se um conjunto X c N étalque 1 € X e s(X) € X (isto é, n € X = s(n) € X)
entdo X =N.” (LIMA,2009, p.1)

O terceiro axioma € conhecido como principio da inducéo finita, ele diz que se um
conjunto contém o numero 1 e contém também todos os sucessores de seus elementos, entdo
esse conjunto sera igual aos nimeros naturais. “Intuitivamente, ele significa que todo nimero
natural n pode ser obtido a partir de 1, tomando-se seu sucessor s(1), o sucessor deste, s(s(1)),
e assim por diante, com um nimero finito de etapas.” (LIMA, 2009, p.2)

O conjunto dos numeros naturais sdo definidos através de duas operacdes
fundamentais: “a adi¢do, que associa a cada par de ndmeros (m, n) sua soma m + n, e a
multiplicacdo, que faz corresponder ao par (m, n) seu produto m.n.” (LIMA, 2009, p.2), através
dessas operacOes temos as seguintes igualdades:

o m +1=s(m);

o m + s(n) = s(m +n), isto , m + (n +1) = (m + n) +1;

Segundo Lima (2009, p.2) “Somar 1 a m significa tomar o sucessor de m. E se ja
conhecemos a soma m + n também conheceremos m + (n + 1), que € o sucessor de m +n.”
e m.l1l=m;

e m.(n+tl)=m.n+m.

Lima (2009, p.2) também fala que “Multiplicar por 1 ndo altera o nimero. E se

conhecemos o produto m . n, conheceremosm.(n+ 1)=m.n+ m.”

Definigdo 21 “Dados 0s numeros naturais m, n, escreve-se m < n quando existe p € N tal que
n =m + p. Diz-se entdo quem m € menor do que n. A notagcdo m < n significa que m <n ou
m =n.” (LIMA, 2009, p.3)

Através da Defini¢do 21 que fala da relagcdo de ordem de m e n € encontrado o
principio da boa ordenacdo. Que diz: “Todo subconjunto ndo vazio A c N possui um menor

elemento, isto é, um elemento n, € A tal que n, <n paratodon € A.” (LIMA, 2009, p.3)
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Se 1 € A entdo 1 serd o menor elemento de A. Caso 1 ¢ A, considere X sendo 0
conjunto dos nimeros naturais n tais que I, c N - A. Com I; = {1} c N - Avemos que 1 € X,
como A ndo ¢ um conjunto vazio, deduzimos que A # N. Logo deve existir n € X tal que 0 seu
sucessor (n + 1) ndo pertence a X. Entdo I, = {1, 2, 3, ... n}c N - A, 0 menor elemento n, €

igualaon + 1 € A.

2.3 Diferenca entre conjuntos finitos e infinitos

A diferenca entre um conjunto finito e um conjunto infinito é bem intuitiva, pois
podemos imaginar que um conjunto finito é aquele no qual apresenta um limite na quantidade
de seus elementos, ou seja, apresenta um fim, por exemplo, considere o conjunto A parte dos
nlmeros naturais na qual tem elementos maiores ou iguais a 1 e elementos menores ou iguais
a 10, entdo o conjunto A possui os elementos 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9 e 10, podemos observar que
oconjunto A={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}, apresenta uma quantidade limitada de componentes
chegando ao fim da sequéncia dos elementos.

Ja um conjunto infinito é o oposto do finito, ndo existindo limites na quantidade de
seus elementos, como exemplo pode ser utilizado o conjunto dos numeros naturais N = {1, 2,
3, ...}. Essas sdo formas intuitivas de pensar nos conjuntos finitos e infinitos.

Para definir esses conjuntos matematicamente considere a notagao:

I ={1}
I, ={1,2}
I3 ={1,2,3}

I, ={1,23,...,n}

Defini¢éo 22 “Um conjunto X diz-se finito quando é vazio ou entdo existe n € N e uma bijecéo
fiI, »X.” (LIMA, 2006, p.3)

No primeiro caso quando X for vazio significa que ele tem zero elementos, no

segundo a bijecdo f: 1, »X corresponde a uma contagem dos elementos presente em X,
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portanto temos que x; = f(1),x, = f(2), . . ., x, = f(n), entdo X = {x1,x3,...,x,}. 1SS0

simboliza que X Tem n elementos.

Lema 1 “Se existe uma bije¢do f: X = Y entdo, dados a € X e b € Y, existe também uma
bijecdo g: X = Y tal que g(a) =b.” (LIMA, 2009, p4)

Figura9 - Lemal

g=h°f

Fonte: Produzido pelo autor

Sejaf(a) =d,(d # b). Como f é sobrejetora, ira existir um ¢ € X tal que f(c) =
b. Podemos definir uma funcdo h:Y — Y com h(b) =d, h(d) = b e h(x) = x para outros
valores x € Y. definindo g = h° f, temos g(a) = h(f(a)) = h(d) = b & g(a) = b.

Teorema 1 “Se A é um subconjunto proprio de I,,, ndo pode existir uma bije¢do f: A = I,
(LIMA, 2009, p4)

Para provar o Teorema 1, Lima (2009) utiliza o0 método da prova por absurdo. Ele
Considere gque o teorema seja falso e que ny € N é “0 menor nimero natural para o qual existem
um subconjunto proprio A c I, e uma bijecdo sobre f: A — I,,.” (LIMA, 2006, p.4), note que
n, deve ser maior que 1, pois se n, =1 o conjunto I; = {1}, A # I, entdo A = @, e nesse caso

néo existe nenhuma fungéo f: A — I;. Com 0 ny > 1, teremos duas possibilidades.

1 ° possibilidade: n, € A entdo, através do Lema 1 podemos ter uma bijecdo g: A —

I, com g(ngy) =ny, g restrita a A —{ny} tem bijecdo com g: A — {ny} - Lo — {ne}.

0
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Absurdo, pois n, é o0 menor elemento com a propriedade, concluimos entdo que ndo existe o

ng.

2° possibilidade: n, & A, sejaa € Atal que f(a) = no, f restritaa A — {a} c I,,_;
tem bijecdo com f: A — {a} - I, ;. Absurdo, pois n, € 0 menor elemento com a propriedade,

concluimos entdo que ndo existe 0 n.

Esse teorema em outras palavras significa que ndo existe uma bije¢do entre

um conjunto finito e seu subconjunto proprio.

Corolario1“Se f: I, - X e g: I,, = X séo bijecdes entdo m = n.” (LIMA,2009, p.4)

Figura 10 - Corolario 1

gtef

Fonte: Produzido pelo autor

Utilizando a prova por absurdo, consideramos que m < nentdo I,,, € I, e I, # I,
0 que desobedece ao Teorema 1, pois g~ ° f: I, - I, é uma bijecdo. Isso ird valer também

se considerarmos n < m. Logo admitir que m # n transforma a expressdo em um absurdo.

Definicdo 23 “Diz-se que um conjunto € infinito quando ndo é finito. Assim, X é infinito

quando n&o é vazio nem existe, seja qual for n € N, uma bijecéo f: I,, = X.” (LIMA, 2006, p.5)

Através das defini¢Ges propostas por Lima (2006) podemos observar que o conjunto
infinito é o oposto do finito, quando um conjunto ndo satisfazer as propriedades do conjunto

finito automaticamente podemos concluir que é um conjunto infinito.
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Teorema 2 “Se X é um conjunto infinito, entdo existe uma aplicacdo injetiva f: N »X.”
(LIMA,2009, p.6)

Tome um x; € X com f(1) = x;,definimos um conjunto A; c X, A; # @.
Considere A; = X — {x;}, como A; ndo é um conjunto vazio temos um x, € X com f(2) =
x,. Definimos um conjunto 4, < X, A, # @. Considere A, = X —{x; x,}, como A, ndo é um
conjunto vazio temos um x5 € X com f(3) = x3. Expandindo esse raciocinio definimos um
conjunto 4, c X, A, # @, entdo A,, = X —{x; x,,...,x,} como A, nédo &€ um conjunto vazio
temos um x,,, € X com f(n+1) = x,,,. Dessa para qualquer n € N, conseguimos

relacionar n com algum x,,.

Corolario 2 “Um conjunto X ¢ infinito se, e somente se, existe uma bijegcdo ¢: X = Y sobre
um subconjunto proprio.” (LIMA,2009, p.6)

Suponha que o conjunto X é infinito, como mostrada no Teorema 2 existe uma
funcdo injetiva f: N — X. Se Y é subconjunto préoprio de X entdo pode ser representado como
Y = X — {x;}. Determinamos a funcéo ¢: X — Y do seguinte modo: ¢(x) = x se x ndo € um
dos x,, € ¢(x,,) = x,4+1, n € N. Portanto, ¢ € uma bijecdo. Reciprocamente, pelo Teorema 1,
um conjunto finito ndo faz bijecdo com um subconjunto proprio, entdo se X tem bijecdo com

algum subconjunto proprio ele sera infinito.

2.4 Conjuntos Enumeraveis e ndo Enumeraveis

Como vimos no tépico de conjuntos finitos e infinitos, o conjunto dos naturais é
usado para contagens. Quando queremos contar, por exemplo, a quantidade de pessoas em uma
sala de aula, relacionamos cada aluno a um elemento do conjunto dos naturais, seguindo a sua
ordem usual. Dessa forma conseguimos saber quantos alunos estao presentes e assim podemos
comparar a quantidade de alunos com outras salas, identificando quem tem mais, quem tem
Menos ou se possuem a mesma quantidade. E desse modo também que comparamos 0s
conjuntos numeéricos, sejam eles finitos ou infinitos € utilizado os nimeros naturais como base
para medir seu tamanho. O conceito de enumeravel nada mais € que a possibilidade de fazer
uma lista com os elementos de um conjunto podendo assim medir seu tamanho. De acordo com
Lima (2009) foi Georg Cantor o responsavel por aprimorar esse pensamento, desenvolvendo

técnicas para comparar o tamanho dos conjuntos infinitos.
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Definicdo 24 “Um conjunto X diz-se enumeravel quando € finito ou quando existe uma
bijecdo f: N — X. Neste caso, f chama-se uma enumeracdo dos elementos de X. Escrevendo
f() = x4, f(2) = x3,..., f(n) = xpp, ... , tem-se entdo X = {xy, xp,...,%p,...}.” (LIMA,
2009, p.7)

Se néo for possivel fazer uma lista enumerando os elementos de um conjunto, este
sera um conjunto nao-enumeravel, ou seja, ele ndo serad equivalente ao conjunto dos nimeros

naturais. Dizemos entdo que esse conjunto nao enumeravel tem mais elementos que os naturais.

Exemplo 4 O conjunto dos ndmeros naturais é enumeravel. A funcdo f: N — N definida como

f(x) = x é bijetora.

Exemplo 5 O conjunto dos numeros naturais pares € infinito enumeravel. Representando o
conjunto dos nimeros naturais pares pelo simbolo P, podemos fazer a bije¢do f: N — P, para

qual n € N, temos f(n) = 2n.

Figurall- f(n) = 2n

n - 1 2 3 4 5 0:on:
fm)-2 4 6 8 10 12.. 2n..

Fonte: Produzido pelo autor

Exemplo 6 O conjunto Z dos numeros inteiros é enumeravel. A funcdo f: N — Z pode ser

definida do seguinte modo: f(n) = "T_l se n forimpare f(n) = _7" se n for par é bijetora.

Figural2-f:N - Z

Z - o wn e =2 =1 O 1 2 3

N - 1 2 3 4 5 6 7

Fonte: Produzido pelo autor
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Como pode ser observado na imagem a cima, temos 0os N pares ligados aos Z

negativos, os N impares ligados aos Z positivos. Formando uma bijecéo.

Teorema 3 “Todo subconjunto X c N é enumeravel” (LIMA, 2009, p.7)

Se X é finito ele é enumeravel de acordo com a Defini¢éo 24, caso ele seja infinito
é valida a bijecdo f: N — X definida do seguinte modo: (1) o menor elemento de X, f(2) o
menor elemento de X — { f(1)} e assim sucessivamente. De modo que atenda as seguintes
condicBes: (@) f(1) < f(2) <...< f(n),ouseja, f(m) < f(n) se m <n. Implicaque f é
injetiva. (b) n < f(n) paratodon € N.Por indugdo temos: paran = 1,1 < n paratodon €

N, 1 < f(1), pois f(1) € X c N. Supondo que o resultado ¢ valido ¢ valido n:

n< f(n)=fm)<fn+1)

n<fn+1l) =2n+1 <f(n+1)

Logo temos a validade paran + 1, portanton < f(n) paratodon € N. Paraque
f seja sobrejetiva precisamos provar que m € { f(1), ..., f(m)}. Por absurdo suponha que
m ¢{f(),..,f(m)} logom € X—{f(1),...,f(m)}=>f(m+1) <m,poisf(m+1)éo
menor elemento X — {f (1), ..., f(m)}. Porem,m + 1 < f(m + 1) > m + 1 < m, gerando um

absurdo pois contradiz o0 que provamos anteriormente. Portanto, f é sobrejetiva.

Corolario 3 “Seja f: X =Y injetiva. Se Y é enumeravel entdo X também é. Em particular, todo

subconjunto de um conjunto enumeravel ¢ enumeravel.” (LIMA,2009, p.7)

Figura 13 - Subconjunto Enumeravel

g

Fonte: Produzido pelo autor



31

Se X é finito ele é enumeravel de acordo com a Definicdo 24, se X ¢ infinito basta
considerar que existe uma bijecdo g: Y — N. Entdo g ° f: X — N € bijecdo de X sobre um

subconjunto de N, o qual é enumeravel, pelo Teorema 3.

Corolério 4 “Seja f: X =Y sobrejetiva. Se X é enumeravel entdo Y também é.” (LIMA, 2009,
p.7)

Exemplo 7 O produto cartesiano NxN é enumeravel. NxN = {(m,n); m € Nen € N }, através
da fatoracdo de naturais como produtos de primos podemos criar a funcdo f: NxN — N dada
por f(m,n) = 2™3™ € injetiva, pois (m,n) # (x,y) geraram imagens diferentes, entdo pelo
Coroléario 3 o produto cartesiano NxN € enumeravel. Mesmo sendo injetiva a funcéao
f(m,n) = 2™3™ ndo sera sobrejetora, pois existem numeros em seu contra dominio que ndo
sdo imagens, por exemplo o nimero 7, ele ndo € imagem dessa fungdo, porém esta no contra

dominio.

Coroléario 5 “O produto cartesiano de dois conjuntos enumeraveis ¢ um conjunto enumeravel.”

(LIMA, 2009, p.7)

Em outras palavras significa que dados dois conjuntos A e B enumeraveis, entdo
AxB é enumeravel. AxB = {(a, b); a € A e b € B}, por serem enumeraveis as funcbes f: A -
N e g: B —» N sdo bijetoras. Para provar o corolério basta mostra que a fun¢do h: AXB — NxN
é injetiva. Definindo a fungdo como h(a, b) = (f(a), g(b)) temos que: h(a, b) = h(c, d) & (f(a),
gb)=(f(c), gd) e f(a=f(c)e g(b) =g(d) & a=ceb=d, dessa forma dados dois pares
ordenados eles terdo imagens iguais se e somente se eles forem iguais. Pelo Corolario 3 AxB

é enumeravel.

Corolario 6 “A reunido de uma familia enumeravel de conjuntos enumeraveis ¢ enumeravel.”
(LIMA, 2009, p.8)

Dados X4, X5, ..., X, .... enumeraveis, existem as sobrejecdes f;: N - X;, f5:N -
Xo, oo N = X, ... tomando X = U:;an definimos a sobrejecéo f: NxN — X colocando
f(m,n) = f,(m). Sex € Xe € X;(i € N), entdo ird existir a bije¢do f;:N - X;, f(m,i) =
x, provando a sua sobrejetividade. Pelo Corolario 4 a reunido de uma familia enumeravel de

conjuntos enumeraveis é enumeravel.
Exemplo 8 O conjunto Q = {%;m € Zen € Z*} dos nimeros racionais é enumeravel. Uma

injecdo f: Q — ZxZ pode ser definida pondo f (%) = (m, n), para garantir que a funcdo seja
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injetiva 0 méximo divisor comum entre m e n deve ser 1, com n > 0. Dessa forma dois numeros
diferentes do dominio terdo imagens distintas. Pelo Corolario 3 o conjunto dos numeros
racionais é enumeravel.

Outra forma de provar que o0s racionais sao enumeraveis é listando todos os seus
valores possiveis. Como mostra a Figura 14, a primeira linha sdo todos os valores possiveis de

n e a primeira coluna é todos os valores possiveis de m.

Figura 14 - Enumeracéo dos Racionais

mn | 1 4|56
B EE R A
1 2 3 4 1516

2 3 ) 7 > 3

2 = a~t = = = =
Fs | 2 314|516
3 3 3 3 3 3 3
> T1721313]|135]6
4 | 2%[212]4]2
1 2 3141516
BEBEEREE
= | 2 3]1]4]|151]6
6 lelelelelele
| 2 3 4 1516

Fonte: Delfino (2015, p.10)

Ap6bs listar todos os valores possiveis de m e n, em seguida € preciso definir a
relacdo de ordem entre as fragcdes, podendo ser feita pegando os nimeros na diagonal conforme

mostra a figura abaixo.

Figura 15 - Racionais na diagonal

1 1 1
1~ 2 3 3 5
v 7~ vl ¥
2 2 2 2 2
1 g 3 4 5

$. 7 N A
3 3 3 3 3
1 2 3 4

N 4
4 4 4 4 4
1 2 3 4 5
L 5
5 5 5 5 5
1 2 3 3 5

Fonte: Delfino (2015, p.10)
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Em cada linha é fixado um numerador e os denominadores aumentando seguindo a
ordem dos naturais. Na primeira coluna tem todas as fragdes com denominadores 1, na segunda
todas as fracGes com denominadores 2 e assim sucessivamente. Dessa forma podemos fazer

uma relagdo biunivoca, um para um com os naturais. Conforme mostra a Figura 16.

Figura 16 - Racionais par a par com os Naturais

. ‘2 & 4 56 T
S R B
L 123 2 L |
.2 112 3 4

Fonte: Delfino (2015, p.10)

Exemplo 9 O conjunto R dos nimeros reais € ndo enumeravel. Para provar essa afirmacédo
basta mostra que os numeros reais entre 0 e 1 sd8o ndo enumeraveis, esse intervalo sera
representado por [0,1]. Sera utilizado o método da diagonal de Cantor.

Supondo por absurdo que o intervalo entre 0 e 1 é enumeravel, entdo é possivel

listar todos os seus elementos da seguinte forma:

[0,1] ={x1, x5,..., %, ..},
xl = 0, a11a12a13
Xy = O, aAy107,023 ...

X3 = O, 3,103,033 ...

Xn = O, Ap1Ap20n3 -

Tal que a;; pode ser um nimero entre 0 e 9, e cada decimal de x; ira possuir um
namero infinito de elementos. Pode-se construir o seguinte nimero decimal: y =
0,b1b,bs ... b, ..., tal que b, seja diferente a,;, b, seja diferente a,,, b; seja diferente a5, €
assim por diante. y € [0,1] porém é diferente de qualquer x;, Vi € N, listado anteriormente

gerando uma contradicéo pois se y x;, Vi € N, entdo ele ndo deveria pertencer [0,1], por que
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em teoria ja foi listado todos os numeros do intervalo. Assim o intervalo [0,1] é ndo enumeravel.
Como [0,1] < R, ou seja, 0s numeros reais tem subconjuntos ndo enumerdveis,

consequentemente ele sera ndo enumeravel.

Exemplo 10 O conjunto R — @ dos numeros irracionais é ndo enumeravel. Como R nao é
enumerdvel e Q é enumerével, entdio R — Q ndo pode ser enumeravel pois contraria o

Corolario 3.
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3 PARADOXOS

Devido a sua hatureza contra intuitiva e abstrata, o infinito causou alguns impasses
ao longo da historia, gerando assim paradoxos. “[...] um paradoxo ¢ uma proposi¢ao que contém
ou parece conter uma contradi¢do l6gica, ou um raciocinio que, se bem que sem aparente
lacuna, leva a um absurdo, ou ainda, uma situacdo que contraria a intuicdo comum.”
(BALIEIRO FILHO, 2010, p. 1753)

3.1 Paradoxo Hotel de Hilbert

O paradoxo do Hotel de Hilbert, segundo Sentone (2017) foi idealizado pelo
Matematico alemédo David Hilbert, que apresenta algumas das relagdes existentes entre um
conjunto infinito e seus subconjuntos, funcionando de forma diferente dos conjuntos finitos.
Esse paradoxo diz que o hotel tem infinitos quartos numerados com naturais consecutivos e
sempre esta lotado, porém sempre existird mais uma vaga disponivel. Isso é uma contradicdo
pois como ele poderia ter mais uma vaga se sempre esté lotado.

Imagine que em uma noite qualquer, o hotel estando lotado e chega mais um
hospede, o recepcionista diz que o hotel esta lotado, mas pode dar um jeito para acomodar o
cliente novo. Para alojar o hospede ele transfere as pessoas do quarto 1 para o 2, do quarto 2
para o 3, do quarto n para o n + 1 e assim por diante, repetindo o processo infinitamente. Dessa

forma o quarto 1 ficara disponivel para o novo hospede e todos ficaram acomodados.

Figura 17 - Transferéncia para o quarto n + 1

(NN N N

Fonte: Produzido pelo autor
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Logo depois chega um 6nibus com infinitos passageiros, para arrumar vaga a esses
novos clientes o recepcionista solicita que o hospede do quarto 1 passe para o quarto 2, do
quarto 2 para o 4, do quarto 3 para 0 6, do quarto n para o quarto 2n e assim sucessivamente.
Dessa forma os quartos de numeros parares ficaram ocupados, enquanto os de nimeros impares
ficaram vagos. Como 0s nameros impares séo infinitos entdo sera possivel alojar os infinitos

passageiros.

Figura 18 - Transferéncia para o quarto 2n

/N
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Fonte: (Macmanus, 2020)

Em seguida chega mais 6nibus no hotel, agora sdo infinitos énibus com infinitos
passageiros. Para acomodar os novos clientes o recepcionista solicita que os hospedes do quarto
1 passe para 0 quarto 2, do quarto 2 para o 4, do quarto 3 para o quarto 8, de forma que o
hospede de quarto n passe para o quarto 2™. Os passageiros do primeiro dnibus devem se dirigir
para 0 quarto cujos 0s nimeros sejam o resultado de 3 elevado ao nimero de seu assento. Por
exemplo, o primeiro passageiro do primeiro dnibus vai para o quarto de nimero 3%, o segundo
para o quarto 32, o terceiro para o quarto 33, de forma que o passageiro de nimero n se dirija
para o quarto 3™. Os passageiros do segundo dnibus serdo acomodados nos quartos cujos 0s
nameros sejam o resultado de 5 elevado ao nimero de seu assento no 6nibus, ou seja, 0
passageiro n vai para o quarto 5™. Os préximos dnibus deveram seguir a sequéncia dos nimeros
primos, para cada 6nibus um ndmero primo elevado a n.

Essa estratégia garante que nenhum passageiro pare no mesmo quarto. Considere
os dois primeiros 6nibus, um passageiro de uma poltrona qualquer do primeiro dnibus ira para
um quarto da forma 3™ (n € igual ao nimero de seu assento), da mesma forma um passageiro
qualquer do segundo Onibus ira para o quarto da forma 5™ (m € igual ao nimero de seu
assento). Suponha que os dois tenham parado no mesmo quarto, isso implicaria dizer que 3™ =

5™, como 3™ é divisivel por 3, entdo 5™ também seria divisivel por 3, isso significaria que 5
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seria divisivel por 3, chegando em um absurdo. Por tanto concluimos que todos 0s passageiros

ficaram em quartos distintos.

3.2 Paradoxos de Zenao

Os paradoxos de Zendo segundo Monteiro e Mondini (2019) surgiram durante o
século V antes de Cristo, com fortes influencias da escola pitagorica. Seus paradoxos sdo
chamados de falsidicos. “Os paradoxos falsidicos sdo aqueles cujos argumentos sao
aparentemente consistentes, porém nos levam a conclusdes absurdas.” (MONTEIRO, 2015,
p.38), “Zendo, em seus paradoxos da Dicotomia e de Aquiles, argumenta contra a hipotese de

o espaco ser dividido infinitamente.” (MONTEIRO, MONDINI, 2019, p.34)

3.2.1 Dicotomia

O paradoxo da dicotomia diz que para um objeto percorrer uma distancia x
qualquer, primeiro ele deve percorrer a metade de x, mas, antes disso ele deve percorrer 1/4 da

distancia, porém antes disso ele deve percorrer 1/8, e assim por diante, repetindo o processo

P .1 1 1 1 ~
infinitamente, formando a sequencia —-; -; <; —... de forma que as fragdes cheguem cada vez

mais proximas de zero, mas nuca serdo zero. “No paradoxo Dicotomia, por exemplo, tenta-se
mostrar que ¢ impossivel completar qualquer jornada.” (MACHADO et al, 2013, p.288), pois

0 movimento nem é dado inicio.

O paradoxo da dicotomia ataca o fato do espaco ser infinitamente divisivel, pois
apresenta um raciocinio que, partindo dessa ideia, chega-se & impossibilidade do
movimento. Pode-se apontar como falha nesse paradoxo o fato de se tratar distancia
infinitamente divisivel como distancia infinita, isto é, entre dois pontos ndo se tem
distancia infinita, mas sim uma distancia que se pode dividir indefinidamente.
(MONTEIRO, MONDINI, 2019, p.35)

A imagem a seguir representa o paradoxo da dicotomia de forma esquematizada em

um seguimento de reta.



3.2.2 Aquiles

Figura 19 - Divisao infinita do espaco.
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Fonte: Produzido pelo autor
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Segundo Morris (1997, p.17) “Um dos primeiros e mais famosos usos da ideia de

infinidade é o paradoxo de ‘Aquiles e a Tartaruga’, concebido pelo filésofo grego Zendo de

Eléia em meados do século V a.C.”, ele pode ser formulado da seguinte forma: suponha que

um homem forte e veloz chamado Aquiles irad disputar uma corrida com uma tartaruga. Como

a tartaruga é mais lenta que Aquiles, ele solicita que a tartaruga comece a corrida com uma

distancia de vantagem. Porém nesse paradoxo Aquiles nunca podera atingir a tartaruga. “Para

isso, ele precisa primeiro chegar ao ponto do qual a tartaruga partiu. A essa altura, a tartaruga

tera avancado até algum ponto adiante na pista de corridas. E quando Aquiles alcancar esse

ponto, a tartaruga tera avancado ainda mais.” (MORRIS, 1997, p.17), se tornando uma serie

interminavel, sempre existindo alguma distancia entre os dois por menor seja.

Figura 20 - Aquiles e a Tartaruga

Fonte: (Vivian, 2015)
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No mundo real é bem obvio que em algum momento a tartaruga sera ultrapassada
por Aquiles. Segundo Morris (1997) o que Zendo queria mostrar com o0 paradoxo era que
Aquiles deve efetuar uma série infinita de atos, algo impossivel de ser feito em um espaco de

tempo finito.

Nesse paradoxo, tém-se dois corpos que se movimentam com velocidades distintas.
Como o senso comum nos mostra, Aquiles ultrapassa a tartaruga. Todavia, 0
raciocinio desenvolvido por Zendo esta correto com exce¢do da conclusdo, que é
absurda: Aquiles nunca podera atingir a tartaruga. Com os paradoxos da Dicotomia e
Aquiles, Zendo buscava ruir a crenca da continuidade do movimento, ou seja, seus
paradoxos iam de encontro com a infinita divisibilidade do espago. Neste paradoxo,
bem como no da Dicotomia, mistura-se a ideia de distancia infinita com distancia
infinitamente divisivel. Isto é, podemos considerar que, no paradoxo de Aquiles, este
deve percorrer infinitos intervalos, que sdo aqueles trechos nos quais a tartaruga tem
vantagem sobre o corredor. (MONTEIRO, MONDINI, 2019, p.37)
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4 METODOLOGIA

O trabalho foi realizado através de uma pesquisa descritiva com uma abordagem
quali-quantitativa, ou seja, foi utilizado tanto os métodos quantitativos quanto qualitativos.
Inicialmente foi realizado uma pesquisa bibliografica que segundo Fonseca (2002) € o primeiro
passo de uma pesquisa cientifica, permitindo conhecer o que ja foi estudado sobre o assunto.
Para isso foram utilizados o Google Académico e a plataforma Mendeley, na busca de Artigos,
Teses e DissertacOes sobre o tema. Também foi utilizado a biblioteca da UEMA do campus de
Balsas e a biblioteca virtual da UEMA, na procura de livros de Analise Real.

Apos a pesquisa bibliografica foi dado inicio na pesquisa de campo, por meio de

um estudo de caso, que de acordo com Fonseca (2002, p.34):

O estudo de caso pode ocorrer de acordo com uma perspectiva interpretativa,
gue procura compreender como é o mundo do ponto de vista dos participantes,
ou uma perspectiva pragmatica, que visa simplesmente apresentar uma
perspectiva global, tanto quanto completa e coerente, do objeto de estudo do
ponto de vista do investigador.

A investigacdo ocorreu através de um questionario com quatro perguntas que
avaliaram o conhecimento sobre o infinito dos alunos do 3° ano do ensino médio da instituicdo
de tempo integral Padre Fabio Bertagnolli, localizada na cidade de Balsas/MA. Participaram do
questionario 81 alunos das turmas 300, 301, 302 e 303. A aplicacdo do questionario se deu de
maneira presencial, cada aluno recebeu uma folha em branco em seguida foi escrito no quadro
as quatro perguntas. Eles ndo precisaram copiar a questdo, foram orientados a colocar apenas
as repostas no papel, porém informando a qual pergunta se trata a resposta.
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5 RESULTADOS

Analisou-se neste topico o questionario sobre o infinito aplicado nas turmas do 3°
ano do ensino médio da instituicdo de tempo integral Padre Fabio Bertagnolli, esse questionario
foi proposto com o intuito de analisar a visdo dos alunos sobre o tema tratado. N&o foi passado
nenhum contetdo ou explicacdo previa sobre o assunto antes da aplicacdo do questionério. A
unica informacao previa passada foi que eles poderiam considerar nas questdes 1 e 2 todos 0s
numeros R. Participaram do questionario as turmas 300, 301, 302 e 303. Na turma 300
responderam 19 alunos, na turma 301 responderam 22 alunos, na turma 302 responderam 19
alunos e na turma 303 responderam 21 alunos, totalizando 81 discentes que participaram do

questionario.

5.1 Primeira Questdo

“Quantos numeros existem entre 0,1 ¢ 0,5?”

5.1.1 Turma 300

Na primeira questdo 6 alunos acertaram a pergunta. Dentre esses, chama atencao 2
alunos que responderam: “Existem infinitos nimeros irracionais” e “Infinitos numeros
sequenciais até 0,5”. Esses responderam exatamente o que a questdo buscava analisar deles, a
compreensdo da existéncia de infinitos irracionais entre um intervalo.

Nessa questdo, 13 alunos responderam incorretamente. 10 desses alunos foi
possivel notar que tentaram contar a quantidade de nimeros, enumerando os elementos desse
intervalo, fazendo por exemplo, {1,2; 1,3; 1,4}. 2 alunos fizeram a subtracdo entre os intervalos,
colocaram 0,5 — 0,1 = 0,4 afirmando em seguida que sdo 4 nimeros e 1 aluno colocou que
existia 2 numeros entre os intervalos.

A turma 300 teve 31,57% de acerto contra 68,42% de erro.
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5.1.2 Turma 301

Nessa turma foi onde teve a maior quantidade de acertos, 13 alunos responderam
corretamente. Nota-se que eles tém consciéncia que ndo é possivel determinar a quantidade de
numeros reais entre o intervalo, tendo respostas como: “indeterminado”, “Nao é possivel
determinar” e “Nao ¢ possivel contar”.

Entre os alunos que erraram cinco colocaram que existem 3 nimeros, um aluno
colocou que sdo 4 numeros, dois alunos escreveram que tem 6 nimeros € um aluno deixou em

branco essa questéo. Totalizando 59,09% de acerto e 49,91% de erro.

5.1.3 Turma 302

Nessa sala ninguém acertou a pergunta. As respostas foram:

o 14 alunos responderam que sdo 3 nimeros
o 3 alunos responderam que sdo 4 nimeros
o 1 aluno respondeu que s&o 2 nimeros

o 1 aluno respondeu que s&o 6 numeros.

5.1.4 Turma 303

Assim como na turma anterior ndo teve respostas corretas. As respostas foram:

o 19 alunos responderam que sdo 3 nimeros
o 1 aluno respondeu que sdo 4 nimeros
o 1 aluno respondeu que ndo tem nenhum ndmero.

5.2 Segunda Questédo

“Qual o maior numero entre 1,5 e 2? Obs: Desconsiderando o 2”
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5.2.1 Turma 300

Diferente da primeira nessa ninguém acertou. Um aluno deixou em branco, 16
alunos colocaram o nimero 1,9 mostrando que ndo consideraram todos 0s nimeros reais e 2

alunos afirmaram que era o numero 1,9... eles perceberam a infinidade dos nimeros reais,
7 ~ - - ~ . 2
porém estdo errados, pois se fizermos a conta para encontrar a fragao geratriz chegamos no -,

conforme mostra abaixo:
1,99.. =x (6)

Multiplicando os dois lados por 10 temos:

19,99...= 10x )

Podemos entdo fazer a subtragdo de (7) - (6):

19,99.. —1,99..=10x — x (7)-(6)
18 = 9x (8)
x =2 9

Através do que foi demonstrado acima a dizima periddica 1,99... é igual a 2, ela ndo
¢ o maior elemento entre os intervalos, pois como mencionado na questdo era para
desconsiderar 0 2. Entdo qual € o maior elemento? como vimos nos topicos anteriores 0s
ndmeros reais sdo ndo enumeraveis, ou seja, dado um namero real ndo é possivel definir seu

sucessor ou antecessor. A resposta correta seria dizer que ndo é possivel determinar.

5.2.2 Turma 301

Novamente essa foi a turma com mais acertos, 10 alunos responderam

corretamente. A maioria desses respondeu, “indeterminado”, mas tiveram algumas diferentes
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como, “ndo tem como definir” e “indeterminados, ndo d4 para saber”. Mesmo sem terem
estudado sobre a ndo enumerabilidade dos conjuntos irracionais e reais, eles compreendem que
ndo é possivel determinar o sucessor ou antecessor de um namero real.

Entre os que erraram, 7 alunos responderam 1,9, um aluno respondeu 0, um aluno
respondeu 1,6 e 3 alunos deixaram a pergunta em branco. Totalizando 45,45% de acerto e
54,54% de erro.

5.2.3 Turma 302

Outra vez essa turma ndo obteve resposta corretas. 1 aluno respondeu 1,9... e 18

alunos responderam que o0 maior seria 1,9.

5.2.4 Turma 303

Mais uma vez a turma nao teve éxito nas respostas. 19 alunos responderam 1,9, 1

aluno respondeu “nenhum” e 1 aluno deixou em branco.

5.3 Terceira Questéo

“O conjunto dos nlimeros naturais N = {1, 2, 3 ...} comparado com o conjunto dos
inteiros Z = {... -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3 ...}, tem mais elementos ou tem menos elementos ou eles

possuem a mesma quantidade de nimeros?”’

5.3.1 Turma 300

Na terceira questao 4 alunos acertaram. As respostas deles foram, “os dois tem o

2 «e 99 ¢

mesSmo tamanno €m a meSma uani ade 0S OiS €m a mesma uani ade” € mesma
tamanho”, “t quantidade”, “os dois t quantidade” e *

guantidade de nameros”. Essas respostas mostram que eles foram contra o0 senso comum de
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pensar que 0s naturais por serem subconjunto dos inteiros seriam menores, o0 que ndo é verdade,
conforme foi demostrado no topico de conjuntos enumeraveis.

Ja dentre os que erram, 14 alunos responderam que 0s inteiros teriam a maior
quantidade de nimeros. Uma das respostas que mais chamou atenc¢éo foi do aluno que escreveu:
“Acredito que os inteiros tenham mais por representarem tanto a sequéncia dos naturais quanto
a sua sequéncia inversa”, com isso podemos observar que eles consideraram os inteiros com
mais elementos por que ele possui nimeros que ndo pertencem aos naturais e também por
saberem que todos os naturais estdo contidos nos inteiros. 1 aluno deixou em branco. A turma
obteve 21,05% de acerto e 78,94% de erro.

5.3.2 Turma 301

Nessa pergunta 5 alunos acertaram. Todos eles colocaram respostas diferentes, mas
dando a entender que possuem a mesma quantidade de elementos. As respostas deles foram,
“nenhum dos dois tem mais elementos”, “nenhum ¢ maior”, “os dois sdo iguais”, “possuem a
mesma quantidade” e “mesma coisa”.

Entre os que erram 9 colocaram que os inteiros eram maiores. Destaca-se a resposta
de um aluno que disse: “O maior € o conjunto dos inteiros, pois além dos naturais apresenta os
negativos, assim sendo um infinito maior”, essa afirmagao escrita por ele vai totalmente contra
o0 que foi mostrado nos topicos anteriores. Apesar dos inteiros terem 0s nimeros negativos e 0s
naturais ndo, mesmo assim 0s dois possuem a mesma quantidade de elementos. 7 alunos
disseram que nao ¢é possivel determinar, tendo respostas como, “nao ¢ possivel determinar” ou

“sao infinitos, ndo tem como determinar o maior”. 1 aluno deixou em branco. A turma obteve

22.73% de acerto e 77,27% de erro.

5.3.3 Turma 302

Apesar dessa turma ndo ter conseguido obter respostas corretas nas questdes
anteriores, nessa foi diferente, 5 alunos responderam corretamente. As respostas foram: “¢ a

mesma quantidade”, “os dois tem 0 mesmo tamanho”, “ambos tém o mesmo tanto de nimeros”,

“eles tém a mesma quantidade de nimeros” e “mesmo tanto de nimeros”.
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Nas respostas erradas 11 alunos responderam que os inteiros sdo maiores e 3
deixaram em branco. A turma teve 26,32% de acerto e 73,68% de erro.

5.3.4 Turma 303

Na terceira questdo 2 alunos responderam corretamente. As repostas foram:
“mesma coisa” e “tem a mesma quantidade”. Entre as respostas erradas, 17 alunos disseram os
inteiros eram maiores, 2 alunos deixaram em branco. Obtiveram 9,53% de acerto e 90,47% de

erro.
5.4 Quarta Questao
“Para vocé o que ¢ infinito?”

5.4.1 Turma 300

Quadro 1: Para vocé o que é infinito?
TURMA 300

RESPOSTAS ALUNOS
O infinito € o que ndo tem fim. 10
Uma coisa que nunca acaba. 2

Infinito é a eterna continuacdo de uma
determinada condicao, seja ela numérica ou 1
espacial por exemplo.

O infinito é a auséncia do fim de uma "linha de
chegada”, de um ponto final ou de término.

Acredito que o infinito seja um nimero na
matematica ou entdo na vida.

Algo impossivel de ser, inimaginavel.

Infinito é uma sequéncia sem fim.

Auséncia do fim.

L e

O que néo acaba.

Fonte: Produzido pelo autor



5.4.2 Turma 301

Quadro 2: Para vocé o gue ¢ infinito?

RESPOSTAS ALUNOS

Algo que nao acaba, sem fim. 18

O infinito é uma definicdo de algo maior
gue a nossa compreensdo, ou seja, o infinito € algo 1
que € maior que as nossas formas de dimensionar
fazendo alguns infinitos serem maiores que outros.

E uma coisa que n&o tem fim, como os 1
numeros.

Algo que é constante, ou seja, hunca 1
acabard ou ndo tera fim.

S&o um conjunto de nameros sem fim. 1

Fonte: Produzido pelo autor

5.4.3 Turma 302

Quadro 3: Para vocé o iue ¢ infinito?

RESPOSTAS ALUNOS
O infinito é o que ndo tem fim. 10
Algo que nunca acaba. 4
Um ndmero que ndo pode ser contato pelo 1

homem.

Algo que ¢é infinito e que ndo tem fim. Ex:

0 universo ele tem comeco mas nao tem fim. 1
Um loop. 1
Algo que néo existe limite 1
Sem palavras. 1

Fonte: Produzido pelo autor
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544 Turma 303

Quadro 3: Para vocé o Eue ¢ infinito?

RESPOSTAS ALUNOS
O infinito € o que ndo tem fim. 11
Algo que nunca acaba. 4
Um ndmero que ndo acaba. 1
oo (simbolo do infinito) 1
A proporcdo, criacdo ou producéo de algo 1
sem fim, ou seja, 0 que nunca acaba.
Uma constancia. 1
Amor de mée. 1
A constante aprendizagem. 1

Fonte: Produzido pelo autor

5.5 Visdo geral das turmas

Na primeira questéo o intuito era verificar se o aluno perceberia a possibilidade de
sempre poder acrescentar mais um numero entre o intervalo 0,1 e 0,5, fazendo assim um
processo sem fim. Porém como pode ser observado no grafico, a maioria respondeu que a
guantidade de nimeros seria apenas 3, mostrando um desconhecimento dos nimeros irracionais
presentes no intervalo. Nessa questao teve 19 respostas corretas das 81 coletadas, representando
23,45% de acerto.

Figura 21 - Primeira questao
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Fonte: Produzido pelo autor
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Na segunda o objetivo era verificar se aluno percebia 0 processo junto com a
questdo 1 que sempre vai existir um outro nimero maior, ndo sendo possivel determinar qual é
0 maior elemento. No entanto ndo foi isso que pode ser observado quando analisado as
respostas. Por volta de 74,07% das respostas foi que o maior nimero é o 1,9 e de respostas

corretas foi apenas 12,34%.

Figura 22 - Segunda questao
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Fonte: Produzido pelo autor

A terceira questdo foi uma pegadinha para que eles exercitassem um pouco o
pensamento sobre a infinidade dos naturais e inteiros. Por eles até 0 momento, ndo terem
estudado nada sobre enumerabilidade, devido ser um assunto do ensino superior e de se
imaginar que teriam o pensamento do senso comum. E como de esperado a maioria respondeu
que os inteiros tem mais elementos, representando 62,96% das respostas. Porém ainda teve

aqueles que acertaram, em torno de 19,75%.

Figura 23 - Terceira questéo
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Fonte: Produzido pelo autor
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Por fim, na quarta questdo o proposito foi saber o que os alunos pensam sobre o
infinito. Como pode ser observado nos quadros das turmas a maior parte dos discentes veem o
infinito como algo sem fim, que nunca ird acabar. Porém tivemos alguns repostas diferentes.
Uma dessas sdo as respostas de trés alunos que enxergam o infinito como um namero, eles
disseram: “Acredito que o infinito seja um nimero na matemaética ou entdo na vida.”, “Um
namero que ndo pode ser contato pelo homem.” e “Um ndmero que ndo acaba”. Como foi visto
no inicio do trabalho, o infinito ndo pode ser um namero, pois irar gerar um absurdo. Outras
repostas que chamaram atencdo foram: “Infinito € uma sequéncia sem fim.” e “Infinito é a
eterna continuacgdo de uma determinada condic&o, seja ela numérica ou espacial por exemplo.”.

Essas duas repostas nos remetem ao conceito de infinito potencial.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo desse trabalho foi estudar o comportamento do infinito na Matematica e
verificar como os alunos do 3° ano, lidam com o infinito em situacBes que o termo é utilizado.
Foram definidos conceitos que ajudaram compreender o funcionamento do infinito, ele pode
ser abordado de duas maneiras, na sua forma potencial e atual, a forma potencial é entendido
como um processo que se repete sem fim e a forma atual € a representacao do infinito como um
todo.

Além disso vimos as diferencas entre os conjuntos, finitos e infinitos, enumeraveis
e ndo enumeraveis. Entendido esses conceitos foi possivel ver que os naturais sdo utilizados
para contagens e para comparar a quantidade de elementos de um conjunto, podendo assim
perceber que os naturais possuem a mesma quantidade de elementos que o0s inteiros, naturais
pares, naturais impares e racionais, mas ndo possuem a mesma quantidade de elementos que 0s
irracionais e 0s reais, pois estes ultimos sdo conjuntos ndo enumeraveis. Diante do que foi
exposto na pesquisa bibliografica, fica claro que se tradando de conjuntos infinitos nem sempre
0 todo sera maior que suas partes, existindo casos em que as partes terdo 0 mesmo tamanho que
0 todo.

Explorando os conceitos e defini¢bes de conjunto infinito, David Hilbert elaborou
o0 paradoxo do hotel com infinitos quartos, todos ocupados, porém sempre tem mais uma vaga
para um novo hospede. O paradoxo ocorre devido a possibilidade de um conjunto infinito, fazer
bijecdo com os seus subconjuntos préprios. Foi apresentado também dois paradoxos de Zendo,
que causaram controvérsias ao longo da histéria e que ainda hoje sdo bastante discutidos na
Matematica.

A partir da aplicacdo do questionario, foi possivel perceber que a maioria dos alunos
ndo conseguem enxergar que existem infinitos nimeros reais entre dois nimeros, mostrando
uma defasagem de conhecimento prévios de conjuntos numéricos. Como de esperado a maioria
acredita que os inteiros tem mais elementos que 0s naturais, isso ocorre devido a falsa impressédo

de que o todo sempre sera maior que as partes.
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