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RESUMO

Os filtros de rastreamento desempenham um papel muito importante na estimativa
precisa da posicao e velocidade de um alvo movel aéreo. Especificamente, os centros de
lancamento de foguetes contam com sistemas de radar, sendo possivel medir a posi¢ao de alvos
lancados. Tal medicdo € recebida com indesejdvel ruido, a qual necessita ser filtrada de modo
que a estimativa seja precisa. Velocidade e acelerac@o nao sdo observadas diretamente, mas ao
invés disso, sdo estimadas a partir das coordenadas de posicao alcanc¢adas pelo alvo. A precisao
da estimativa de posicdo, velocidade e aceleracdo depende da capacidade do filtro de
rastreamento em reduzir o ruido de medicdo e manter uma resposta rapida e estdvel,
especialmente na fase transiente de filtragem, que € a parte do voo entre a saida do foguete da
rampa de langamento e o fim da propulsio de seus motores. O filtro alfa-beta-gama (Filtro afSy)
€ um tipo de filtro que tem a capacidade de suavizar as medidas de posicdo pela atenuacdo do
ruido inerente ao processo de medicdo e tem a propriedade de predizer os proximos valores de
posicdo, velocidade e aceleracdo. Descreve-se um procedimento generalizado para o célculo
dos ganhos fixos, nomeados pelas letras gregas que identificam o filtro, baseado no Indice de
Rastreamento I' e propde-se uma estratégia para detectar, em tempo real, o instante do fim da
fase propulsada do foguete a partir das estimativas de velocidade fornecidas pelo filtro afy.
Esta estratégia pode orientar decisdes da seguranca de voo, uma vez que a partir deste momento
a evolucao em tempo real do ponto de impacto se torna estavel e sua localizagcdo é tomada com
maior precisdo. Para validacdo da metodologia proposta neste trabalho, um algoritmo é
desenvolvido e implementado em Matlab usando dados reais da posi¢cdo de um voo de um
foguete, as saidas obtidas sdo comparadas com as saidas do filtro profissional utilizado no

Centro de Langamento de Alcantara.

Palavras-chaves: Filtro alfa-beta-gama, indice de rastreamento, fim de fase propulsada.



ABSTRACT

Tracking filters play a very important role in accurately in estimating the position
and speed of an air moving target. Specifically, the rocket launching centers rely on radar
systems that can measure the position of launched targets. Such a measurement is received with
undesirable noise, which needs to be filtered so that the estimate is accurate. Speed and
acceleration are not directly observed, but instead are estimated from the position coordinates
reached by the target. The accuracy of position, velocity and acceleration estimative depends
on the tracking filters ability to reduce measurement noise and maintain a fast and stable
response, especially in the transient filtering phase, which is the part of flight between the
rocket output of the launching pad and the end of propulsion of their engines. The alpha-beta-
gamma filter (ofy filter) is a type of filter that has the ability to smooth the position
measurements by attenuating the noise inherent in the measurement process and has the
property of predicting the next values of position, speed and acceleration. We describe a
generalized procedure for the calculation of fixed gains, named by the Greek letters that identify
the filter, based on the Tracking Index I e nd a strategy is proposed to detect, in real time, the
instant of the end of the rocket thrust phase from the velocity estimates provided by the afy
filter. This strategy can guide flight safety decisions since from this instant the real-time
evolution of the impact point becomes stable and its location is made more accurately. To
validate the methodology proposed in this work, an algorithm is developed and implemented in
Matlab using real data of the position of a rocket flight, the obtained outputs are compared

with the professional filter outputs used in the Alcantara Launching Center.

Keywords: Alpha-beta-gamma filter, tracking index, end of thrust phase.
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1. INTRODUCAO

O Programa Espacial Brasileiro teve inicio em 1961. Nestes dltimos cinquenta e
sete anos foram criados centros de pesquisa e desenvolvimento, voltados para o acesso e
exploragdo espacial, entre esses centros se destacam o Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais
- INPE, Instituto de Atividades Espaciais — IAE e o Departamento de Ciéncia e Tecnologia
Aeroespacial — DCTA. Estas instituicdes governamentais, em parceria com algumas empresas
privadas, estdo com o foco voltado para o desenvolvimento de foguetes de sondagem e veiculos
lancadores com capacidade de langar cargas tteis espaciais ou microssatélites (até 150 kg) em
orbitas equatoriais e/ou polares, além dos foguetes de treinamento.

Foguetes de sondagem sdo utilizados para missdes suborbitais, capazes de lancar
cargas uteis compostas por experimentos cientificos e tecnolégicos (AEB, 2018). Os projetos
se iniciaram em 1965, com o primeiro lancamento de um foguete nacional, o Sonda I. A familia
de veiculos de sondagem conta ainda com VS-30, VSB-30, VS-40, entre outros. J4 os foguetes
lancadores ou foguetes espaciais sdo pecas fundamentais para o desenvolvimento aeroespacial
pelo fato de alcancarem maiores distincias orbitais. At€ o momento, os veiculos langadores
ainda estdo em pleno desenvolvimento. Ressalta-se que houve trés tentativas de lancamento do
Veiculo Lancador de Satélites — VLS (AEB, 2018). E os esforcos atuais concentram-se no
desenvolvimento do Veiculo Lancador de Microssatélites, o VLM.

Os foguetes de treinamento sdo desenvolvidos pela industria nacional (Avibras
Industria Aeroespacial) e compdem o projeto Foguete de Treinamento (FOGTREIN), criado
com o objetivo de manter a operacionalidade dos centros de lancamentos situados em territdrio
nacional, além de treinar as equipes envolvidas com as atividades de langamento
(TECNODEFESA, 2015). Estao em uso o Foguete de Treinamento Basico —-FTB e Foguete de
Treinamento Intermedidrio — FTI. O FTB € um foguete monoestagio instrumentado com
telemetria na banda S, apogeu superior a 30 quilometros e capacidade para carga ttil cientifica
de até 5 quilogramas. O FTI também € monoestdgio e com telemetria na banda S. Possiu
transponder na banda C, permite termina¢ao do voo, tem apogeu superior a 60 quildmetros e
recebe cargas tteis de até 30 quilogramas.

A tecnologia de foguetes tem evoluido a seu passo durante esses anos e,
acompanhando esta evolucdo, inimeros estudos sdo desenvolvidos voltados a estrutura,
controle, eletronica, propulsio, trajetdria e rastreio. Em se tratando da trajetéria de um foguete,

a execucdo da planejada trajetéria de voo € um dos objetivos mais importantes de uma missao
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de langcamento, porque se trata de um requisito fundamental para minimizar riscos relacionados
a vida, ao meio ambiente e a bens materiais (GARCIA, 2007).
Para o rastreio de trajetéria as seguintes agdes sdo envolvidas (PALMERIO, 2016):
* Defini¢do da trajetéria nominal, baseada na miss@o e nas condi¢des de
lancamento;

= Estabelecimento das zonas de impacto das partes do foguete;

= Defini¢cao dos recursos necessarios de rastreio;

= Andlise da trajetdria real.

Para a acdo andlise da trajetdria real, o Centro de Langamento de Alcantara - CLA
conta com dois sistemas de radar para o rastreio, ATLAS e ADOUR, que fornecem a
localizag@o do alvo em tempo real pelas coordenadas de elevacdo, azimute e distancia. O radar
ADOUR ¢ situado a aproximadamente seis quildmetros da rampa de lancamento, efetua a
aquisicdo e rastreio do alvo a partir da fase inicial de sua trajetéria, sendo assim denominado
“radar de proximidade”. O radar ATLAS, situado a aproximadamente trinta quildmetros da
rampa de lancamento, assegura o rastreio do alvo com uma precisdo angular de ordem inferior
a 1 radiano, sendo assim denominado “radar de precisdao”. A aquisicdo dos dados de posicao do
foguete em voo permite boa anélise de trajetéria. Além dos estudos pds missdo, a posi¢ao do
veiculo € acompanhada com bastante cuidado durante o voo, uma vez que o ponto de impacto,
estimado a cada dado que os radares recebem, é pardmetro fundamental para a seguranca de um
VOoO.

Os dados de posicao oriundos destes radares formam um sinal ruidoso, o que pode
dificultar o rastreio da localizacdo do foguete. Estes ruidos tem provavel origem no modelo do
sistema dinadmico genérico e no processo de medi¢do do radar e devem ser filtrados para que as
estimativas de trajetdria sejam precisas, para que a missao seja bem-sucedida e a seguranca das
regides povoadas seja garantida.

O CLA, atualmente, para suavizar o ruido do sinal de posicao, faz uso do sistema
de filtragem computacional por filtro do tipo afy, que é um caso especial do Filtro de Kalman
- FK. Este tipo de filtro € um observador de estados simplificado, que baseado em observagdes
de uma componente do vetor de estados, reconstroi (estima) todo o vetor.

Um Filtro afy presume que um sistema € adequadamente aproximado por um
modelo que tem trés estados internos: posicdo, velocidade e aceleracdo. Quando o terceiro
estado, aceleracdo (a), é provocado pelo empuxo de um motor, o primeiro estado, posi¢ao (x),
varia largamente. O segundo estado, velocidade (v), é obtido a partir da integra¢do no tempo

do valor do terceiro estado e o primeiro estado € obtido da integracdo do segundo. O estado
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posicdo x € uma varidvel medida e tem seus valores reais adquiridos pelos radares com a adi¢do
de perturbag¢des indesejadas.

O Filtro afy é um tipo de filtro de ganho fixo. E um caso especial do Filtro de
Kalman, pois seus coeficientes a, § e y ndo variam durante o processo de filtragem dos dados.
Sua estrutura matematica é a mesma do FK, pois quando este tltimo apresenta caracteristicas
de estacionariedade em sua estatistica, seus ganhos passam a ser fixos e sdao os coeficientes «a,
Bey.

O Filtro de Kalman ¢ um estimador 6timo, pois faz a melhor utilizacdo dos dados,
do conhecimento do sistema e das perturbacdes por meio de procedimentos mateméticos
recursivos, o que, para uma aplicacdo no mundo real pode requerer equipamentos
computacionalmente mais eficientes e caros. J4 o Filtro affy por tomar um modelo dinAmico
genérico em espago de estados e se utilizar das equagdes do modelo cinemédtico para um alvo
balistico, o que coloca como uma op¢ao mais vidvel em determinadas situagdes.

O Filtro afly processa um filtragem “desacoplada”, pois toma cada uma das trés
coordenadas de posicdo com uma cinemadtica independente, o que torna os ruidos para cada
coordenada mutuamente independentes com variancia possivelmente diferente.

E um filtro recursivo polinomial linear corretor e preditor que produz, para a k —
ésima observagdo, estimativas suavizadas de posicdo, velocidade e aceleracdo e também
produz predi¢do de posi¢cdo e velocidade para a observacdo k + 1 (MAHAFZA, 2004). Pela
sua natureza, este filtro rastreador leva a zero o erro em estado estaciondrio e uma diferenca
ponderada entre os valores medidos e preditos € usada para a estimativa da posi¢do, velocidade

e aceleracao.

1.1 Motivacao e Justificativa

Uma parceria foi firmada entre a Universidade Estadual do Maranhdo — UEMA, o
Instituto Tecnolégico de Aerondutica — ITA e o Centro de Langamento de Alcantara - CLA
com o intuito de promover o conhecimento na drea aeroespacial e integrar estudantes na ciéncia
da engenharia aeroespacial. Durante o curso de mestrado, as partes UEMA e ITA puderam
contribuir ministrando formalmente cursos que uniram teoria e pratica. O CLA po6de contribuir
por meio de visitas técnicas nas quais as tecnologias e metodologias aplicadas nas atividades

aeroespaciais foram conhecidas. A difusdo de conhecimentos, da tecnologia aplicada e da
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metodologia e logistica envolvidas nas missdes do CLA, bem como a resolu¢do de pendéncia
dentro dos seus setores, justifica este trabalho.

Em uma missao de lancamento de foguete existem vdrios objetivos, dentre os quais,
tomando especificamente o Centro de Lancamento de Alcantara, estdo as fases: preparar, langar
e rastrear. A partir destas fases, seguem o processamento de dados e a filtragem. A trajetdria
real deve ser proxima a trajetoria planejada, chamada trajetéria nominal. Para verificar este
quesito, € necessdrio rastrear o alvo, por meio de sistemas de radar. Os radares realizam a
aquisicdo da posi¢ao do alvo em tempo discreto, construindo assim uma trilha de dados, que
contém a posicao real adicionada de uma taxa de ruido. Atualmente, o CLA se utiliza de filtro
do tipo afly, tendo este a fun¢do de processar trilha de dados, com a vantagem de requerer
pouco poder computacional. O filtro suaviza os ruidos do sinal de posicdo recebido pelos
radares e também permite obter outras caracteristicas cinemadticas do foguete, tais como,
velocidade e aceleragao.

Devido ao fato do CLA utilizar o Filtro afSy no rastreio de foguetes de diferentes
naturezas, sejam eles manobrantes — caso dos foguetes de lancadores, sejam eles balisticos —
caso dos foguetes de sondagem e de treinamento, o estudo deste tipo de filtro rastreador se torna
uma motivacdo. Foguetes FTB e FTI — foguete de treinamento basico e foguete de treinamento
intermedidrio, respectivamente, ndo possuem carga util, sensores de final de queima de motor
e de fim de fase propulsada. Baseado nas funcdes do filtro citadas no pardgrafo anterior, propoe-
se, neste trabalho, utilizar as estimativas de velocidade para detec¢do do fim de fase propulsada
dos foguetes do tipo FTB e FTI a partir das medidas ruidosas diretas por radar.

Esta proposta se justifica, pois esta detec¢do pode ser utilizada em um futuro
sistema de auxilio de tomada de decisdo, a qual sinalizard o evento de fim de fase propulsada
dos foguetes desprovidos de sensores de bordo. A informacdo extraida pelo filtro pode compor
como informacao adicional, aliada as transmitidas pelo sensor de bordo para a estacdo de terra
de telemetria, compondo uma fusdo de dados. Este trabalho também possibilita classificar o
desempenho de voo do veiculo a partir da estimativa de velocidade maxima dada pelo filtro em

comparag¢do ao valor nominal mdximo dado pelo fabricante do veiculo.

1.2 Objetivos

Descrever conceitualmente o Filtro afy utilizado no Centro de Langcamento de

Alcantara-CLA para rastreio de foguetes balisticos e controlados.
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Apresentar a formulacdo do filtro de rastreamento affy, bem como suas equacdes
na forma adequada para algoritmos computacionais.

Apresentar como o método para o cdlculo dos ganhos @, § e y evoluiu ao longo do
tempo.

Determinar o instante do fim da fase propulsada em cada langcamento como

informacao adicional que poderd vir a ser utilizada.

1.2.1 Objetivos Especificos / Contribuicoes

v" Desenvolver uma fung¢do em Matlab para o cdlculo dos ganhos por meio de um
procedimento generalizado — Indice de rastreamento;

v" Implementar em Matlab o algoritmo do Filtro aBy;

v" Integrar a fungdo de célculo dos ganhos e o algoritmo do filtro em Matlab,
processar dados de um rastreio real de um foguete, comparar com as saidas do
filtro profissional usado pelo Centro de Lancamento de Alcantara;

v' Extrair o instante do fim da fase propulsada em diferentes lancamentos e
comparar com as informagdes fornecidas pelo fabricante do veiculo (dados

nominais);

1.3 Organizacio da Dissertacao

Este trabalho estd estruturado da seguinte forma: no Capitulo 2 é apresentado o
Estado da Arte sobre filtros afy, discorrendo sobre o desenvolvimento dos diferentes métodos
de projeto do filtro affy ao longo do tempo e como chegar a condi¢des de estabilidade para os
ganhos a, S ey.

No Capitulo 3 € apresentado o Filtro de Kalman, iniciando-se pela equagdo da
dinamica e desenvolvendo as equacgdes de estimacdo e equagdo de ganho. No Capitulo 4,
apresenta-se a Formulagdo e Teoria do Filtro afy, partindo da premissa de que o filtro em
questdo € uma fase particular do Filtro de Kalman, quando o mesmo se encontra em fase
estaciondria. O Filtro afy é desenvolvido a partir da abordagem de espago de estados e dos
modelos cinemaéticos ruidosos e ndo ruidosos conhecidos. O vetor de ganhos K}, € obtido e ao
final deste capitulo é apresentado o pardmetro chamado Indice de Rastreamento I' que é a base

do procedimento generalizado de cédlculo dos ganhos utilizado no algoritmo deste trabalho.
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No Capitulo 5 € realizada uma derivacdo para se obter as equacdes cinematicas
utilizadas computacionalmente. No Capitulo 6 discorre-se sobre os resultados obtidos da saida
do software desenvolvido, sobre o significado de cada um deles e sobre o racional estruturado

para a sintonia do filtro. As considerag¢des finais sdo expostas na Conclusio.

2. ESTADO DA ARTE

Existe um acervo significante de artigos na literatura que aborda o problema de
rastreio de alvos sob diversos enfoques, tais como, a minimizag¢do do erro quadratico em regime
estaciondrio, uma resposta em estado transiente mais rapida, a determinacdo dos limites de
estabilidade dos filtros de rastreamento e o projeto 6timo de seus pardmetros. Sklansky (1957),
a comecar, analisou o comportamento de um filtro a8 baseado na caracteristica de predi¢do
que ajuda a conferir ao filtro desejada estabilidade, restringindo os parametros « e [ a ficarem
dentro de um triangulo de estabilidade. Sklansky (1957) também obteve as equacdes de forma-
fechada de modo que os parametros suavizam uma resposta transiente criticamente amortecida
e sejam habeis em suavizar também o ruido branco.

Benedict & Bordner (1962) descreveram o filtro rastreador af8 caracterizando-o
pelo desempenho das duas principais fungdes de um filtro como este: a capacidade de redugdo
de ruido e de manobrabilidade, que pode ser dada como a velocidade de convergéncia dos
valores preditos para os valores reais. As medidas suavizadas de posi¢do e velocidade sdo
funcdes da diferenca entre o valor medido e o valor predito que € ponderada pelos ganhos fixos
a e (3, respectivamente. A partir destas fungdes e com o uso da Transformada Z, o conjunto de
ganhos € calculado e o rastreador aff € um rastreador de parametro fixo-linear ideal quando
(BENEDICT & BORDNER, 1962):

aZ

B=g—r-. (2.1)

Simpson (1962) estendeu essa aproximagdo para um filtro afy chegando

numericamente a condi¢ao 6tima:

Z,B—a(a+ﬁ+%>=0. (2.2)

Essa expressdo minimiza a taxa de ruido da atualizacdo e da resposta transiente
quando segue as entradas rampa e quadrdtica. Neal (1967), mais tarde, mostrou que os

resultados de Simpson s@o coincidentes com a soluc@o estaciondria do Filtro de Kalman.
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Forneceu ainda uma condig¢ao adicional por assumir uma estatistica de aceleracdo de progressao

aleatoria:

p? = 2ay. (2.3)

Steelman (1978) aborda uma conceituacdo para o filtro afy sobre os aspectos
computacionais, destacando que este filtro rastreador € bastante adequado para algoritmos
computacionais, uma vez que requer pouco armazenamento, um nimero pequeno de cdlculos e
também € adequado para aplica¢des em tempo real. O rastreador affy € um sistema de equagdes
cinematicas que usa estimativas de posicdo, velocidade e aceleracdo para predizer as novas

posicdo, velocidade e aceleragdo. As equagdes de predi¢cdo sdo dadas por:

2
xp(k +1) = x5(k) + Tvs(k) + T?as(k), (2.4)
vy(k +1) = vg(k) + Tas(k), (2.5)

a,(k +1) = as(k), (2.6)

e, as equagdes de suavizacao ou corre¢dao ou estimacao sio:

xs(k) = x,(k) + a[xm(k) — Xp (k)], (2.7)
vs(k) = v, (k) + g [xm (k) — x,(K)], (2.8)
a,(k) = a, (k) + % [ (k) = 5, ()], (2.9)

sendo x,,(k) a medida de posi¢do observada, x,(k),vs(k) e as(k) os valores suavizados,
xp(k +1),v,(k + 1) e a,(k + 1) os valores de predi¢do, e T o intervalo de amostragem.

Kalata (1984) introduz um procedimento generalizado para selecionar os
parametros de rastreamento para todas as ordens de modelos de rastreio. Ele introduz um
pardmetro chamado Indice de Rastreamento — I', que define implicitamente os pardmetros
otimos de rastreio. Este indice € determinado pelas caracteristicas fundamentais do problema
de rastreio: o periodo de amostragem da trilha de dados, o ruido de medi¢do e a manobrabilidade
do alvo. O Indice de Rastreamento é definido desta forma:

o,T?

['= . 2.10
~ (210)

A Equacdo (2.10) € uma razdo entre a incerteza do movimento devido a variancia ruido de

processo o, pela incerteza da observacido devido a variancia do ruido de medi¢do a,. A
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caracterizacao estatistica do ruido de processo € passo fundamental para a formulagado do filtro.
Outro aspecto importante que esta equacgao traz € a taxa de amostragem, que neste trabalho sera
tomada do sistema de radar utilizado pelo CLA. A relagao entre o indice de rastreamento e os
coeficientes do filtro aff é dado por:

B2

[? = )
1—-«a

(2.11)

Um caminho conveniente para essa relacdo envolvendo a e f € introduzir um

parametro de amortecimento ¥ (GRAY & MURRAY, 1993)

r=(1- a)% . (2.12)
O filtro modelado por Gray & Murray (1993) é uma extensao da relacdo entre coeficientes do
filtro de Kalata (1984), que emprega o Indice de Rastreamento I para calcular o pardmetro de
amortecimento 7 que é consequentemente usado para calcular o coeficiente de suavizacdo de
posicdo a (JEONG, 2017). Entdo o pardmetro de amortecimento pode ser dado em termos de
I":

(4+T)— (8T —T?)1/2
r= .
4

(2.13)

Tenne (2000) aplica Transformada Z nas equagdes do filtro, que sdo as Equagdes
(2.4) a (2.9), obtém uma funcdo de transferéncia G(Z) e fornece inequacdes para as raizes do
polindmio caracteristico como fungdes de «, 8 e y. Tenne (2002) também usa Transformada Z
como forma de estabelecer os limites dos ganhos que estabilizam o filtro. Lee (2009) inova
apresentando um sistema de 16gica fuzzy para desenvolver um filtro affy adaptativo. Em sua
proposta os parametros do filtro podem ser ajustados em tempo real por sistema do tipo fuzzy e
os resultados demonstraram a capacidade de rastrear os sinais desejados com precisao e reducdo
de ruidos, tornando-se assim, um método promissor para aplicacOes praticas. Embora as
técnicas de rastreio de alvos mdveis em tempo real tenham evoluido para a utilizacdo de
sensores de multiplos monitoramentos, Saho (2016), observando a lacuna de um estudo sobre
o desempenho do filtro afy com a utilizagdo de medidas simultaneas de velocidade e

aceleracdo, além das medidas de posicao, relata suas conclusées em um artigo nesse sentido.
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3. O FILTRO DE KALMAN

Considere um sistema dindmico linear em tempo discreto descrito por uma equacao
de diferencas vetorial com ruido Gaussiano branco que modela perturbagdes “imprevisiveis”.
A equagdo da dinamica é dada por:

x(k+1) = F(k)x(k) + A(k)u(k) + v(k), k=0,1,.. (3.1)
em que x(k) é o vetor de estado de dimensdo n,, u(k) € o vetor de entrada conhecido de

dimensdo n,, v(k) é a sequéncia de ruido de processo supostamente Gaussiano branco de
média zero, F (k) é a matriz de transicéo de estado, e A(k) é a matriz de ganho da entrada.

A sequéncia de ruido de processo tem a covariancia dada da seguinte forma:
Efv(v()"] = Q (k). (3.2)
A equacdo das medidas é:

2(k) = HUO)x(k) + w(k), (3.3)

em que w(k) é a sequéncia do ruido de medidas Gaussiano de média zero com a covariancia:

E[w()w(k)T] = R(k). (3.4)

As matrizes F, A, H, Q e R sdo assumidas sendo conhecidas, com o sistema
variante no tempo e os ruidos, possivelmente, ndo estaciondrios. O estado inicial x(0), em geral
desconhecido, é modelado como uma variavel aleatoria, Gaussiana distribuida com média e
covariancia conhecidas. As duas sequéncias de ruido e o estado inicial sdo assumidos como
mutuamente independentes.

Na equagio dindmica (3.1), o ruido de processo v(k) é, algumas vezes, dado por
G(k)v(k), sendo v(k) um vetor de dimensdo n, e G(k) é uma matriz de ganho do ruido
conhecida, com dimensdo n, X n,. Desta forma, a matriz de covariancia da perturbacdo na

equacao de estado, Q(k), agora deve ser substituida por:

E{[G(Rv()][G(k)v(K)]"} = GU)Q(R)G(K)T. (3.5)
A notagdo para a média condicional é definida por:
x(lk) = E[x(DIZ*], (3.6)
sendo que
ZF 2 {z(D),i <k} (3.7)

denota a sequéncia de observagdes disponiveis até o instante k.



25

O erro de estimacao é dado por:
x(lk) £ x() — (k). (3.8)
A matriz de covariancia condicional de x(j) correspondentes aos dados Z* ou a covariincia
associada com a estimativa (3.6) é:
P(jlk) £ E{[x()) — 2G1][x() — 2G1]T1Z*} = E[x(lI)XGK)T1Z¥].  (3.9)

Para implementacdo do algoritmo de estimacdo, inicia-se com a estimativa
x(0]0) para x(0) e a covaridncia associada P(0|0). O segundo argumento 0 — a condig@o,
representa a informacdo inicial, em Z°.

Ja que se trata de um problema de predi¢do um passo a frente e sendo também
um problema de filtragem, a questao consiste em, dada a estimativa filtrada e a correspondente
covariancia condicional no instante k, se obter a estimativa predita no instante k + 1, bem como
a correspondente covariancia condicional. Entdo, um ciclo do algoritmo de estimagao dindmica,

isto é, um ciclo do Filtro de Kalman serd um mapeamento da estimativa no instante atual:

2(k|k) 2 E[x(k)|Z"], (3.10)

que é a média condicional do estado no instante k dadas as observagdes até e incluindo o

instante k e a matriz de covariancia associada é:

P(klk) = E{[x(k) — 2(k|k)][x(k) — £(klk)]"1Z*}. (3.11)

Para o préximo instante k + 1, obtém-se a estimativa predita e a correspondente covariancia

condicional:
P(k+1lk) = E{{x(k + 1) — 2(k + 11k)][x(k + 1) — x(k + 1|k)]"|Z*}. (3.12)
Isto decorre do fato de que uma varidvel aleatéria Gaussiana € totalmente caracterizada por seus

momentos de primeira e segunda ordem.
3.1 Estimac¢ao Dinamica

Antes de avancar na estimacao dindmica, algumas consideragdes sdo feitas para
a estimacao estdtica. Sejam dois vetores aleatorios x € z conjuntamente Gaussianos e defina o

vetor empilhado y:

[x], (3.13)

Z

<
(>

com

y~N[y,B,]. (3.14)
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Isto indica que a varidvel y € uma distribui¢do normal (Gaussiana) com média:

_ %
y= [Z_] (3.15)
e covaridncia (assumida ndo singular)
_ P XX P Xz
Bo= e ki) (3:16)

em que X € a média de x, e sua covariancia é dada por:
P, = E[(x —%)(x —x)T]. (3.17)

A covariancia de z segue da mesma forma, e a covariancia entre x e z, chamada também de
covariancia cruzada, é dada por:

P =E[(x —%)(z—2)"] = P, (3.18)

Considerando as premissas acima, x € a variavel aleatdria a ser estimada e z € a
medicao ou observagdo. A estimativa da varidvel aleatéria x em termos de z, de acordo com o
critério do minimo erro quadratico médio, ¢ uma média condicional de x dado z.

Por x e z serem conjuntamente Gaussianos, a média condicional € dada pela

Equacgdo (3.19) e a matriz de covariancia condicional correspondente é dada em (3.20), que
correspondem as Equacgdes (3.10) e (3.11), respectivamente (KIRUBARAJAN, 2001):

% £ E[x|z] = x + PP (z — 2), (3.19)

Prxiz 2 E[(x = 2)(x = 2)7|2] = Pex — PezPrz' P (3.20)

Em se tratando de estimacao dindmica, a recursdo que produz a estimativa do estado

no instante k + 1 e sua covariancia pode ser obtida a partir das equagdes de estimacao estatica

(3.19) e (3.20) a partir das seguintes substitui¢des indicadas por “—” (KIRUBARAJAN, 2001).

A variavel a ser estimada é o estado no instante k + 1:

x - x(k + 1), (3.21)

e a média a priori para k + 1, ou seja, o estado predito a um passo a frente é:
- x(k+1) 2 2k+1|k) 2 E[x(k + 1)|Z¥]. (3.22)
A medicao passa a ser indicada por:

z-z(k+1), (3.23)

e com a média a priori, a medicdo predita, dada por:

z-2Z(k+1) 2 2(k + 1|k) 2 E[z(k + D|Z¥]. (3.24)
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Com base na medi¢do z(k + 1), calcula-se a estimativa a posteriori em k + 1, que
¢ a estimativa atualizada do estado ou simplesmente estado atualizado:

£-oxk+1)2xk+1lk+1) 2 E[x(k + 1)|Zk*1]. (3.25)

3.2 As Covariancias

Na mesma linha, com as substituicoes da estimativa estitica para a estimativa
dindmica, a matriz de covariancia a priori da varidvel de estado x(k + 1) a ser estimada —
covariancia de predi¢do de estado ou covariancia de estado predito — é:

P, > P(k+1) 2 P(k+1lk) 2 cov[x(k + 1)|Z¥] = cov[x(k + 1)|Z*], (3.26)
com a ultima igualdade decorrente de (3.9).

A covariancia da observacdo z(k + 1) — covariancia da predicao de medida — é:
P, — S(k+1) 2 cov[z(k + 1)|Z¥] = cov[z(k + 1)|Z¥]. (3.27)
A covariancia entre a varidvel a ser estimada x(k + 1) e a observacdo z(k + 1) é:
P, - cov[x(k + 1),z(k + 1)|Z¥] 2 cov[x(k + D|k),2(k + 1|k)|Z*].  (3.28)

A covariancia a posteriori do estado x(k + 1) — covariancia atualizada de estado —
¢ dada por:

Pyxiz = P(k+1) 2 P(k + 1|k + 1) 2 cov[x(k + 1)|Z**?]

= cov[®(k + 1|k + 1)|Z¥]. (3.29)

3.3 O Ganho do Filtro

A matriz de pondera¢do na equagdo da estimativa (3.19) se torna o ganho do filtro:

PPt > K(k+1) 2 cov[x(k + 1), z(k + 1)|Z¥]S(k + 1)~ 1. (3.30)

Chama-se filtro porque o algoritmo de estimacao recursivo reduz o efeito dos varios
ruidos na quantidade de interesse, que € a estimativa do estado. Além disso a quantidade (3.30)
multiplica o erro de predi¢ao de medidas Z(k + 1|k), que é entrada para o filtro, ou seja, esta

quantidade é o ganho.
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3.4 Derivacio do Algoritmo de Estimacio Dinamica

O estado predito (3.22) segue aplicando na equagdo de estado (3.1) o operador
esperanca condicional em Z*¥ (LEWIS, 2008):
E[x(k + 1)|Z*] = E[F(K)x(k) + G(F)u(k) + v(k)|Z¥]. (3.31)
Uma vez que o ruido do processo v(k) é branco de média zero, isto produz

2(k + 1]k) = FO)2Kk|K) + G ()u(k), (3.32)

Subtraindo a Equagao (3.32) da Equacdo (3.1) resulta no erro de predicao de estado:
Xk +1lk) 2x(k+1)—x(k +1|k) = F(k)X(kl|k) + v(k), (3.33)

a entrada u(k) nio tem efeito no erro de estimagdo contanto que seja conhecida.

A covariancia de predicao de estado (3.26) é:
E[x(k + 1|k)x(k + 1|1k)T|Z*] = F(K)E[%(k|k)X(k|I)T|Z¥]F ()T + E[u(k)v(k)T]. (3.34)

e pode ser reescrita na seguinte forma:

P(k + 1lk) = F(k)P(k|k)F (k)T + Q (k). (3.35)

A medida predita (3.24) segue similarmente tomando o valor esperado de (3.3)
condicionado a Z¥:

E[z(k +1)|Z¥] = E[H(k + Dx(k + 1) + w(k + 1| Z¥]. (3.36)

Uma vez que o ruido de medidas w(k + 1) é branco de média zero, a equagdo acima

se torna:
Z(k+ 1lk) = H(k + D)x(k + 1]k). (3.37)
A subtragdo da Equacgdo (3.37) da Equagado (3.3) resulta no erro de predi¢do de

medidas:
Z(k+1lk) 2 z(k+1)—2(k + 1|k) = H(k + DX(k + 1|k) + w(k + 1). (3.38)

A covariancia da predi¢do de medida em (3.27) decorre de (3.38), de maneira
similar a (3.35), assim:

S(kk+1) =HMk+DPk+1H(Kk + DT +R(k+1). (3.39)

A covariancia (3.28) entre o estado e a medida, usando (3.38), é:

E[x(k + 1|k)Z(k + 1|{K)T|Z¥] = E[%(k + 1|k)[H(k + D)Xk + 1|k) + w(k + 1)]7|Z¥]
=Pk +1|k)H(k + 1)T. (3.40)

Usando as Equacoes (3.39) e (3.40), o ganho do filtro em (3.30) é:
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K(k+1) 2Pk +1|k)H(k+ 1)TS(k+1)71, (3.41)

assim a estimativa de estado atualizado em (3.25) pode ser escrito de acordo com (3.19) por:

X(k+1k+1)=x(k+1lk) + K(k + Dv(k + 1), (3.42)
em que
vik+1)2z(k+1)—2(k+ 1lk) = Z(k + 1|k) (3.43)
€ chamada inovacao ou residual de medidas, que € o0 mesmo como em (3.38), mas a notacdo v
serd usada na sequéncia. Note que em vista disso, S € também a covariancia de inovacao.
Finalmente, a covaridncia atualizada (3.29) do estado no instante k + 1, de
acordo com (3.20), é:
Pk+1lk+1) =Pk +1lk) —P(k+1|k)-H(k + DTSk + )TH(k + 1)P(k + 1|k)
=[I—-K(k+ DH(k+1)]P(k + 1|k), (3.44)
ou, na forma simétrica:

P(e+1lk + 1) = P(k + 1]k) — K(k + DS(k + DK (k + 1) (3.45)

A Equacdo (3.42) é chamada equacdo de atualizacdo de estado, por produzir a estimativa de

estado atualizado e a Equacdo (3.45) € a equacao de atualizacdo da covariancia.

3.5 Formas Alternativas para a Atualizacio de Covariancia

H4 uma recursdo para a inversa da covariancia de atualizacio:

Plk+1lk+ 1) =Pk +1lk)" '+ Hk+ 1D"R(k+ 1) *H(k + 1). (3.46)

Usando o lema da inversdao de matriz (Apéndice A), pode-se mostrar que (3.46) é
algebricamente equivalente a (3.45). O filtro usando (3.46) ao invés de (3.45) € conhecido como
o filtro da matriz de informagdo (KIRUBARAJAN, 2001). Assim, o ganho do filtro (3.41) tem

uma expressao alternativa:

Kk+1)=Pk+1lk+DHk+ DTR(k+ 1)1 (3.47)

Uma forma alternativa para a equacgdo de atualizacdo da covariancia (3.45), valida
para um ganho arbitrario K, chamada forma de Joseph de atualizacdo de covariancia, é dada

por:
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Plk+1lk+1)=[I-K(k+1DH(k+ 1D]P(k + 1|k)[I — K(k + DH(k + D]
+K(k+ DRk + DK(k+ 1)~ L (3.48)

Embora (3.48) seja computacionalmente mais caro que (3.45) é menos sensivel a erros de
arredondamento e ndo levard a autovalores negativos, como (3.45) é propenso a tais erros,

devido a subtracado presente nesta equacao.

4. FORMULACAO E TEORIA DO FILTRO apfy

Desde a introducdo dos algoritmos de rastreio de alvos por dados amostrados de
sistemas de radar, houve numerosas derivagdes de relacdo Otima entre os pardmetros de
rastreamento. Varios aspectos do sistema de rastreio, tem sido considerado, dentre os quais as
caracteristicas do ruido de medi¢do e os resultados nas fases transiente e estaciondria
(KALATA 1984).

Tanto o filtro a¢f8 quanto o filtro afy s@o versdes de estado estaciondrio do Filtro
de Kalman, e encontram-se em uso intensivo em ambientes de rastreio, onde restricdes
computacionais limitam a complexidade dos filtros que podem ser implementados. (GRAY &

MURRAY, 1993).

4.1 Modelos Cinematicos em Espaco de Estados em Tempo Continuo

Os modelos de estado cinematicos sdo definidos estabelecendo uma certa derivada
da posic¢do para zero. O nimero de derivadas até se obter zero € igual a ordem do modelo:
modelo com velocidade constante € de segunda ordem, modelo com aceleracdo constante € de
terceira ordem. Na auséncia de entrada aleatdria, estes modelos descrevem movimentos por
meio de polindmios em fungdo do tempo. Sao também chamados de modelos polinomiais € o0s
filtros de estimacao de estado correspondentes a eles sdo chamados de filtro polinomiais.

Como nao € realistico supor que ndo existem perturbagdes, é conveniente modela-
los introduzindo uma entrada aleatéria no modelo e uma maneira de fazer isso € pela adicio de
um ruido de processo branco em tempo continuo.

Conforme citado anteriormente, temos dois casos de modelos cinematicos em
tempo continuo: o de segunda e o de terceira ordem. O modelo cinemético de segunda ordem
estuda um alvo que tem por caracteristica velocidade constante e descreve trajetdria

bidimensional e é chamado modelo de estado de aceleracdo de ruido branco. O modelo
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cinemdtico de terceira ordem estuda um alvo com aceleracdo constante com trajetdria

tridimensional e é chamado modelo de estado de aceleracdo de processo de Wiener.

4.1.1 Modelo de Aceleracao de Ruido Branco em Tempo Continuo

Um objeto com velocidade constante movendo-se em uma coordenada ¢ e
observado em tempo continuo € descrito pela equacao abaixo:
E) = 0. (4.1)
Uma vez considerando que a n — ésima derivada da posi¢ao € igual a zero, tem-se
um sistema com auséncia de ruido e a posi¢do £(t) evolui de acordo com um polindmio no
tempo (neste caso, de segunda ordem). Este modelo é chamado de modelo polinomial.
Na prética, a velocidade submete-se, pelo menos, a pequenas variagcdes, para menos
e para mais. Isto pode ser representado e modelado por um ruido branco de média zero em
tempo continuo U, sendo U chamado ruido de processo. E a este caso, chamamos de Modelo de

aceleracdo de ruido branco continuo, ou seja,

E(t) = 0(t) (4.2)

sendo que
E[5(0)] =0, (4.3)
E[5(0)o(r)] = g(6)6(t — 7). (4.4)

O vetor de estado e a equagio de estado em tempo continuo correspondentes sio:
x=[& &I, (4.5)
x(t) = Ax(t) + Di(t), (4.6)
em que

A= [8 (1) , 4.7
D= [(1)] (4.8)

4.1.2 Modelo de Aceleracao de Processo de Wiener em Tempo Continuo

Um objeto com acelerag@o constante para uma coordenada de posi¢cdo genérica ¢ e

observado em tempo continuo € descrito pela equagao:
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&) =0. (4.9)

Similarmente a Equacdo (4.2), a aceleragdo ndo € exatamente constante e suas

variagdes podem ser modeladas por um ruido branco de média zero em tempo continuo:

§() =0(). (4.10)

Neste caso, a aceleracdo ¢ um processo de Wiener, isto €, um processo estocdstico

de tempo continuo com incrementos independentes para todo t > 0, sendo a integral definida
(de 0 a T) de um processo gaussiano (“branco”) com variancia 1 e média 0.

Chamamos este caso de Modelo de aceleracao de Processo Wiener em tempo

continuo. O vetor de estado e a equacao de estado correspondente sdo respectivamente:

x=[ & &7, (4.11)
x(t) = Ax(t) + Do (o), (4.12)
em que
010
A=o o 1], (4.13)
0 0 0
0
D= 0]. (4.14)
1

Nota-se as supostas perturbacdes como entradas aleatdrias do tipo ruido branco de

processo em tempo continuo ¥ (t).

4.2 Modelos Cinematicos em Espaco de Estados em Tempo Discreto

Devido ao fato das observacodes serem realizadas em tempo discreto, as equagdes
de estado em tempo discreto se tornam necessdrias. Por isso, outro modelo cinemético comum
€ definido em tempo discreto. O ruido de processo em tempo discreto, desta forma, denotado

por v(k), € uma sequéncia branca de média zero com valor escalar:

E[v(lk)v()] = 07 8y;, (4.15)
e ¢ adicionado na equacdo da dindmica da seguinte forma:
x(k+1) =Fx(k) + Gu(k), (4.16)

em que o ganho G do ruido de processo é um vetor n,, — dimensional.
Da mesma forma que na Subsecao 4.1, tem-se para o modelo cinemético em tempo

discreto os casos de modelo de segunda ordem — modelo de aceleracdo de ruido branco em
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tempo discreto, e modelo de terceira ordem — modelo de aceleracdo de processo de Wiener em
tempo discreto. Assim sendo, para os modelos de segunda ordem, supde-se que o alvo submete-
se a uma aceleracio constante entre cada periodo de amostragem (de comprimento T'), isto é
(t) = v(k) t € [kT,(k + 1)T], (4.17)
e que essas aceleragdes sdo nao-correlacionadas de periodo a periodo. A equacio acima indica

uma aceleracao constante por partes.

4.2.1 Modelo de Aceleracao de Ruido Branco em Tempo Discreto

No movimento de um alvo com velocidade constante, se v(k) é a aceleragdao
constante durante o k — ésimo periodo de amostragem, entdo o incremento de velocidade
durante o mesmo periodo é v(k)T, enquanto que o efeito na aceleracdo é V (k)T?/2.

A equacdo de estado para este modelo de aceleracao constante por partes, que € de
segunda ordem, é:

x(k+1) = Fx(k) + Gu(k). (4.18)

O ruido de processo v(k) é uma sequéncia de aceleragdo suposta branca de média

zero. A matriz de transi¢do €:

_[1 T
F= [0 il (4.19)
e o vetor de ganho que multiplica o ruido de processo é dado por:
1
G=|37"|. (4.20)
T |
A covariancia Q do ruido de processo multiplicado pelo ganho, Gu(k), é:
1 T4 1 T3
Q = E[ow()G"] =Go36" = |7 2 |oZ. (4.21)
-T3 T?
2

A dimensao fisica de v(k) e o, € [distancia]/[tempo]?, ou seja, aceleragdo.
Quando o movimento se dd em vdrias coordenadas, entdo, com filtragem
desacoplada através das coordenadas, a Equacdo (4.21) € um bloco do Q total, que € diagonal

de blocos.
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4.2.2 Modelo de Aceleraciao de Processo de Wiener em Tempo Discreto

Para o modelo de aceleragdo de processo de Wiener constante por partes, que ¢ um

modelo de terceira ordem, a equacao é dada por:

x(k+1) =Fx(k) + Gu(k), (4.22)
em que

[ 1
1 T ETZ

F=|, 1 % | (4.23)
[0 O 1
—sz

_|2

G=|2 | (4.24)
1

Neste modelo, o ruido branco v, do processo € o incremento de aceleragdo durante
0 k — ésimo periodo de amostragem e é assumido como uma sequéncia branca de média zero
- a aceleragdo € um processo Wiener de tempo discreto. A formulagdo em termos de incremento
de aceleracdo é mais conveniente do que aquela em termos da derivada de terceira ordem. A

covariancia do ruido de processo multiplicado pelo ganho G é:

1

Q=G03GT=§T3 T2 T |dZ (4.25)
1
ST T 1

4.3 Filtros de Estado Estacionario para Modelos Cinematicos e Ruidosos

A covariancia da estimativa de estado para um sistema invariante no tempo (sistema
com coeficientes constantes nas equagdes de estado e medi¢do) convergird sob adequadas
condi¢des para um valor de estado estaciondrio. Para um sistema invariante no tempo, a

convergéncia € garantida se:

1) O par {F, H} é completamente observavel.

E, se adicionado a isto:
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2) O par {F,C}, em que Q = CCT (C é o fator de Cholesky), é completamente
controlavel, entdo a covariancia de estado estacionario € uma matriz definida

positiva Unica, independente da covariancia inicial.

A condi¢do de observabilidade no estado garante um “fluxo estacionario” de informacdes sobre
cada componente do estado, o que previne que a incerteza se torne ilimitada. Esta condicao
produz a existéncia de uma solu¢do de estado estaciondrio (ndo necessariamente tinica) para a
matriz de covariancia que € definida positiva ou semi-definida positiva (isto €, com autovalores
positivos ou ndo negativos, respectivamente). Ja a condi¢do de controlabilidade afirma que o
ruido de processo seja inserido em cada componente de estado e impede que a covariancia do
estado convirja para zero. Essa condi¢do faz com que a covariancia seja definida positiva, ou
seja, todos os autovalores sdo positivos.

Como as equagdes de covariancia para o problema de estimagdo de estado ndo
dependem das medidas, entdo, em um sistema dindmico linear, estas equagdes podem ser
iteradas computacionalmente em um passo para frente de modo off-line. E pode ser
demonstrado que a citada recurs@o abaixo pode ser escrita para a covariancia predita a 1 passo
(KIRUBARAIJAN, 2001):

P(k + 1lk) = F(k){—P(klk — 1)HT (k)[H(k)P(k|k — 1)HT (k)

+ R H(K)P(klk — DIFT (k) + Q (k). (4.26)
Esta equacdo é a Equacgdo de Riccati, que desenvolvida resulta na covariancia predita:
P(k + 1lk) = F(k)P(k|k)FT (k) + Q(k). (4.27)

A solugcdo da equacdo de Riccati, para um sistema invariante no tempo converge a uma
covariancia finita em estado estaciondrio, respeitadas as duas condic¢des citadas acima. Assim
podemos dizer que a solucdo para a Equacdo algébrica de Riccati € a matriz de covariancia de
estado estaciondrio:

P =F[P — PHT(HPHT + R)"*HP]JFT + Q. (4.28)
Esta mesma expressdo € dada em (3.35) e € a expressdo que produzird o ganho de estado
estaciondrio para o filtro de Kalman e, consequentemente, o ganho do filtro afy.

Tanto os modelos cinemdticos em tempo continuo quanto os em tempo discreto
apresentados aqui, satisfazem essas condicoes citadas e expressdes explicitas da covariancia em
estado estaciondrio, e o ganho do filtro observador de estado pode ser obtido.

Agora, considerando a equacdo de medidas

z(k) = Hx(k) + w(k) (4.29)
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e supondo o caso de rastreio de foguetes por meio de sistema de radar, apenas as medidas de
posicdo estdo disponiveis. Assim, para o modelo de aceleragdo de ruido branco (2* ordem), tem-
se:

H=[1 o] (4.30)

E para o modelo de aceleracdo de processo Wiener (3* ordem), tem-se:

H=[1 0 ol (4.31)

A funcdo de auto-correlacdo de ruido de medicao é dada por:
Elw(k)w()] = Rbx; = 058y, (4.32)

O Filtro afy (3% ordem), assim como o Filtro af8 (2* ordem), € um filtro de estado
estaciondrio resultado de modelo cinemético ruidoso. Os coeficientes «, f e y produzem as
componentes do vetor de ganho de estado estaciondrio do filtro e sdo expressos em termos do
Indice de Rastreamento I'. Sdo comumente usados em sistemas de rastreamento de alvos com
pouca manobrabilidade, isto €, poucas mudancas de dire¢do, como por exemplo, foguetes
balisticos.

A equagdo da planta € dada pela Equacgdo (4.22), a matriz F que modela a dinamica
¢ dada pela Equacgdo (4.23) e a equacdo de medidas € dada pela Equacgdo (4.26). A variancia do
ruido de processo é denotada por 2 £ Q, enquanto que a variancia do ruido de medi¢io é dada
por 62 £ R. Sabe-se que a covariancia, denotada por P, é um valor constante quando o tempo

tende ao infinito, e pode ser indicada da seguinte forma:

lim P(klk) = [py;] (433)
Enquanto que a matriz dos ganhos do filtro afSy serd indicada:

. . B v
Ill_)rg[((k):[gl 92 g3]=[a T 72 (4.34)

Os ganhos sdo gerados pelas trés equacdes abaixo:

B=22-a)-41-a (4.35)
ou
a=.28 —g (4.36)
e
O Y (4.37)
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y=£ (4.38)

Entender as caracteristicas de resposta desse filtro é ter um conhecimento efetivo
do desempenho do rastreio em relagdo ao perfil do alvo balistico. Para obter esse conhecimento,
detalhes das diferentes caracteristicas de resposta do filtro alfabético sdo usados para quantificar
o desempenho do filtro em relacdo a diferentes modelos de medicao representando a trajetoria

de um alvo (GRAY & MURRAY, 1991).

5. UMA DERIVACAO PARA O FILTRO afy

O filtro de Kalman € frequentemente usado para filtrar as medidas de posi¢cdo para
estimar a posi¢do, velocidade e/ou aceleragdao de um alvo. Quando os modelos do movimento
do alvo e medi¢do sado lineares e os processos de erro de modelagem de medi¢do € movimento
sdao Gaussianos, o filtro de Kalman fornece a estimativa do minimo erro quadritico médio do
estado alvo. Quando os modelos do movimento do alvo e medi¢do sdo lineares, mas os
processos de ruido ndo sdo gaussianos, o filtro de Kalman é o melhor estimador linear do estado
alvo no sentido do erro quadritico médio (BLAIR, 1992). O modelo dindmico comumente

assumido para um alvo em trajetéria € dado por:

x(k + 1) = FiO)x(k) + Gu(k). (5.1)

sendo v(k)~N(0,Q(k)) o ruido de processo; F (k) define uma restri¢do linear na dindmica; e
x(k) € o vetor de estado do alvo que contém a posicao, velocidade e aceleracdo do alvo a cada
instante k, assim como outras varidveis usadas para modelar a acelera¢do variante no tempo.

O modelo de medidas linear € dado por:

z(k) = H(k)x(k) + w(k). (5.2)
sendo z(k) a medida da posi¢édo do alvo € w(k)~N (0, R(k)) o ruido de medigio.

As equacdes de filtragem de Kalman associadas com o modelo de estado na Equagao
(5.1) e o modelo de medidas na (5.2) sdo dadas pelas seguintes equagoes:

Equacdes de atualizacdo com o tempo (efeito da dindmica do sistema)

2(k + 1]k) = F(O)zk|k), (5.3)
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P(k + 1lk) = F(k)P(k|K)FT (k) + G(k)Q(k)GT (k). (5.4)

Equacoes de atualizacio com as medidas z(k)

Kk+1)=Pk+1|k)HT(k+1) [H(k+ DP(k+1|k)HT(k+ 1) + R(k+ 1], (5.5
Xk+1k+1) =xtk+1k)+Kk+ D[z(k+1) —Hk+ Dx(k+1lk)], (5.6)

Plk+1lk+1)=[1-K(k+1H(k+ 1]P(k + 1|k), (5.7)

sendo X (k)~N[x(k), P(k)],com x(k|k) e P(k|k) amédiae a covariancia do erro da estimativa
do estado respectivamente. A notacdo subscrita (k|j) denota a estimativa do estado para o
tempo k dada a medida do tempo j, e K (k) denota o ganho de Kalman, cuja forma alternativa
pelo lema de inversdo de matrizes foi apresentada na Se¢do 3.5 na Equacgdo (3.47).

A forma de estado estaciondrio do filtro de Kalman € frequentemente usada para
reduzir os célculos necessdrios para manter cada rastreio. No estado estaciondrio, P(k|k) =
P(k—1lk—1), P(k+1lk) =P(k|lk—1), K(k) = K(k —1). Para um filtro de Kalman
alcancar as condi¢des do estado estaciondrio, os processos de erro, v(k) e w(k), devem ter
estatisticas estaciondrias e a taxa de dados deve ser constante. Quando o ruido do processo ndao
€ estaciondrio ou a taxa de dados ndo € constante, um filtro usando ganhos de estado
estaciondrio ird fornecer estimativas sub-6timas. O filtro alfa-beta-gama € o filtro de Kalman
no estado estaciondrio para rastreio de alvos com aceleracdo quase constante.

O Filtro afy é um filtro baseado na suposicdo que o alvo estd se movendo com
aceleracdo constante e ruido branco. Dada esta suposicdo, os ganhos constantes do filtro afy
sao escolhidos a partir dos ganhos do estado estaciondrio do KF que minimiza o erro quadratico

médio da estimativa da posicdo, velocidade e aceleracdo. Para o Filtro afy tem-se:

x(k) = [x(k) x(k) ()], (5.8)
T2
T 5 o
F(k) = o 1 1| (5.9)
0 0 1
G(k)=:T72 T 1|, (5.10)

Hk)=[1 0 0] (5.11)
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Q(k) = o7, (5.12)

R(k) = a2, (5.13)
[ B v

K@) =|a = ﬁ] . (5.14)

Suponha que a matriz de covariancia do erro no estado estaciondrio da estimativa

filtrada para o filtro «, B, y seja denotada como:
P11 P12z DPi3
P = P12 P22 D23|, (5.15)
P13 P23 P33
Usando as Equacdes (3.47), (5.11) e (5.13) € dado o ganho no estado estaciondrio:
P11
K = PH(k)T0;% = |P12| 0> (5.16)
P13

Assim, usando a Equacao (5.14) é dado:

p11 = aog, (5.17)
B

P12 = =04, (5.18)
14

Inserindo (5.4) em (5.7) e estabelecendo P(k|k) = P(k — 1|k — 1) = P para o estado
estacionario, é dado:

[ — KH(O)]™P = F(k — DPFT(k — 1) + G (k — 1)G" (k — 1)o2. (5.20)
Entao:
1 0 0
1 [E 1-— 0 }
[I - KH()]'P = T * , (5.21)
[
TZ
P B Y
T T?
218 pB? P22 By p
[I—KH(k)]‘lela_a - F+(1—oz)gi£ F+(1—o¢)ai£’, (5.22)
2
% [;—Z+(1—a)% %+(1—a)p—3£
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F(k)PFT (k)
— T4_
P11+ 2Tpip + Tz(p13 + p22) + T3P23 + TP33
_ 3T2 T3 5 5
- P12 + T(P13 +D22) + P2z t 2 - P33 P22+ 2Tpy3s + T7p33 ... | (5.23)
TZ
P13 + Tpz3 + — P33 P23 + T3 P33
T4 T3 T2
4 2 2
T3
G(k)GT(k)o? = o2 - T2 T | (5.24)
TZ
— T 1
[ 9 |

v? _Toy

=2, (5.25)

Igualando o elemento (2,3) da Equacdo (5.20) e usando a Equacgdo (5.25) para eliminar o7
temos:

yB-v) ,

P33 = mO’w. (526)

Igualando o elemento (2,2) da Equagdo (5.20) e usando a Equagio (5.25) para eliminar ¢;? tem-
se:

y@B-v)

p23 (1 a)T4, O-CL) (5.27)

Igualando o elemento (3,1) da Equacgdo (5.20) e usando as Equagdes (5.16), (5.25), (5.26) e
(5.27) temos:
BZ

Yy=5—

o (5.28)

Igualando o elemento (2,3) da Equagdo (5.20) e usando as Equacdes (5.16), (5.25) e (5.27)
temos:

4 —2a—4
ap Z(’;(f a)TO; ) 2. (5.29)

P22 =

Igualando o elemento (1,1) da Equacao (5.20) e usando as Equagdes (5.17) a (5.19) e Equagdes
(5.25) a (5.29) temos:

B=22-a)—41-a. (5.30)
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As Equacdes (5.25), (5.28) e (5.30) fornecem as relacdes do ganho no estado estaciondrio nas
Equagdes (5.25) a (5.29). A covariancia do erro no estado estaciondrio na Equacdo (5.15) é
dada por:

[ o B v
T T?
B 4ap+y(B—2a—-4) BB-V)
P=0|7 4(1 — a)T? 21— T3 (5:31)
4 BB —v) Y8 —v)
| T2 2(1 — a)T? (1—a)T* ]

5.1 O Indice de Rastreamento - T

Os ganhos a, 8,y s@o determinados como em Kalata (1984) e desenvolvido na Secdo
4.4 até a Equacdo (5.25).

2 2
4 O-‘U y 5
v _ ) 32
o2 (1—-a) ( )
B=22—-—a)—4V1l—aq, (5.33)
ﬁz
=—. 5.34
v =5 (5.34)
Sendo o indice de rastreamento (KALATA, 1984):

oo 5.35
= (5.35)

5.2 A Solucao para os Ganhos a, § e y.

A funcao de transferéncia do filtro @8 pode ser usada para determinar a resposta do
mesmo filtro e do filtro affy para vérios modelos de medida. A funcdo de transferéncia da
posicdo suavizada € obtida tomando a Transformada Z da Equagdo (2.7) e dividindo pela
Transformada Z da posi¢do medida. Assim tem-se o resultado abaixo:

Xs(z) z[(z — Da + B] ~ A&
Xm(z)_(zZ—z(2—a—/3)+1—a)_Z[ (5.36)

H = )
<(2) Z—zp Z—2zm

em que
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_[@p - Da + p]
A= (5.37)

As variaveis zp e zm sao os polos da funcdo de transferéncia e A* € o conjugado complexo de
A. A funcdo de transferéncia da velocidade suavizada é:

B
_ Vi@ _ 2@ -V B C c*
Hy(2) = Xn(2) (z2—-zQR-a-p)+1-a) T? [z —zp z-— Z‘m]' (5.38)
em que
_zp—1
€= (5.39)

Encontrar os pdlos dos denominadores nas Equacgdes (5.36) e (5.38) se torna
necessario. Assim, iguala-se a zero os denominadores das funcdes de transferéncia e resolvendo
a equacao quadrética obtém-se duas raizes complexas, que sdo conjugados complexos entre si.
As raizes podem ser escritas na forma polar.

zp =1eU?;  zm =re9), (5.40)
onde zp corresponde a uma raiz € zm ao seu conjugado complexo. Varias relacdes que podem
ser derivadas das equacdes acima, simplificam calculos, como o calculo da solu¢do para os
ganhos a, [ e y por meio da relacdo abaixo que é oriunda de uma propriedade que envolve o

moédulo de um nimero complexo:

r= (Zp.zm)% =(1- a)% (5.41)
ou

a=1-r2 (5.42)

O Indice de Rastreamento I' = (o, /0,,)T? é definido na Equagio (5.25) e, antes,
com base na revisao bibliografica, o parametro de amortecimento r € dado em funcdo do I' na
Equacgao (2.13). Uma vez que € determinado o I', em fun¢do dos ruidos de processo e medi¢ao
e da taxa de amostragem na coletas das medidas de posicao, r € especificado. A relagdo 6tima
de Kalata (1984), no sentido de reducao de ruido de medicao e capacidade de manobrabilidade,
¢ dada pelas Equacdes (5.25) e (5.27), a partir da adequada derivacdo, que relacionam os
parametros «, 8 e ¥, enquanto que na Equacdo (5.21) I' é dado em funcdo de a e y. Tomando
a Equacdo (5.27) e introduzindo a = 1 — r2, tem-se:

g =2(1-r) (5.43)

Tomando a Equacgao (5.32) e desenvolvendo-a através de y por meio das Equagdes

(5.43) e (5.33), tem-se:



43

m_a-n’ (5.44)
2 1+7)
que € equivalente a equagao abaixo:
r3+bri+cr+d=0, (5.45)
em que
b=£—3, c=£+3, d=-1. (5.46)
2 2
Substituindo-se r = y — b/3, a Equacao (5.45) reduz-se a:
y3 +py+q=0, (5.47)
em que
b? 2b%®  bc
p=c—=3, qu—?+d. (5.48)

A substituicdo de y =z —p/(3z) reduz a Equacdo (5.48) a uma equagdo

quadratica equivalente que tem a seguinte solucao:

3
23 = “2 . (5.49)

Assumindo a expectativa de um intervalo normal de valores dos parametros do

filtro, com 0 < a < 0, o termo dentro da raiz quadrada é positivo, entdo hd raiz real para z.
Seguindo assim, o parametro r é expressado em termos de z:

_,_ P _b 5.50
r=z 37 3" (5.50)

E agora € possivel calcular a, f§ e y pelas Equagdes. (5.42), (5.43) e (5.34).
A vantagem destas mudangas de varidveis € que se evita o cdlculo de raiz de
equacdo polinomial de terceira ou sexta ordem e também se evita a verificacao de raiz complexa

na resolugdo de equagdes cubicas.
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6. RESULTADOS

6.1 Coleta de Dados

O acordo de cooperacao entre UEMA, ITA e CLA prevé assisténcia e informagdes
técnicas por parte do CLA para alunos do Programa de Pés-Graduagdao em Engenharia de
Computacdo e Sistemas da UEMA. Os dados de interesse deste trabalho sdo as trilhas, sem
tratamento (sinais ruidosos de medidas de posi¢do), das coordenadas X, Y e Z adquiridas pelo
Radar ATLAS nos voos dos foguetes de treinamento intermedidrio. Estes dados ruidosos,
chamados sinais brutos, sdo adquiridos em coordenadas esféricas (elevacdo, azimute e
distancia), pois sao medidos em relacdo ao radar, e entdo ocorre uma mudanga de referéncia
para a rampa de lancamento (origem do lancamento) para coordenadas cartesianas X, Y e Z
(BARROS, 2005).

O radar ATLAS € o equipamento responsdvel por medir a posi¢ao do alvo operando
na frequéncia de 20 Hz, enviando as informagdes via modem ao sistema de tratamento de dados
que se utiliza de algoritmos computacionais para gerar os dados filtrados (valores de posicdo e
velocidade estimados do foguete) (CALDEIRA, 2000). Todos os dados sdo registrados nos
computadores conectados ao radar. O sistema opera em tempo real, o que € condi¢do necessaria

para o rastreamento de foguetes.

6.2 Calculo dos Ganhos

O Indice de rastreamento I', dado em (2.10), é o pardmetro fundamental para a
sintonia de um filtro de rastreamento. Considerando um taxa de amostragem T fixa de 0,05 s,
este indice relaciona a variancia de ruido de processo g, com a variancia do ruido de medi¢ao
0,4, que sdo indicadores de incerteza. Faz-se necessario relacionar entre si as incertezas devido
a prépria natura do problema de rastreio, uma vez que a determinacio da posi¢do de um alvo
envolve a aplicacdo de um modelo ruidoso e um equipamento de medi¢do constituido com certa
imprecisdo. Neste caso concreto, o equipamento de medicdo € o radar, ao qual podemos aferir
a variancia do processo de medi¢do em um voo, que dividimos entre as fases propulsada e

balistica, sendo assim os seguintes valores:
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Tabela 1. Variancia de processo de medi¢ao usadas.

o, — Variancia de processo de medicao

Fase propulsada Fase balistica

3,9222 142,77

Fonte: Autor, 2019

A varidvel que resta estudar é a variancia de modelo o0, a qual levantamos uma
faixa de valores possiveis a fim de tabelar valores para o Indice de Rastreamento que dario
origem aos ganhos para o filtro de rastreamento «, § e y. Mas para tracar este caminho, esta
dissertacdo toma a usar, por conveniéncia, o Pardmetro de Amortecimento r, dado em (2.13).
Como o nome sugere, 0 parametro r pode amortecer mais ou amortecer menos a estimagao dos
estados do alvo. Observando a Equacdo (2.13), um maior I' fornece um maior parametro de
amortecimento e, como resultado deste maior amortecimento, o algoritmo do filtro torna-se

mais rdpido. O contrdrio também € verdadeiro e pode-se resumir pelo grafico abaixo:

Figura 1. Relacdo entre Indice de Rastreamento e ParAmetro de Amortecimento.

' e ™ o

Filtro

(I PO

rapido

Filtro

i T i r menos

rapido

Fonte: Autor, 2019.

Um filtro rdpido significa ter uma resposta rapida a entrada. Por essa rapidez, paga-
se um preco: uma estimag¢do nao tao suavizada. Esta configuracdo € conveniente para a primeira
fase do voo, a propulsada, uma vez que o alvo é bruscamente acelerado pela acdo de seus
motores. No segundo gréifico da figura 2, observa-se nos primeiros segundos, um erro pequeno
entre a posi¢cao medida e a posi¢ao estimada comparando-se com o erro da fase balistica. Na

figura 3 nota-se os perfis de velocidade e aceleragdo bastante ruidosos.
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Figura 2. Gréfico posi¢cdo medida/posi¢do estimada e erro relativo.
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Fonte: Autor, 2019.

Figura 3. Perfil de velocidade x Perfil de aceleracg@o.
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Fonte: Autor, 2019.
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Um filtro menos rapido pode fornecer uma filtragem com menos ruido, como visto
na figura 5, no entanto a estimacdo dos estados posi¢do, velocidade e aceleracdo fica
prejudicada devido ao atraso que ocorre. Observa-se esta caracteristica na figura 4 abaixo, onde
€ presente um overshooting com tempo de acomodacado considerdvel. Isto denota a lentiddo do

filtro.

Figura 4. Gréfico da posi¢do medida/posicao estimada e erro relativo.
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Fonte: Autor, 2019.
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Figura 5. Perfil de velocidade x Perfil de aceleragao.
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Fonte: Autor, 2019.
Conforme o exposto, a escolha do indice de rastreamento I' define toda a

caracteristica do filtro. Assim, apos calcular I', calcula-se r e, por fim, o coeficiente de

suavizacdo da posicdo a. Ademais, a partir de a, calcula-se 5 e y.
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O cddigo do algoritmo em Matlab que calcula os ganhos:

Figura 6. Cédigo do algoritmo do cdlculo do ganhos a, e y.

gam = input ('tracking index menor que 1: \n');
r = (4 + gam - sqgrt(8*gam + gam.”"2))/4;
alpha = 1- r."2;

beta = 2*(1- r)."2;

b = gam/2-3;

= gam/2+3;

= -1;

=c - b."2/3;

= (2*b."3)/27 - (b.*c )/3 + d;

= sqgrt(g.”"2+ (4*p."3)/27);

= -((qg+ v)/2).7(1/3);

s =2z - p./(3%z) - b/3;

alphal =1 - s.72

betal = 2*(1- s)."2

gammal = (betal.”2)./(2*alphal)

N < ,Q'T Q0

Fonte: Autor, 2019.

6.3 Algoritmo e Funcao Filtro

O algoritmo produto deste trabalho tem como entradas a trilha de dados brutos da
posicao do alvo captada pelo radar, bem como a taxa de amostragem desta medi¢do. O conjunto
de ganhos a, f e y também é uma entrada. O mesmo conta com uma funcéo, que é o proprio

filtro rastreador afy, ou seja, funcdo que contém o modelo cinematico.

Figura 7. Filtro a, B e y.

function [xkp,vkp,akp,rk] = abgFilterl (xm,dt, xk,vk,ak,alpha,beta,gamma)
xkp = xk + dt*vk + 1/2*dt"2*ak; predigcdo do estado x
vkp = vk + dt*ak; predicdo do estado v
rk = xm - xkp; residuo
xkp = xkp + alpha * rk; atualizacdo de x
vkp = vkp + beta/dt * rk; atualizacdo de v
akp ak + gamma/ (2*dt”"2) * rk; atualizacdo de a
end

o° o o° o o°

Il
)

Fonte: Autor, 2019.

Como saidas, tem-se os dados da posi¢do filtrada, a estimacdo dos estados

velocidade e aceleracdo, graficos dos estados e do erro de filtragem. Também fornece a
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estatistica do erro relativo entre a posi¢cao medida e a filtrada: Média, variincia e desvio padrao.
Como contribuicdo importante, tem-se também como saida a deteccio do fim da fase
propulsada do foguete dada em segundos. Esta informag@o poderd ser usada no processo
decisorio da equipe de missdao durante o proprio voo e apds o voo verificar se o motor de

equipou o foguete langado cumpriu a sua especificagdo nominal.

6.4 Fim de Fase Propulsada

Graficamente, € simples extrair o instante em que ocorre o fim da queima de um
motor apds o voo, tendo a trilha de dados completa e disponivel. No entanto, coletar esta
informacao ap6s o voo € desperdicar parte da utilidade desta informacao. Processos de rastreio
se dao em tempo real, por isso foi automatizado no algoritmo desenvolvido tal extracao. Temos
o fim da fase propulsada no instante em que a velocidade € maxima, como exemplo da figura

abaixo, onde o ponto vermelho no canto superior esquerdo marca a velocidade méxima.

Figura 8. Perfil de velocidade de um alvo mével.

Vel coord Z
1500 T T T

Velocidade Estimada

1000 ~ s

500 [~ s

-500 - -

-1000 [ [ [ [
0 50 100 150 200 250

Tempo (s)

Fonte: Autor, 2019.
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O algoritmo detecta este pico de velocidade utilizando o artificio da derivada
numérica por diferencas centrais. A consideracao feita é que no ponto de inflexdo a derivada é
zero, mas em m cendrio de sinal ruidoso a aplicacdo direta da derivada € prejudicada. Desta
forma, para se construir uma aproximacao para uma derivada em um ponto x, precisa-se utilizar
avaliacdes de fungdo, a partir da série de Taylor, em ponto préximos, (t+T) e (t —T), da

seguinte forma

'@, N f7G) s

f+T)=f1)+ f' T+ T T 3l , (6.1)
f&—=T)=f@®) - f'®OT +f”2(!t) T? — f”g_)T?’, (6.2)
T3
fE+T)—f(—-T)=2f"(OT + 3 "0+ (D) (6.3)
logo
o fEED—fE=T) @) 64

2T 6 '

sendo t o instante de tempo, T o intervalo de amostragem e ¢ um valor conhecido de posicao.

6.5 Estudo de Sintonia

Sintonizar um filtro de rastreamento significa seguir um processo baseado em
critérios bem definidos para escolher um conjuntos de ganhos afy que sejam capazes de:

1) Filtrar os dados brutos de posicao suavizando o ruido de medigao;

2) Estimar a velocidade e aceleragdo ponto a ponto com minimo erro, pois nao é

possivel medi-las com radares;

3) Apresentar uma resposta rapida ao estimulo da entrada.
Durante a elaboragdo do processo de escolha, notou-se o comportamento dual do filtro quando
se variava o conjunto de ganhos usado. Tomando um indice de rastreamento I' mais préximo
de 1, que por cédlculo fornece um a também mais préximo de 1, tem-se um filtro mais rdpido,
isto é, com um tempo de subida mais rdpido e um tempo de acomodacdo menor. Em
contrapartida, a suavizacio do ruido, uma das principais funcdes do filtro, fica prejudicada. Por
sua vez, um indice de rastreamento I' mais proximo de 0, que fornece um a mais proximo de 0O,
consegue suavizar melhor o ruido, mas aumenta o erro relativo da filtragem por ser lento na

resposta.
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Logo apds o lancamento de um foguete, nos seus primeiros segundos de voo, o
mesmo € submetido a uma brusca aceleracdo até que seu motor alcance o fim de sua queima,
que € a fase propulsada. No momento seguinte, o alvo desacelera, fica sob os efeitos da forca
gravitacional e seu movimento é previsto pelas equagdes da cinemdtica. Ai tem-se a fase
balistica. Tomando ciéncia do comportamento do filtro mediante a escolha de determinado
conjunto de ganhos a partir do I' e da caracteristica de cada fase de voo, a estratégia para a
sintonia do filtro para a escolha do melhor conjunto de ganhos se dd em trés etapas:

I Observando a fase propulsada do voo, realizou-se inimeras simula¢des para

sintonizar o melhor conjunto de ganhos para esta fase;

I0) Observando a fase balistica, também a partir de simulagdes, sintonizou-se o
melhor conjunto de ganhos para esta fase;

II)  Dentre os dois conjuntos de ganhos afy obtidos das etapas anteriores,
selecionou-se um conjunto que equilibra a rapidez necessdria com a
suavizacao desejada.

No estudo para a fase propulsada usou-se como pardmetro de sintonia, o tempo

nominal de queima do motor, dado que € fornecido pelo fabricante. Este tempo € de 8,5
segundos. O algoritmo de filtragem foi projetado para estimar o fim de fase propulsada (FFP)
com bastante precisdo. Além deste, o outro parametro usado € o desvio padrao do erro relativo
entre a posi¢do medida e a filtrada. O desvio padrao fornece uma medida de dispersao do erro
de estimacgdo da posi¢cdo. A tabela A.1 do Anexo 1 apresenta os resultados para esta fase. Foi
escolhido o conjunto de ganhos que forneceu aproximadamente 8,5 segundos de tempo de fase

propulsada e o menor desvio padrdo dentre todos os conjuntos testados.

Tabela 2. Conjunto de ganhos escolhidos para a fase balistica.

a B Y
0,4696 0,1476 0,0232
Fonte: Autor, 2019.

Ja no estudo para a fase balistica, o desvio padrdo também € utilizado e o FFP ndo
¢ perdido de vista, uma vez que caso a estimacgdo deste parametro pelo algoritmo divirja do
valor nominal de 8,5 segundos, a simulacdo em questao serd considerada lenta demais e podera

ser descartada por esse motivo. A tabela A.2 do Anexo 1 apresenta os resultados das simulacdes
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de estudo da fase balistica, da qual foi escolhido o conjunto de ganhos que apresentou, como

estatistica, o menor desvio padrdo dentre as simulacdes realizadas.

Tabela 3. Conjunto de ganhos escolhidos para a fase propulsada.

a p 14
0,1741 0,0166 7.9566¢e-04

Fonte: Autor, 2019.

Como o filtro utilizado neste trabalho ndo tem a capacidade de adapta-se aos dois
conjuntos de ganhos na mudanga de uma fase para outra, escolhemos trabalhar com o ganho
que se ajustou bem para a fase propulsada, porque o interesse principal € extrair o instante de
fim de fase propulsada do foguete monoestagio, pardmetro que divergiu nas simulagdes que
estudaram os ganhos para a fase balistica, variando de 9,92 a 11,47 segundos, o que € um
considerdvel atraso na apuragdo desta informacao. As figuras abaixo apresentam os estados do
VOoO.

Figura 9. Posi¢do medida x Posi¢do estimada.

x 10" Posig&o coord. Z
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Tempo (s)

Fonte: Autor, 2019.



Figura 10. Perfil de velocidade do voo.

Vel coord Z

1500 T T T
Velocidade Estimada
1000 =
500 [~ |
0~ -
-500 [~ 7
-1000 L L L L
0 50 100 150 200 250
Tempo (s)

Fonte: Autor, 2019.

Figura 11. Perfil de aceleracao do voo.
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Fonte: Autor, 2019.
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Figura 12. Erro relativo entre posi¢do medida e estimada.
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Fonte: Autor, 2019.

Como classificacdo do desempenho do voo do veiculo, considera-se os valores
maximos de velocidade Vy, e seus respectivos tempos Ty, que s@o os proprios FFP obtidos por
N simulagdes:

Vi = {Vm1, Vm2, Vm3, - Vun b

Ty = {tmr tuz, tuzs o tun )

Denotando as estatisticas de Vy, e Ty, temos as médias V), e Ty e desvios padréo oy,, € or,,.

Intervalos para classificagdo de desempenho sao definidos:

IVM = {VM i k.O-VM},

ITM = {TM i k O—TM}’
sendo k = 1,2, 3.
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Para qualquer voo, sendo V), a velocidade maxima estimada no tempo T),, define-
se 0 desempenho:
e Se Vy €ly,, e Ty € Ir,, desempenho satisfatério;

e Se Vy €Iy, ¢ Ty € Ir,, desempenho insuficiente.
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7. CONCLUSOES

A utilizagdo de filtros rastreadores de alvos é fundamental para o monitoramento
de foguetes ndo guiados durante uma missdo, pois possibilita estimar estados do alvo em
questdo, como posicdo e velocidade e verificar o desempenho esperado. O estudo,
desenvolvimento e aplicac¢do de filtros affy tem garantida sua importancia, pois, atualmente,
foguetes langados do territério brasileiro, sdo rastreados por filtros deste tipo e no presente
cendrio, é fundamental que o Brasil detenha independéncia tecnoldgica, que possibilitem
sucesso durante as missdes de lancamento de foguetes ndo-guiados.

Este trabalho teve como objetivo apresentar o filtro ¢fy, sua formulagdo e uma
métrica para o cdlculo dos ganhos do filtro que determinam a sua dindmica. A pesquisa
bibliografica gerada neste trabalho foi fundamental para relacionar o filtro de ganhos fixos com
o filtro de Kalman sob desenvolvimento matemdtico e identificar quando o filtro afy pode ser
utilizados sem prejuizo a missao, como no caso de foguetes balisticos que tem uma curta fase
propulsada.

Também foi objetivo deste trabalho, coletar, como informacgao adicional ao rastreio,
o tempo de fase propulsada. Esta informacgdo € ttil tanto para se utilizar em questdes de
seguranca de voo quanto para se verificar o desempenho de um motor de combustivel sélido
que € comprado pelo Estado brasileiro da iniciativa privada.

O trabalho em si demonstrou o atingimento de seus objetivos. O filtro afy
desenvolvido mostra-se uma ferramenta eficiente de acordo com os resultados obtidos, podendo
auxiliar o Centro de Lancamento para langcamentos de foguetes balisticos. Pode ser utilizado

como simulador, fornecendo os parametros de voo e permitindo realizar andlises especificas.

7.1 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Para continuacdo e direcionamento de trabalhos futuros, sdo listadas a seguir
algumas sugestdes de pesquisa.
1) Estender o projeto do estimador desenvolvido para incluir alvos manobrantes multi-
estagios;
2) Utilizar outras métricas de desempenho, tais como: Root-Mean-Square Error (RMSE),
Average Euclidean Error (AEE), Geometric Average Error (GAE) para avaliar a

resposta do filtro alfa-beta-gama;
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3) Estudo de viabilidade de combinar métodos de medicdo indireta para fusdo de dados.

4) Desenvolver o sistema proposto em cendrios de rastreio real.
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APENDICE A — Lema da Inversido de Matriz

Se
Ay, 0 0
D= 0 A22 0 , (A 1)
0 0 As

em que A;; sdo matrizes, entdo escrevemos D = diag(Aq;, Az, A33) € chamamos D de

diagonal em blocos. Se a matriz 4;; é quadrada, entdao

|D| = |A11|- |A22|- |A33|: (A.2)
e, se |D| # 0, logo
D™ = diag(Atl, Az, A3z (A4.3)
Se
Ay A Ags
D=0 Az Al (4.4
0 0 Asj

em que A;; sdo matrizes, entdo D € triangular superior em blocos e a Equagédo (A.2) ainda €

satisfeita. Matrizes triangulares inferiores em blocos tem a forma da transposta da Equacao
(A.4) e ainda obedece a Equacdo (A.4).

Se
Aqq A12]
A= A.5
Ay A 4.5
definimos o complemento de Schur de A4,, da seguinte forma
Dyp = App — A21AI11A12 (A.6)
e o complemento de Schur de A;4 da seguinte forma
Dyy = A11 — A12A§21A21 (A.7)
A inversa de A pode ser escrita assim
A1 = [Aﬁl + A7{ A12D55 A ATt _AI11A12D2_21] (A4.5)
—Dzz Az Ari D3z
P [ Dii —Dii A1z4%; ] (A.6)
—A22AnDii Ay + Az AnDi Andy;

ou
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ar=| D —A;%AlzDz‘zl] A

—Ag;A2: D1 D3
dependendo se |Ai1| # 0, |4z, # 0 ou ambos. Isto pode ser verificado verificando se
AAT1=A"1A=1. Comparando estas vérias formas, obtemos o bem conhecido lema de

inversao de matrizes

(Afll + ‘412‘422‘421)_1 = All - A11A12 (A21A11A12 + Agzl)_lA21A11 (A 8)
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ANEXO 1
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Tabela de resultados para a fase propulsada.

Tabela A.1
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Tabela de resultados para a fase bal

Tabela A.2
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