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RESUMO

A grande dificuldade apresentada pelos protagonistas do sistema educacional vigente, ou
seja, professores e alunos, quanto ao ensino e aprendizagem da Andlise Combinatéria,
foi o que nos motivou para a realizacio deste estudo; que tem dentre outros objetivos
fazer uma reflexao pedagdgica quanto ao ensino e aprendizagem da Andlise Combinatéria.
Elaboramos algumas propostas nas quais consideramos essenciais para o bom desenvolvi-
mento deste contetido na educacao béasica. Levando em consideragao a grande importéncia
que a Anélise Combinatoéria tem para o raciocinio légico e cognitivo do aluno, apresentamos
neste trabalho um pouco da sua historia, fortalecendo ainda mais a sua grande importéncia
para os dias atuais. Fizemos uma abordagem reflexiva sobre como o conteido de Analise
Combinatoria tem sido abordado nos ensino fundamental e Médio, no qual defendemos
neste trabalho o néo uso meramente de formulas mateméaticas que na maioria das vezes sdo
adotadas de forma mecéanica, sem nenhuma ligacao com a realidade do aluno, sem valorizar
a capacidade de criagdo e producio. Apresentamos algumas atividades, e a partir delas
percebemos a importancia do trabalho em grupos, as interagdes miiltiplas, as diferentes
percepcoes que os alunos tém na hora de resolverem um problema, os conflitos que surgem,
o alto nivel de concentracéio estabelecido pela atividade proposta, a importéncia do ladico
na educacdo, a teoria do erro. O trabalho também reflete sobre a abordagem do contetido
que ¢ feita pelos livros didaticos, sua contextualizagdo, como o conteido de Andlise é

trabalhado nos cursos de licenciatura em matematica.

PALAVRAS-CHAVE: Analise Combinatoria, Educagio Bésica, Ensino e Aprendizagem



ASTRACT

The great difficulty presented by the protagonists of the current educational system, or
teachers and students, as to the teaching and learning of the Combinatorial Analysis,
was the which motivated us to carry out this study; which has among other objectives
to make a pedagogical reflection on the teaching and learning of Combinatorial Analysis.
We elaborate proposals which we consider essential for the proper of this content in
basic education. Taking into account the great importance of the Combinatorial Analysis
has for the student’s logical and cognitive reasoning, we present in this work a little of
its history, further strengthening its great importance to the present day. We took a
reflexive approach on how the content of Combinatorial Analysis has been addressed in
elementary and middle schools, in which we in this work T do not use merely mathematical
formulas that in the majority of the times they are adopted mechanically, without any
connection with the reality of the student, without appreciating the capacity of creation
and production. We present some activities, and from them we perceive the importance
of working in groups, the multiple interactions, the different perceptions that the students
have when solving a problem, the conflicts the high level of concentration established by
the proposed activity, the importance of the playful in education, the theory of error.
The paper also reflects on the approach to content that is made by textbooks, their
contextualization, as the Analysis content is worked on in undergraduate mathematics
courses.

KEYWORDS: Combinatorial Analysis, Basic Education, Teaching and Learning
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1 INTRODUCAO

Como alunos e professores, as vezes definimos a Anélise Combinatéria de forma
incompleta, e muitas das vezes nfo sabemos defini-la. Afinal, como podemos defini-la?
De que mesmo ela trata? Quando afirmamos que muitos de nés a definimos de forma
incompleta, estamos nos referindo a respostas como: Eo seguimento da matematica que
estuda os arranjos, as combinagdes e as permutacGes. A resposta ¢ incompleta, pois,
embora as técnicas apresentadas acima, facam parte da Anélise, os mesmos sio definicoes
que resolvem um problema especifico de Combinatoria: elas fazem o trabalho de contar
subconjuntos de um conjunto finito, sem que nao seja necessario enumerar, organizar seus
elementos. Ressaltamos, que a Andlise além de trabalhar com as técnicas ja citadas, ela
amplia sua aplicabilidade, e pode ser usada na resolucdo de outros problemas como: o
principio da inclusdo-exclusio, o principio das gavetas de Dirichlet, as fun¢oes geradoras,
a teoria de Ramsey sdo exemplos de técnicas muito poderosas da Anélise. Entdo, como
podemos definir Anélise Combinatdria?

De um modo geral, a Combinatéria analisa estrutura e relacoes discretas.
Levando em consideracio dois tipos principais de problemas: Um, é a demonstracio a
partir de uma condicao dada, a existéncia de subconjuntos de um conjunto finito. O outro
é fazer a contagem e a classificacdo também de subconjuntos de um conjunto, levando em
conta as condigoes estabelecidas.

Embora exista dentro do conteido, técnicas que possibilitem resolver certos
tipos de problemas, é verdade que a resolu¢ao dos mesmos exige compreensio da situacio
descrita, organizacdo, criatividade, liberdade para expressar sua téenica para resolver o
problema. Entdo, por que reduzir o conteiido a mera manipula¢io de férmulas estabeleci-

das?
1.1 Objetivo e Problematica

Este trabalho de pesquisa tem como objetivo principal, fazer uma reflexfo

sobre a abordagem da Analise Combinatéria na Educacio Bésica. Essa reflexo permitird
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fazermos uma melhor avaliagio sobre o processo de ensino e aprendizagem do conteido,
e ao mesmo tempo buscard alternativas que facilitem tanto a pratica pedagdgica do
professor, quanto o aprendizado do aluno.

Objetivamos também de forma especifica, a reflexio sobre o desenvolvimento
deste contelido dos ensino fundamental e médio, apontar algumas solucdes nas quais
consideramos importantes de dentro do processo de ensino e aprendizagem, fortalecer a
ideia de que a resolucéo de problemas de analise combinatéria nem sempre sao resolvidos
utilizando formulas padronizadas.

Durante o periodo onde tivemos contato com as disciplinas obrigatérias do
Programa de Mestrado Profissional em Matematica (PROFMAT), que tem o objetivo
de capacitar professores atuantes no ensino fundamental e médio, permitindo que os
mesmos possam desenvolver de forma qualificada os conteidos essenciais para o bom
desenvolvimento do aluno. Dos contetdos estudados, o de andlise combinatéria trouxe
algumas reflexdes. Reflextes estas que foram frutos do aprofundamento que tive depois
de cursi-la. O interesse pelo contetido sempre foi muito grande na minha vida . Esse
interesse é explicado pela grande dificuldade que hd em ensinéd-lo, principalmente no
ensino médio, por isso, este trabalho tem como proposta ressaltar a importancia do ensino
e aprendizagem da Analise Combinatéria no ensinos fundamental e médio.

As dificuldades quanto ao ensino da Anélise Combinatoria sdo expostas de
forma espont@nea nas conversas entre professores, na forma que os alunos resolvem proble-
mas nas avaliacoes aplicadas em sala de aula, nos exames estaduais e nacionais, tais como
OBMEP, ENEM e atualmente no estado do Maranh&o com o programa + IDEB. Fazendo
algumas observagoes das questdes que sdo abordadas, percebi que elas sdo simples, elementa-
res, mas que pela caréncia de uma abordagem mesmo que elementar, a maioria dos alunos
nao consegue resolvé-las.

Durante a minha vida escolar, incluindo o ensino médio e graduagio, sempre
tive muitas dificuldades em resolver exercicios que envolviam anélise combinatoria. Nao
compreendia e nem sabia diferenciar, organizar e enumerar os subconjuntos que satisfizesse
as condicoes estabelecidas, pois no ensino médio, o contetido era ensinado apenas na

apresentacio de férmulas sem nenhuma anélise critica e légica. Ja na graduacio nao
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tive a oportunidade de entender e muito menos de tirar as minhas dividas de forma
aprofundada, pois o ensino do contetido fazia parte apenas de uma disciplina chamada
topicos de matematica do ensino fundamental e médio, sendo assim lecionada de forma
corrida e mecénica.

Quando comecei a lecionar, percebi que como professor, apenas reproduzia a
forma como havia sido ensinado, causando nos alunos o mesmo ciclo vicioso que existe hé
muito tempo.

O propésito deste trabalho, é também ressaltar a importincia do ensino da
Andlise Combinatéria no ensino fundamental e médio de acordo com as orientacdes da
Proposta Curricular Nacional para escolas de educagao bésica, de forma que leve os alunos
a obter uma maior facilidade na compreensdo de conceitos e aplicagio de técnicas de
forma simples e contextualizadas, dando significados aos conceitos a serem assimilados e
sem a obrigatoriedade da memorizacio de férmulas. O que harmoniza com a ideia dos
Parametros Curriculares Nacionais, quando destaca a importancia que o aluno precisa ter
para manipular e fazer anélise em larga escala de dados e amostras com o uso da Analise
Combinatéria. (BRASIL,1998, P.257)

Boa parte dos problemas de Analise Combinatéria extrai dos alunos raciocinio
logico e criatividade em suas resolugoes, portanto se o aluno tivesse o contato com esse
contetdo nas primeiras séries da educagio bdsica, com certeza cle chegaria nas séries
futuras com o desenvolvimento cognitivo bem mais amadurecido para certos problemas.
Outra importante afirmagao, é que quando os alunos conseguem contextualizar os proble-
mas com a sua realidade, fazendo com que ele interaja com a situagdo que estd sendo
trabalhada, proporcionando-lhes maior capacidade de interpretarem suas proprias conclu-
soes, definir seus proprios conceitos, tornando assim um aprendizado satisfatorio.

Segundo BATANERO e outros ( 1997) ja afirmavam que o fato dos alunos ndo
conseguirem identificar o tipo de operacgdo a ser utilizada na resolugdo de problemas é
grande dificuldade enfrentada pelos mesmos. Outro fator ndo menos preocupante ainda
segundo BATANERO e outros, é a confusdo causada quanto a ordem na formacao dos
agrupamentos, pois os alunos apresentam pouco conhecimento de sequéncias e subconjuntos.

Por isso, insistimos no estimulo do ensino da Andlise Combinatéria nas séries iniciais da
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educacio basica, o que leva os alunos a terem um rendimento muito maior nas séries

posteriores e no ensino médio.

1.2 Metodologia

A pesquisa faz primeiramente uma abordagem histérica da Andlise combinatoria,
seu surgimento, sua importincia, e também como a mesma é apresentada como assunto
trabalhado em sala de aula. Além da fundamentacio tedrica, como alguns conceitos
bésicos, faremos uma abordagem reflexiva sobre o ensino deste contetido.

Visando a coleta de informacdes e experiéncias que norteariio e fortalecerio a
nossa pesquisa, desenvolvernos algumas atividades que consistem na resolugao de problemas
semn o uso de formulas, que nos levou a importantes observacoes, dentre elas, a importancia
dos trabalhos em grupos, as interacoes multiplas, as diferentes percepgoes dos alunos
para resolverem o mesmo problema, os conflitos multiplos, o alto nivel de concentracio, a
importancia do ludico, a teoria ou pedagogia do erro. Com as observacoes feitas, sugerimos
uma proposta para o ensino da Analise Combinatéria na ensino fundamental.

As atividades desenvolvidas e observadas, foram realizadas com 54 alunos do
7% ano, com a faixa etaria de 12 a 14 anos, da Unidade de Educacéao Bésica Tancredo
Neves.

Para nossa reflexdo especifica para o ensino da Analise Combinatéria no ensino
médio, também apontamos alguﬁs fatores que contribuem de forma negativa no processo
de ensino e aprendizagem. Fatores como o livro didético, a contextualizacdo dos livros
didéticos, a formacao do professor de matemética nas universidades, a matemética acadé-
mica versus a matemdtica para a Educacio Basica.

Para maior sustentacio e reflexio sobre as lacunas apresentadas pelos professores
quanto ao ensino da Andlise Combinatdria no Ensino Médio, fizemos uma pesquisa sobre
a formacdo do professor na Universidade para o ensino do contetido. Na pesquisa foram
entrevistados 19 professores atuantes nas redes piblicas e privadas de ensino. Com os
resultados fizemos algumas inferéncias e reflexdes que nos permitiram constatar uma

discrepancia entre o ensino académico e o da Educacio Biésica.
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2 UM POUCO DE HISTORIA

Neste segundo capitulo, iremos abordar um pouco da histéria da Anélise
Combinatoria, mostrando o desenvolvimento da mesma ao longo dos séculos.

Desde tempos bem antigos, o homem sempre buscou solugoes para determinadas
situacoes dentro da matematica, uma delas foi o desenvolvimento de bindmios da forma
(1+ 2)™. Em meados de 300 a.C j4 existiam nos estudos de Euclides solucio para n = 2.
Em torno de 1300 o nosso conhecido trifngulo de Pascal.era conhecido como Chu Shih-
Chieh, na China.Um pouco adiante (1114 — 1185) o matemadtico hindu Béskhara,ji sabia
calcular o ntimero de arranjos,combinacoes e permutagoes de n elementos. Os trabalhos
desenvolvidos na tentativa de solucionar problemas de bindémios continuaram evoluindo,
em aproximadamente ( 1288 — 1344) o matemético e filésofo francés Levi bem Gerson,
dedicou-se a demonstrar o 5° postulado de Euclides. Em torno de 1500, o matemético
Michel Stifel, mostrou como calcular (14 )" utilizando o desenvolvimento de (1 + z)™ 1.

O tridngulo de Pascal teve seu surgimento no ocidente num titulo de um livro
de Petrus Apianus por volta de 1495 a 1552. Logo depois, Nicolo Fontana Tartaglia
(1499 — 1559) descobriu a relacdo que existe entre os elementos do tridngulo de Pascal
com as poténcias dg desenvolvimento de (z + »)". Que 56 foi publicado mais tarde por
Pascal ( 1623 - 1662 ) em um tratado que mostrava como utilizar essa relagdo para
encontrar os coeficientes do de;c;envnh-*imento de (@ + b)". Posteriormente, o matematico
Jaime Bernoulli, em meados de 1651 a 1705, usou os estudos e conclusoes de Pascal para
demonstrar que (z +y)" =37, ( T) Sl

O tempo se passava e a busca para se chegar a resolucio do binémio da forma
(14+x)" continuava sendo feito por meio do cdleulo de (1+2)""t. Foi af que Isaac Newton
{ 1646 — 1727) mostrou como calcular diretamente {1+ x)™.

No 1ltimo século, a Anélise Combinatéria tem tido um crescimento que merece
destaque no ramo da matematica. Com a grande necessidade na resolucio de problemas de
enumeragao, tais como teoria dos grafos, e andlise de algoritmos ( problemas de pesquisa

operacional, armazenamento de informacgoes em bancos de dados nos computadores,
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também larga aplicagio em problemas de matematica pura).

Em 1937 uma importante técnica de enumeragao foi introduzida pelo matema-
tico hungaro-americano (George Pdlia, que nos dias atuais tem uma vasta aplicagdo e
aceitacdo, a técnica permite a enumeragio do niimero de isémeros de uma substéncia,
até a enumeracio de grafos, principalmente arvores. Uma importante aplicacio da teoria
de Polia ¢ a determinacao do mimeros de tetraedros regulares diferentes que apresentam
faces pintadas com duas cores diferentes.

QOutra notavel contribuicdo no desenvolvimento da Combinatéria, foi a teoria
criada pelo 16gico inglés F. P. Ramsey (190371930); essa teoria garante a existéncia de
certas configuragoes. Vejamos um dos exemplos da teoria de Ramsey: Se tivermos num
plano n pontos, sendo que n > 6, no qual ndo existam trés destes pontos colineares, entao
a reunido destes pontos tomados dois a dois, usando duas cores diferentes, por exemplo
azul e verde, para tragar os segmentos de reta que unem os pontos, entao teremos formados
assim um tridngulo que terdo os lados de mesma cor. ( azul ou verde).

O breve comentario que traz um pouco da historia da Andalise Combinatoéria,
e vem reforcar a importancia que a mesma teve para a sociedade passada, e como ela
se manifesta nos dias atuais. Atualmente a Analise serve de estrutura base par;—}, varios
seguimentos da matemadtica, tais como: probabilidades, teoria dos nimeros, topologia,
etc. Portanto, este trabalho é de fundamental importincia para uma reflexfio de como a
Anélise Combinatoria vem sendo lecionada dentro das escolas de educagio béasica e como
deve ser trabalhado o desenvolvimento do contetdo.

No capitulo a seguir veremos de forma resumida algumas importantes técnicas
de contagens, que por sua vez serdo apresentadas formulas bastante usadas na resolucéo
de problemas. O presente trabalho nio estd defendendo a exclusdo das formulas, pois
compreendo que elas sdo recursos poderosos na para a solugéo de problemas que apresentam

um conjunto grande de elementos, por isso, ressaltamos neste capitulo a sua importéncia.
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3 RESUMO TEORICO

A principio pode parecer desnecessaria a existéncia destes métodos. Isto de
fato é verdade, quando o conjunto analisado é pequeno, podendo assim ser contado.
Entretanto, se estivermos trabalhando com um conjunto no qual apresenta uma quantidade
muito grande de elementos, impossivel de ser contado, precisaremos recorrer a algumas
técnicas especiais que nos auxiliardo. Mostraremos a seguir algumas técnicas importantes

quando trabalhamos com um conjunto grande de elementos.

3.1 Principio Fundamental da Contagem

Esse principio ¢ composto de duas partes brevemente diferentes. Antes da

demonstragio, veremos dois importantes teoremas auxiliares. (lemas).
Lema 1

Sejam A = {a1, a9, ...,ar} € B = {by,by,...,b,}. O niimero de pares ordenados

que podemos formar serd k.w pares ordenados {a;, b;} onde a; € A e b; € B.

Demonstragdo: Deixando fixo o primeiro elemento do par e variando segundo.

(@1,b1), (@1, b2), ..., (a1, by) — k pares
(ag,b1), (@2, b2), ...s (ag, by) —+ k pares

(ag, b)), (ak, ba), ..., (ag, by) — k pares

wHwtwtw+w+-otw

O niimero total de pares ordenados é
k vezes
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Lema 2

O numero de pares ordenados (a;, a;) tais que a; € A = {a1,a9,...,ak} , a; €

A={ay,a,...,ar}) e a; #a; é k.(k-1)

Demonstragdo: Deixando fixo o primeiro elemento do par e variando o
segundo:

s

(av, a), (a1, 8s), ., (a1, a) = (k-1) pares

(a2, a1), (a2, as), ..., (as, ar) — (k-1) pares

\(ak,al), (ag,as), ..., (ak, ax 1) = (k-1) pares

O nimero total de pares ordenados:

(k1) + (k-1)+ (k1) --- + (k-1)

k vezes

3.1.1 O Principio Fundamental da Contagem - (PARTE A)

Consideremos r conjuntos: A = {a,as,...,an, } ¢ B = {b1,b2,....,0n,} , Z =
{#1,22,..., 2, }. Entélo, o nlimero de sequéncias de r elementos do tipo (a;, b;, ..., z,), onde

dy 2 A, by B Bty € B Eng 05005 .

Demonstragdo-( Usando o principio de Indugio matemdtica)

Se r = 2 é imediato, pois caimos no lema 1 ja citado.
Suponhamos que férmula seja valida para o inteiro r elementos (a4, by, ..., wy),

mostraremos que também ¢ valida para (r 4+ 1) elementos. Por hipdtese de indugéo,
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existem mny.n4.n3...n, sequéncias e N(n41) elementos pertencentes ao conjunto Z.

Cada sequéncia a;, by, ..., wy, 2, é resultado de uma outra sequéncia a;, Bisizeny W
e um elemento 2, € Z.

Portanto, pelo lema 1, a quantidade de sequéncias do tipo a;, by, ..., Wk, 2, é

(?’Ll o.My, .717-) A(p41) = MN.TE2. N3 .’TL,..'TL(T+1) .

Segue entao que o teorema ¢ validoVr e Ner > 2

3.1.2 O Principio Fundamental da Contagem - (PARTE B)
Vejamos o conjunto A de m elementos, sendo m > 2. Teremos que o nimero

de sequéncias com 7 elementos organizados com os elementos diferentes tomados dois a

dois do conjunto A é:

m. (m-1).(m-2)-- .[(m— (r — 1)1

r fatores
ouseja, se A = {ay,ay, ..., am} a quantidade de sequéncias do tipo (a;, a, ay, ..., ag)
a;, e AViel,2,3,...m
com
a; # p para i# p

D~

m.(m-1).(m-2) - [(m— (r = 1)

r fatores

3.2 Arranjos

Seja um conjunto P com m elementos, ou seja, P = {ay, ag, ..., @, }. Chamamos

arranjos dos m elementos todos j a j (1< a < m) a toda sequéncia de j elementos formada
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com elementos de P todos distintos.

Formula do Numero de Arranjos

Seja P = {ai,ay,...,a,} e indiquemos por A,.; a quantidade de arranjos que
podemos formar com os elementos do conjunto P organizados j a j.

Cada conjunto é uma sequéncia de elementos, nos quais sio todos diferentes entre
sl e pertencem ao conjunto .

Pelo Principio Fundamental da Contagem {parteB} o niumero de arranjos A,,;
sera; '

A, =m(m-1).(m-2) - [(m—{(r—1)]

-

r fatores
Em particular, se j = 1, é ficil perceber que A, ; =m

Notemos ainda que de acordo com a definigdo que demos de arranjo, temos necessaria-

mente que 1 < 7 < m.
3.3 Permutacoes

Consideremos o conjunto M = {ay, as, ..., 4 }. Chamamos de Permutacio de

todos os m elementos do conjunto M ao arranjo em que m = j.
Férmula do Niimero de Permutagoes

Seja M o conjunto M = {ay, as, ..., a,,} e indiquemos por I, todas as permuta-
coes dos m elementos de M.

Temos:

Py = Avim, logo:

Pn=m.(m—1).(m—2)....[m— (m—r)]

B, = = Lo~ )...3.2.1

Em particular se m=1 é facil perceber que P, = 1
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3.4 Combinacoes

Seja M = {a1, ag, ..., ay} e indiquemos por C,, o niimero de combinaces dos
m elementos tomados r a r.

Tomemos uma combinagdo, digamos esta:

Ey ={a1,as,...,a,}. Se permutarmos os elementos de Ey, obteremos outros r!
arranjos.

Se tomarmos outra combinacdo, Ey = {a1,as,...,0r, a,41} , permutando os
elementos de F, obteremos outros r! arranjos.

Chamamos de x o nimero de combinagGes, isto é, x = (7, ,, e suponhamos
formadas todas as combinagoes dos m elementos tomadosrar. Sdoelas: Ey, By, B, ..., I2,.

Cada Combinacdo de F; dé origem a r! arranjos. Chamamos de F; o conjunto
dos arranjos gerados pelos elementos de E;.

Temos entao a seguinte correspondéncia:

By = F

E2 g F2

By Py

Verifique que:

i) HUFUF3U...UF, = F onde I é de o ntimero de arranjos dos m elementos
M tomados r a r.

Temos:
e Se F; N F;=@ , para i # j , entdo existiria um arranjo que pertenceria a F; e F;
simultaneamente.

Tomando os elementos desse arranjo obterfamos que coincidiria com E; e E; e
portanto £; = E;. Isto é absurdo, pois quando construimos todas as combinacoes, '
E;# E, ,para i # j.
Logo F; N F; =@
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e Para provarmos que F; U Fy, U F3 U ... U F, = F, provemos que:
FlUFQUFg;U...UFi CF
| UFQUJ_P;UUFT

a) Seja a um arranjo tal que a € Fy UF, UF3U ... UF,, entdo a € F; , para i # j para
algum i € {1,2,3,...,x} e evidentemente a € F, logo: F, UFRRUF,U...UF,CF

b) Tomemos agora a um arranjo tal que ¢ € F. Se tomarmos os elementos desse arranjo a
obteremos uma das combinagdes, digamos E;. Contudo, E; gera o conjunto dos arranjos

F;, entdo a € Fj e, portanto, a € FiUF, UF;U ... UF,
Entéo:

FCRUFRUFU.. UF,

De (a) ¢ (b) resulta que:

FURUFRU. . UF =F

Sabemos também que se X conjuntos sdo distintos dois a dois, o niimero de elementos de

unido deles é a soma do numero de elementos de cada um.
Isto é:

H#(FLUFRUFU. UF,) = #F, + #F + ...+ $#F, = #F

el frl 4l = B X pl=

(m—r)! {m—r)!

Logo:

m!
A e
rl.(m —r)!

Como X indica Cl, ,, temos a féormula do niimero de Combinagoes:

m!
Cmp = ——
T (mo— 1)

Ressaltamos também que a Andlise Combinatdria nao estd restrita apenas com
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a contagem de elementos de conjuntos. Existem muitos casos que o que se deseja é
determinar a existéncia ou ndo de conjuntos satisfazendo a certas propriedades. Gostaria,
de apresentar sem muita profundidade uma ferramenta simples, porém muito importante

para resolver alguns desses problemas, é o chamado Principio das gavetas de Dirichlet.

3.5 O principio de Dirichlet

Se n objetos forem colocados em no maximo, (n — 1) gavetas entdo pelo menos

uma delas contera pelo menos dois objetos.

Prova: ( por absurdo) se cada uma das gavetas contiver, no maximo, um objeto,

o niimero total de objetos nelas colocados serd, no miximo, (n — 1), o que é contradigio.

Exemplo: Dado um conjunto de 13 pessoas, pelo menos duas delas aniversariam

no mesmo més.

No préoximo capitulo, daremos inicio a uma abordagem muito mais pedagdgica, pois
falaremos do ensino da Anélise Combinatéria dentro da Educacdo Bésica, e tamlbém, de
como a mesma pode ser lecionada de forma relevante dentro do Ensino Fundamental,
levando-nos a quebra de tabus e paradigmas, da ndo obrigatoriedade de férmulas e

exercicios estabelecidos sem nenhuma intencdo didatica.
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4 A ANALISE COMBINATORIA NO ENSINO
FUNDAMENTAL

A Lei de Diretrizes e Bases da Educac¢io Nacional explicita que o ensino
fundamental tem por finalidade desenvolver a formacao basica do cidadfo e de um modo
mais diretivo objetiva o desenvolvimento da capacidade de aprender, tendo como fundamen-
tos bésicos, o dominio integral da leitura, da escrita e do cdleulo. (BRASIL,1996).
Tendo como base a finalidade descrita, e da grande importincia do ensino da Anélise
Combinatéria, fica evidente que precisamos de forma intencional levar este contetido para

dentro das salas de aula do Ensino Fundamental.

As habilidades para manipular e fazer anilise em um grande niimero de dados,
assim como realizar inferéncia a partir de uma amostra de uma populagio,
utilizar o conhecimento da Anilise Combinatéria e a ideia de probabilidade e
fenémenos naturais e do dia-dia, sio aplicagbes da matemdtica em questdes
do mundo atual que tiveram um crescimento muito grande e se tornaram
muito complexos. Tais conhecimentos como técnicas de contagem, raciocinios
estatisticos e probabilisticos sdo, sem dilvida, instrumentos essenciais tanto das
ciéncias da Natureza quantos das ciéncias Humanas, (BRASIL, 1998,p.257)

Quando pensamos sobre o ensino da Analise Combinatdria, os professores tém
uma tendéncia muito grande em canalizarem o contetido para o uso de féormulas que
muitas das vezes ndo levam os aluglos a construirem seus préprios conceitos e formulagoes.
Propomos que o ensino desse contetido (Andlise Combinatéria) no Ensino Fundamental
dispense o uso de sistematizagio pré-elaboradas (férmulas). Refor¢amos principalmente
a independéncia dos alunos na forma de organizar suas ideias para resolverem as diversas
situacdes —problema sobre o contetdo.

Em muitas das suas pesquisas ( BATENERO, 1997; ESTEVES, 2001; ROA E
NAVARRO), 2001) ressaltam que o avanco do ensino da Analise Combinatoria especificamen-
te no ensino fundamental, precisa levar o alunato a usufruir das construcgtes de diversos
agrupamentos, sem que ele recorra a sistematizagdo do estudo. A grande vahtagem

nesta abordagem ¢ que em ensino posteriores , o aluno terd maior e melhor compreensao

dos problemas propostos, em contrapartida os alunos que apresentarao maior dificuldade
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serdo aqueles que néo tiveram o ensino deste contetido no Ensino Fundamental. Qutro
ponto muito importante quando ensinamos Analise Combinatéria no Ensino Fundamental,
é proporcionar discussdes onde os alunos possam expressar suas ideias, apresentarem
propostas, ter liberdade para errarem e aprenderem com seus préprios erros, discordarem
da ideia do colega e até do préprio professor se preciso.

Segundo BATANERO (1997) a grande parte dos alunos ao se depararem com
problemas de Anélise Combinatdria, apresentam dificuldades sobre o tipo de elementos
que se combinam, porém conseguem identificar, organizar, compreender a ordem e o
enunciado do problema. Outro aspecto importantissimo quanto ao ensino da Andlise
Combinatoéria no Ensino Fundamental é a dindmica de sala de aula. O incentivo das
atividades em equipes proporciona para os alunos uma melhor assimilacdo do contetido.
A troca de experifncias, os questionamentos e discordincias, as estratégias construidas
coletivamente, tudo isso proporciona para o todo uma melhor compreensio dos prohlemaé
que envolvem Anélise. Gostarfamos também de destacar o valor das atividades individuais,
pois as mesmas levam o aluno a desenvolver habilidades individuais que trario seguranca
e proporcionarao uma melhor avaliacao dos professores.

Para ESTEVES (2001), a valorizaciio da criatividade quanto aos diferentes
tipos de representacoes de se resolver um problema, é muito importante, pois elas facilitam
a visualizacdo e a construgdo de ideias para se chegar a formalizagio. Segundo Vergnaud
(1990}, aquilo que o alugo constréi por meio de representacoes, nada mais é do que
um reflexo daquilo que o cerca no cotidiano (realidade). Nesse sentido, ensinar Anilise
Combinatéria no Ensino Fundamental, é aproximar os alunos da sua realidade, é trabalhar
com materiais, situa¢des-problema que os levem a compreensio do contetido, além de
despertar neles um maior interesse.

Nao é de hoje que sabemos que o a boa relagdo entre professor e aluno é
fundamental para um melhor aprendizado. Portanto, esse fator serve para que o aluno
nao apenas memorize férmulas, mas construa através de atividades lidicas, prazerosos,
atividades que tenham sentido para eles, e isso s0 serd possivel, quando os mesmos tiverem
vinculos de confianca com o professor mediador. Este por sua vez tem o papel de facilitar,

ajudar o aluno nos seus variados tipos de representacoes.
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ROA E NAVARRO - PELAYO (2001) mais uma vez ressaltam que a Anélise
Combinatoria é um grande terreno para ser trabalhado e explorado, ressalta as diversas’
aplica¢oes em variadas dreas. Os mesmos autores também analisam os principais métodos
e estratégias adotadas pelas criangas para resolver problemas. Algumas merecem atencio:
O desenvolvimento por tentativa; formulacio de todas as combinacdes, a fivacdo de um

elemento fazendo os demais variarem, podendo ser completo ou incompleto.

4.1 Proposta para o Ensino da Analise Combinatéria no Ensino

Fundamental.

Como ja foi comentado neste trabalho, a proposta de ensinar Analise Combina-
toria no Ensino Fundamental, é que a mesma pode ser ensinada sem o uso de formulas,
através de situactes que possibilitem aos alunos o desenvolvimento do pensamento légico e
critico a partir de suas proprias construgoes. Apresentaremos a seguir uma proposta com
alguns fatores nos quais julgamos importantes para um melhor ensino e aprendizagem da

Analise Combinatéria. Vejamos:

4.1.1 A introducido da Atividade que sera desenvolvida
€
E muito importante pontuarmos que, o sucesso de qualquer atividade dentro
da sala de aula depende da pﬁrticipagﬁo voluntaria do aluno, é preciso que ele queira
participar, por isso, é papel do professor explicitar de maneira clara a atividade que serd
desenvolvida, o papel do aluno no desenvolvimento da atividade, a liberdade que os alunos
terdo de exporem suas ideias, de expressarem suas construgdes de forma que os mesmos

se sintam sujeitos ativos na resolugio de problemas.

25



4.1.2 Garantir aos Alunos o direito de ERRAR

Outro fator relevante é garantir para o aluno a possibilidade que tem de
cometer erros, e a partir de seus proprios erros chegar ao acerto. Isto trard seguranca
para eles, pois néo se sentirdo pressionados e muito menos “coagidos” para realizarem um
trabalho que “valerd sua nota”.

Fazendo um paralelo entre como os erros sdo encarados em paises como o
Japédo, que é coletivistas, isto é, a valorizacdo do coletivo, da figura daquele que é
mais velho é muito ressaltada. Nesta Gtica os erros sio muito mais bem trabalhados e
explorados. Eles sio usados para manter a confianca dos alunos, as relacées interpessoais
e a harmonia entre professor e aluno. Isso permite a repeticdo consciente, que levard ao
acerto desejado.

Continuando com o paralelo entre Brasil e Japao, este tiltimo enfatiza primaria;
mente um estudo matemético pautado numericamente, eles trabalham diversas formas
de trabalhar a adicdo, a subtracio, a multiplicagdo e a divisdo. Apresentam métodos
préprios, que tiram os alunos do campo da decoragio algébrica (muito valorizado no

Brasil), e o levam para a pratica numérica.

4.1.3 Uma boa escolha das questdes a serem trabalhadas
&

Outro fator muito importante sdo as questdes que estio sendo trabalhadas.
Elas precisam ser atrativas, interessantes, que sejam capazes de fazer com que os alunos
se sintam desafiados e devem objetivar o desenvolvimento do raciocinio combinatério.
Quanto ao contexto das questdes, elas precisam se aproximar o mais perto possivel do

cotidiano do aluno, da sua realidade.
4.2 Atividades Desenvolvidas

Como nossa proposta para o ensino da Andlise Combinatéria no Ensino Funda-

mental, seja sem o uso de férmulas, foram aplicadas algumas atividades que tém como
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objetivo a verificacdo do nivel de criatividade, desenvoltura e conhecimentos prévios. As
atividades foram desenvolvidas sem nenhuma abordagem formal do contetido, ou seja, os
alunos nunca tiveram contato com a Andlise Combinatdéria, o que torna mais consistente
a nossa proposta quanto a relevincia do contetido nas séries do Ensino Fundamental.
As atividades foram realizadas em pequenos grupos com alunos de duas turmas do
7% ano. Ao todo, participaram das atividades 54 alunos nas faixa etéria de 12 a 14
anos. No desenvolvimento da tarefas, tivemos a oportunidade de pontuarmos alguns
comportamentos que para nos tem salutar relevancia pedagogica.

Ressaltamos, que com o trabalho aplicado, tivemos diversas respostas, contudo
0 que nos motivou na escolha dos que serao expostos, foi pela linha de pensamento
diferenciado, pois nas solugbes da primeira questé.o,Aos alunos tiveram o raciocinio de
fixarem uma cor e fazerem as trocas com as demais cores, o que para as técnicas de
contagem, nada mais é do que uma permutacdo, porém para noés, é um enorme reforco
de que o conhecimento que o aluno traz do seu dia-dia, torna-se uma ferramenta muito

importante para resolver um problema.
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4.2.1 Materiais utilizados nas Atividades:

folhas de papel a4 brancas

folhas de papel a4 coloridas

e cola

®

tesouras

lapis de cor

® Tégua

fita adesiva

Atividade 1:

Para a realizac@o de um trabalho de artes, a professora disponibilizou 4 folhas com cores
diferentes para cada equipe. Na explicacio do trabalho, pediv que fosse feito um painel
retangular de pequenos recortes das folhas coloridas, ¢ que todas as filas horizontais do
painel fossem compostas por estes recortes, sem que a mesma formagdo (fila) se repetisse.

Quantas filas diferentes contém esse painel?
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Solucdo 1

Figura 1: Uma solugdo para a Atividade 1

Fonte: Pereira (2019)
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Solucgio 2:

Figura 2 : Uma solugdo para a atividade 1
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Fonte: Pereira (2019)
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Atividade 2:

Para wm passeio promovido pela escola “Mundo Encantado”, A aluna Bruna dispée
em sua gaveta de duas calcas jeans, uma preta e outra azul. Também dispoe de quatro
blusas diferentes: uma rosa, uma amarela, uma vermelha e wma verde. Bruna precisa
estar vestida com uma calea e uma blusa. Determine gquantas possibilidades de se vestir
ela dispoe.

Solugdo 1

Figura 3: Uma solugiio para a Atividade 2

3 i
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Profisms 10 P2ra um paused promovedo D ezl Mo Lacondedo™, A shuns
Srwm fiple om 03 pavels 4R L3y IS NG UM DIOTZ 8 Oulra azu Tambem
depdn de quatro blusas dferantes uma roze wma amsrels, L2 venmEa @ wha
varde Brsro procss estar vestids tom Wi caks # wna bhee Lamrres guantas
bovabeidadot de s@ vestis cadinde

Fonte: Pereira (2019)
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Solucao 2

Figura 4: Uma solucdo para a Atividade 2
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Fonte: Pereira (2019)
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Com a ‘aplic‘agé'.o destas atividades, percebemos o quanto a percepcio e a
criatividade do aluno precisa ser agugada, precisa ser desafiada. A grande vantagem
de aplicarmos tarefas voltadas para esse propdsito é que na condicao de educadores, nés
também aprendemos. Vejamos algumas observages importantes que foram feitas com a

aplicacdo das atividades:

4.2.2 A importéncia do trabalho em Grupos

No trabalho desenvolvido dentro da sala de aula por qualquer professor de
matematica, ndo é dificil encontrar aqueles alunos que por excesso de timidez, demostram
inseguranca e bloqueios na hora de exporem suas diavidas, fazendo com esses mesmos
alunos ndo desenvolvam suas intrinsecas potencialidades cognitivas. No decorrer das
atividades, percebemos que alunos que sempre apresentaram um comportamento timido
e contido durante as aulas, se tornaram muito participativos nos grupos, opinaram,
discutiram, se levantavain pra perguntar sobre o seu raciocinio, sorriram, aprenderam sem
medo. O fator primordial da importéncia do trabalho em grupos, é que eles proporcionam
uma elevacdo da autoestima do aluno, pois agora ele se sente importante interagindo com
outros alunos, ajudando na descoberta de um objetivo (no nosso casso, encontrar solucdes
para os problemas de Andlisc Combinatiria).

Epistemologicamente concebemos a Educacdo como um processo social, e isto
nos leva a compreensio de que a interacdo dos alunos nos grupos, é indispensével no seu
desenvolvimento. Vygotski (1997) chamou de Zona de Desenvolvimento proximal, isto é,
aquilo que o aluno ainda ndo desenvolveu de forma propria ou ndo sdo manifestadas de
forma consciente. Logo, compreendemos que é por intermédio de coletivo que o aluno

desenvolvera suas agGes cognitivas ainda ndo conscientes.
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Figura 5: Alunos desenvolvendo atividades em grupo

Fonte: Pereira (2019)

4.2.3 Interacgoes Miiltiplas

As multiplas interagoes no processo de ensino e aprendizagem, se dio na relacio
entre todas as partes protagonizadoras do processo, ou seja, estao envolvidos ndo somente -
os alunos, mas também os professores. A dialética em sala de aula acontece por meio
de dois canais, por uma lado és alunos que de alguma forma precisam da aquisi¢do do
conhecimento, e por outro professor com o conhecimento a ser compartilhado.

Com as atividades propostas, observamos que a detencéo do conhecimento nao
se da apenas pelo professor, e também por parte dos alunos, que manifestam de forma
peculiar diferentes caracteristicas na hora de resolver problema.

A troca de experiéncias na resolugio de problemas de Anélise Combinatdria
foi observada pela interacdo verbal entre os alunos. Com as diversas manifestacoes de
criatividade apresentadas nas atividades, concluimos que as interac¢oes miiltiplas proporcio-
nam um melhor desenvolvimento das potencialidades cognitivas e metacognitivas dos

sujeitos envolvidos.
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Figura 6: Alunos desenvolvendo atividades em grupo

E 1 1
1  ——

Fonte: Pereira (2019)

4.2.4 Percepcoes diferentes para resolugio de um mesmo problema

Van de Walle (2001), define um problema como qualquer atividade ou tarefa
para o qual os estudantes ndo tém nenhum métodos ou regras pré-estabelecidas, e muito
menos uma Unica percepcdo para chegar a uma solucdo correta.

Tomando essa concepgiao como elemento basilar da nossa investigacao pedagdogi-
ca, com a aplicacio das atividades, tivemos a experiéncia de observarmos as diferentes
concepgoes metodolégicas na hora de resolverem a mesma questdao. Percebemos um
turbilhao de ideias diferentes que convergiam para um mesmo objetivo: de encontrar
a resposta correta. Como ji citamos neste trabalho, os alunos participantes das
atividades nfo tinham nenhum conhecimento prévio sobre Anilise combinatéria, nao
tinham férmulas ou qualquer outra informacdo que lhes servisse de argumento para o
desenvolvimento da tarefa, eles simplesmente puderam expressar suas diferentes percepgoes

sobre o que problema que lhes fora apresentado.
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As diferentes percepgoes na resolucio de um mesmo problema aconteceram
entre os componentes do mesmo grupo, entre grupos diferentes e houve casos que a
convergéncia se deu entre um membro de um grupo e outro grupo, ou seja, as ideias
deles nio foram as mesmas do seu grupo, mas as de outro grupo. Portanto, reiteramos
que a resolugdo de problemas de Andlise Combinatéria pode ser feita sem o uso técnicas,

ou formalizacio "fechada.”

Com o crescimento de novos modelos educacionais, em especial aquele que
concebe a aprendizagem do ponto de vista construtivista, e diante das limitagdes
dos problemas "fechados’, surgem as propostas de "problema aberto’ e de
*solugio-problema’. Fazendo com que o aluno ao se deparar com essas propostas,
realize tentativas, estabeleca hipGtese, faca testes e valide seus resultados.
(BRASIL,1997)

Tendo as diferentes percepcoes como uma caracteristica peculiar de cada aluno,
acreditamos ser positiva no ambito de resolucdo de problemas, a liberdade concedida ao

aluno, tendo em vista a plena expressiio dos pensamentos sobre sua logica de raciocinio.

.

Figura 7: Alunos desenvolvendo atividades em grupo

Fonte: Pereira (2019)
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4.2.5 Conflitos Miiltiplos

No desenvolvimento de qualquer atividade em grupo, onde é exigida a légica
matematica e criatividade individual de cada aluno, afirmamos que é inevitavel os conflitos
e as divergéncias quanto a formulagiio, a organizagio e expressao das ideias. Tivemos por
diversas vezes intervir nos conflitos que surgiram pela diferentes concepcoes manifestadas
pelos alunos.

Acreditamos que os conflitos tornam-se interessantes e relevantes ao que é
essencial para o desenvolvimento logico e interpretativo de cada aluno. Quando esses
conflitos evidenciados e interpretados pelo professor de forma negativa, sempre havers uma
intervencdo através da negacio, fuga ou violéncia, seja ela verbal, fisica ou psicolégica.
Rozemberg (2018).

Por outro lado, quando os conflitos sdo vistos de forma positiva, por mais
que cause incdmodos, eles possibilitam a abertura de portas para solidificacao das ideias,
o Tespeito mutuo, a cooperacdo, o didlogo e o ambiente de convivio. Rozemberg (2018).
Refdr¢amos que, todas estas possibilidades s6 serfio possiveis quando o professor os interpre-
ta (os conflitos) de forma positiva, que as use como uma alavanca de aprendizado e

crescimento mutuo.

4.2.6 Alto Nivel de Concentracao

Falar sobre concentracio por parte dos alunos, quando nos referimos a Educagéo
matematica, ndo é tarefa tao simples. O modelo adotado por grande parte dos educadores,
ainda consiste na mera explanagdo de contetidos no quadro, com poucos recursos que
proporcionem uma melhor dindmica de ensino.

Nas atividades propostas sobre a resolu¢io de problemas de Anélise combinatoria,
percebemos algo incomum nas aulas de matematica: Foi o Alto Nivel concentragao manifesta-
do por todos os alunos. Ao se deparar com a situagio de desafio, porém atraente, os alunos
se lancaram na missdo de resolverem a questdo, de chegarem a resposta correta.

Atividades bem elaboradas e criativas proporcionam um melhor aproveitamento
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das aulas. E quanto canalizamos essas atividades para ensinar Anélise Combinatéria, elas
tém o poder de quebrar o paradigma de que a Anélise Combinatéria trata de um contetido

abstrato.

Figura 8: Alunos concentrados nas atividades

Fonte: Pereira (2019)

4.2.7 A Importancia do Ludico

Néo é de se admirar que quando nos referimos ao ensino e aprendizagem da
matematica, estamos nos deparando com um enorme paradigma criado de forma bilateral.
Por parte dos alunos, os mesmos tém um grande receio pela disciplina, j& por parte
dos professores, é que néo conseguem “prender” a atencio dos alunos para suas aulas.
Em nossas atividades descritas, percebemos a grande importincia do ladico, de como os
alunos ficam livres diante de uma abordagem matemadtica, porém prazerosa, dindmica
e divertida. Queremos ressaltar aqui a importancia do lidico na Ensino da Analise

Combinatoria dentro das salas de aula, pois por mais que os alunos tenham tido pouco
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contato com o contetido abordado, que foi o caso das nossas atividades. Percebemos que
os mesmos{alunos) ji trazem do seu cotidiano um conjunto de conceitos e percepcdes que
lhes dao ampla possibilidades de expressarem-nas nas resolugoes de situacdes-problema.

Como ressalta DANTAS, RAIS, JUY (2012, p.8):

A crianca ja traz para o ambiente escolar algumas definicdes numeéricas estabelecidas
de forma singular, usadas no seu cotidiano, como por exemplo o ntimero da sua
casa, e lica ao encargo da escola incentivar a crianca possibilitando que ela
tome posse do sistema numérico de forma prazerosa e satisfatoria. ( DANTAS,
RAIS, JUY, 2012, p. 8).

O lidico no processo de ensino e aprendizagem é a forma de desenvolver o
conhecimento de forma criativa, utilizando-se de importantes recursos como os jogos, as
brincadeiras, a musica, a pintura, o desenho, e outras formas de arte. O objetivo é ensinar
por meio da diversio.

i

"Por meio de uma aula lidica, o aluno é estimulado a desenvolver sua criatividade
e ndo a produtividade, sendo sujeito do processo pedagbgico. Por meio da
brincadeira o aluno desperta o desejo do saber, a vontade de participar e a
alegria da conquista. Quando a crianga percebe que existe uma sistematizacio
na proposta de uma atividade dindmica e lidica, a brincadeira passa a ser
interessante e a concentraco do aluno fica maior, assimilando os conteddos
com mais facilidades e naturalidade" (KISHIMOTO, 1994).

O lidico também tem sua origem nos simbolos, pois a representacio das
imagens é uma poderosa ferramenta para a instrumentalizagio da crianga, objetivando a
construcao e também a reconstrugdo do conhecimento. Em nossas atividades desenvolvidas,
percebemos a aemonstrag‘cio por parte dos alunos do prazer em aprender, a satisfacdo em
construir algo palpavel, na vontade de enfrentar seus proprios desafios de forma livre,
sem precisarem sentirem-se pressionados. Portanto, reiteramos neste trabalho que as
atividades Iudicas produzem conhecimentos de forma prazerosa e harmoniosa. Por isso,
o ensino da Analise Combinatéria no Ensino Fundamental pode e deve ser exercido neste
contexto. O que torna natural, sensivel e prazeroso o ensino da matemdtica, diz (BRITO

2001, p.43). Segundo Borin ( 1996)

39



A introdugio de jogos (O lidico) na educacio matemitica tem outra grande
importancia, que é amenizar os blogueios que muitos alunos apresentam por
temerem a matematica, deixando-os assim incapacitados para aprendé-la. Dentro
do lidico, onde o comportamento passivo é inexistente e a motivacio é grande,
notamos que os alunos se adaptam & linguagem matematica ¢ apresentam
desempenho e atitudes bem mais positivas diante dos processos da aprendizagem.
(BORIN, 1996,p.9)

O certo é que trazer o lidico para dentro das aulas de matemética, infelizmente
ainda é um notavel entrave para muitos educadores. Muitos demonstram uma exacerbada
preocupac¢ao em cumprir com uma grade curricular. Vale ressaltar que consideramos o
cumprimento da grade curricular muito importante , na qual acreditamos que a mesma
nao deve ser um entrave para o professor desenvolver suas aulas de forma liidica.

Nas atividades Percebemos também as criagbes préprias de estratégias para
resolverem as questdes, os desentendimentos que proporcionam interacdo, e algo muito
comum em todos os grupos: o direito de errar! Sim, antes das equipes chegarem ao
resultado desejado, todos erraram, tiveram que recomegar, reprogramar suas ideias, por

isso, estaremos falando a seguir sobre a teoria ou pedagogia do erro, com o objetivo de

ressaltar a importancia dos alunos serem orientados e aprenderem com seus erros.

Figura 9: Atividade Luidica

Fente: Pereira (2019)
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4.2.8 A TEORIA OU EDUCACAO BASEADA NO ERRO

Em uma sociedade onde o desenvolvimento tecnolégico é cada vez mais intenso,
superar limitagdes humanas é quase que tarefa obrigatéria para acompanhar esse desenvol-
vimento. Em contrapartida o nivel de exigéncia e perfeicio impostas pela sociedade, tem
levado as pessoas a admitirem que nédo existe erro, que ndo podemos errar, e que se
tais erros forem cometidos nio haverd possibilidades de serem corrigidos para se acertar.
Fortemente influenciadas por esse modelo, as ciéncias desenvolvem hoje um grande papel
na reproducao da rejeigdo contra o erro, e a escola por sua vez, é encarregada de formalizar
o processo de ensino-aprendizagem destas ciéncias, também tem se posicionado a favor
da educacio de que os erros ndo compden o processo.

O exposto acima traduz a forma de como tal preconceito se manifesta na
educagio. Segundo afirma Rui Trindade (2002}, a escola tem se dedicado a estabelecer
indagacbes (perguntas) que ja possuem resposta determinadas e inquestiondveis . Ela
aprendeu a conviver com a teoria de que o erro ndo pode e nio deve ser exposto,
que se camufla, algo inadmissivel. O lamentavel, é que essa concepgdo é fortemente
aceita por grande parte dos educadores. Essa realidade nos remete para as seguintes
perguntas: Como os professores de matematica trabalham diante dos erros cometidos por
seus alunos? Qual o seu procedimento diante de sucessivos erros na resolugao de uma
atividade? Como compreender a importancia de cometer erros no processo educacional
? E sobre essas perguntas que pretendemos refletir, pois é imprescindivel que errar e
acertar sejam elementos naturais do universo de construgoes e descobertas que o processo

de aprendizagem proporciona.
O erro tem algum valor para a educagao?

A pergunta feita, tem sido instrumento de calorosas discussoes sobre o valor do
erro no desenvolvimento das construcoes e descobertas durante o periodo de aprendizagem.
Para muitos profissionais da Educacio como professores, coordenadores e até a propria
escola, acreditam que os erros nio podem ser cometidos. Em contrapartida muitos tedricos

como CURY (2015), PINTO (2000) ,TEIXEIRA (2011).
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Hoje em nossas escolas, o erro é protagonista (como o VILAQ!) de um filme que
tem como enredo Avaliar a aprendizagem. Muitas das vezes é uma criacio dos professores
ao analisarem, em termos daquilo que é certo ou errado, o que acaba revelando a forte
influéncia de um ensino pautado em respostas pré-estabelecidas . Paulo freire (1985),
andando na contraméo de tal filosofia de ensino, ensina que a educacio precisa caminhar
numa direcao libertadora, capaz de modificar o conceito das respostas certas, para a

dire¢io que incentive os questionamentos sadios e que desenvolvam o interesse de aprender.

Um ensino pautado no questionamento sadio € a principal via para estimular
todo potencial que existe no ser humano de amedrontar-se, de responder ao
senl medo e solucionar seus reais problemas [...] portanto, caminhando nessa
direcéio, a educagao libertadora, precisa potencialmente desenvolvida, levada ao
risco extremo, como Wnica via de avanco do conhecimento, proporcionando de
forma verdadeira o aprendizado e o ensino. Considero fundamental a educagio
do risco, que converge com a pedagogia do erro (FREIRE, 1985, P.52)

A proposta de Paulo Freire é que haja mudanca de atitude do professor diante
do erro e comece a encard-lo como elemento de reflexdo dos saberes que nossos alunos
trazem consigo para situacoes de aprendizagem. Essa mudan. ca de postura, rompe com
08 conceitos e paradigmas que estdo fundamentados numa educacio na qual o certo esta,
ligado as resposta “fechadas”, ou seja, esté prevista e limitada pelo préprio educador. Esse
processo que trata as respostas diferentes do previsto como erradas ¢ chamado por Paulo
Freire de “burocratizacio mental”, e constitui um obsticulo para uma reflexfo interior
gobre os erros cometidos, e perdé—se a capacidade de criacio (FREIRE, 1985, p.53)

Dessa forma, os erros se tornam essenciais no desenvolvimento dos conceitos,
sao valiosos degraus para acertos futuros. Os erros revelam o que o aluno esta pensando,
e isto se torna para o professor um precioso instrumento para diagnosticar aonde ele pode

e deve interferir.

Se os alunos erram, é porque, provavelmente estdo usando seu préprio modo de
pensar. Levando em conta que o erro reflete aquilo que o aluno esté pensando,
a guncdo primordial do professor ndo se limita em simplesmente corrigir, mas
descobrir como o erro foi cometido (KAMII, 1991, p.64)
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Como o erro influencia na Aprendizagem?

Usando como referencial a teoria de Piaget (1978) para organizar a defini¢io
de aprendizagem a partir dos erros cometidos pelos alunos. Na perspectiva Piagetina,
a aprendizagem se dd pelos fatores hereditédrios, naturais e da interacio do ser humano
com a realidade fisica. Segundo o teérico, embora os fatores inerentes ao ser humano
influenciarem na sua aprendizagem, o estimulo e o contato sdo fatores essenciais no
desenvolvimento do saber.

Concebendo uma explanagio didatica, podemos afirmar que, quando o aluno
comete o erro, é possivel que o mesmo construa de forma perceptiva, motora ou conceitual
novos caminhos educacionais (assimilagio). Poderd também fazer modificacdes para
dar corpo ou forma ao conhecimento ou conceito desejado (acomodagdo). Os processos
descritos (assimilacio e acomodagiio) sfo essenciais para a superacdo diante do erro.
Quando os alunos cometem erros, eles podem ter consciéncia dos mesmos, ou ainda nio
ter nenhuma consciéncia dos erros cometidos.

Refletindo mais no valor benigno que os erros podem trazer, observamos que,
-se 0 aluno [...] errar, o mesmo tera uma inclinagio muito forte em refletir sobre o mesmo
(erro) e as formas que utiliza para corrigir [...]. Vale ressaltar que o erro pode levar os
alunos a modificarem suas estratégias, enriquecendo-os. O erro pode ser um elemento
valiosissimo de tomada de consciéncia (AQUINO,1997, p.36)

De acordo com Gaston Bachelard (2005), o erro ndo deve ser encarado como
um aspecto negativo na educacao escolar, ao contrario, representa uma possibilidade
para identificar lacunas de conhecimentos, permite ainda, uma retomada da acfio para a
identificacio do porqué errou, bem como, a reorganizagio/reconstrugao dos saberes, logo
“reduzir o erro a uma distracio da mente cansada significa considerar apenas o caso do
contador que enfileira ntmeros. O campo a explorar é bem mais amplo, quando se trata
do verdadeiro trabalho intelectual” (BACHELARD, 2005, p. 252).

O erro permite o questionamento, o desejo de refazer o caminho para verificar
em que momento o erro ocorreu, pode ajudar na elaborac¢iio de argumentos e de novas

£
solucoes. Conforme pontuam Munhoz e Martins (2015), ao destacar “[...] repistro das
G ) {-e-]
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condicoes de aprendizagem na hora em que o erro ocorreu pode ajudar a identificar se
ele foi decorrente da falta de conhecimentos prévios, de distracoes, de lapsos de meméria
ou por excesso de confianca”. E o questionamento que estimula a busca de solugdes, esta
por sua vez, estimula o espirito investigativo, que agucado pela curiosidade, permite que

o aluno extrapole os conhecimentos individuais de cada disciplina (BACHELARD, 2005).
Um pouco sobre Obsticulo Epistemolégico

Segundo Bachelard, as caracteristicas filoséficas do espirito cientifico, sfo mais
enxergadas naquelas ciéncias que trazem consigo um passado de grande objetividade e
possuem na sua constituicao um elevado grau de racionalidade. A matematica se enquadra
perfeitamente nesta visdo, por isso, fol uma das ciéncias nas quais Bachelard se propos
em descrever a formacgao do espirito cientifico.

A definicao de obstaculos epistemologico é justificado por Bachelard (1996,
p.17) ao afirmar que quando a busca pelas condicoes psicoldgicas do avanco da ciéncia é
evidenciada, logo chega-se & certeza de que é em termos de obstiaculos que o problema do
conhecimento cientifico deve ser colocado. "

Assim, o desenvolvimento construtivo da ciéncia, se dd primeiramente no
reconhecimento dos obstaculos e, posteriormente, na sua superacio. Concebendo da
teoria sobre os obstaculos epistemoldgicos deseritos, acreditamos que no ensino de Anslise
Combinatoria, todo esse processo defendido por Bachelard, ou seja, para o apogeu do

ensino se manifestar, os obstaculos precisarao ser reconhecidos e superados.

[...] Acho surpreendente que os professores de ciéncias, mais do que quaisquer
outros se possivel fosse, nio compreendam cue alguém ndo compreenda. Sdo
raros aqueles que se detiveram na psicologia do erro, da ignorincia e da irreflex@o.
(BACHELARD, 1996, p.19)

Os professores se enganam ao pensar que o despertar do aluno para novas
possibilidades de conhecimento se d4 apenas com uma aula, acreditam que um caminho
que foi construido sobre falhas, pode ser corrido apenas por repeticoes de ligbes e demonstragoes.

&
Bachelard (1996). Claro gue ndo ¢ assim, hd toda uma trilha que precisa ser percorrida,
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e dentro dessa trilha estd os conhecimentos empiricos ja consolidados no aluno. Portanto,
nao se trata mais de adquirir uma cultura experimental, mas sim de mudar de cultura
experimental, de derrubar os obstaculos cauterizados, através da pratica cotidiana.

Ao lecionar Anélise Combinatéria, o professor se depara com a forte tendéncia
de ser conduzido pelas impressdes primérias, superficiais, "seu estatuto de verdades' sobre
o certo e o errado no processo de ensino e aprendizagem. Todos estes conceitos formados,
na maioria das vezes funcionam como bloqueios que impedem o desenvolvimento e a
renovacao do conhecimento.

No contexto de ensino da Analise Combinatoria na educagio Bésica, concorda-
mos que o educador precisa romper com todos os esquemas mentais, as ideias intocdveis
inquestiondveis que residem na sua pratica docente, pois esses conhecimento "imutéveis"

sao obstaculos a aprendizagem bem-sucedida.



Erros sdo todos iguais?

Figura 10 : Tipos de etros cometidos pelos alunos na resolugio de uma atividade

Tipos de erros
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Falta de base conceitual
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pelo professor.

Fonte: Revista Construir, edigio 89

De acordo com VINOCUR. (1998, p.98), os alunos cometem erros por diferentes

motivos: excesso de distracdo, falta de base conceitual, dificuldades de interpretar e

construir.

A figura 10 nos mostra exatamente o anunciado acima, e também sugere como

o professor pode intervir nos diferentes tipos de erros cometidos pelos alunos. Com a
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aplicacao das atividades, tivemos a oportunidade de destacar aquele tipo de erro de menos
se manifestou, como também o que mais se manifestou.

Acreditamos que devido a dinamicidade das atividades e a quebra de paradigmas
quanto a forma de aplicagio, percebemos que o fator de erro menos cometido foi por falta
de concentraciio, de acordo com a figura 10, o excesso de distracio. Esse tipo de fator
quase nao se manifestou durante o desenvolvimento das atividades, ndo seria nenhum
exagero afirmarmos que o nivel de concentragio foi total. Notamos o quanto os alunos
estavam avidos para chegar ao resultado correto, e isso os levou para um excelente nivel
de concentragao.

Na extremidade oposta do fator de erro que menos se manifestou, temos aquele
que mais se manifestou, que foi a dificuldade em construir. Para nds, isto tem um valor
muito grande, pois foi por meio dessas dificuldades é que fizemos algumas leituras, dentre
elas, a capacidade de divergirem uns dos outros quanto 4 maneira de pensarem, ou seja,
a busca pela sua prépria logica. Fazendo com que essa busca se torne vital para o seu
desenvolvimento cognitivo.

No que concerne aos erros cometidos pelos alunos pela busca de sua prépria
logica, o professor pode e deve intervir ndo de forma repreensiva, mas dando um feedback
quanto a sua forma de raciocinar, o que néo é simplesmente corrigir, mas sim proporcionar
um didlogo com aluno que o leve perceber o erro cometido, e a forma de supera-lo, com

propde Spinillo (1995).

47



4.2.9 O erro na Educacdo Matematica

Ao avaliar qualquer atividade realizada em sala de aula, seja ela um trabalho,
uma prova, ou até mesmo uma tarefa lidica, o professor se depara com realidade de
apontar os erros cometidos pelos alunos, e passando pelos acertos como se estes nao
precisassem de investigacdo.[...] O certo é que os acertos dos alunos ndo evidenciam um
nivel satisfatorio de aprendizado, tampouco os acertos evidenciam categoricamente o que
o aluno néo sabe, [...] como afirma CURY(2008, p.13). Qualquer producdo, seja em
sala de aula pautada em algum modelo determinado, ou seja ela, que busque avaliar a
criatividade,percepgio, argumentacio, e outras manifestacoes cognitivas, precisa valorizar
o conhecimento que o aluno traz a partir da sua vivéncia extra classe, e isso se da de
maneira formal e informal.

Pacheco e Medeiros (2009), comentam que no processo de ensino e aprendizagem
da matematica, os erros sdo interpretados como fracassos que sio revertidos por meio
de correces que apontam os erros e indicam o que deve ser feito. O fato é que as
intervencoes feitas pelo professor diante dos erros cometidos pelos alunos, se resume na
mera substituicio da forma considerada inadequada pelo considerado adequado, certo,
satisfatorio. Refletindo sobre essa concepcao, podemos buscar respostas para perguntas
como: de que forma o erro foi cometido? Qual a causa para o erro ser cometido? Qual o
sentido do erro? De que forma o professor poderd orientar o aluno?

Diante das concepgoes pedagogicas a partir da teoria do erro, as nossas ativida-
des apresentadas neste trabalho sobre a resolucdo de exercicios de Analise combinatoria
no ensino fundamental, nos colocou muitas vezes na condi¢io de intervir diante dos erros
cometidos pelos alunos, porém nossa intervengao nao foi feita visando apenas o resultado
final, no resultado considerado certo, e sim nas etapas que os alunos terdo que desenvolver,
nas ideias que terdo que construir para se chegar ao produto final.

Néo estamos de forma alguma fazendo um incentivo exacerbado ao erro, s6
estamos trazendo para reflexio de que os erros muitas das fezes tratados como inaceitaveis,
podem ser revertidos e corrigidos de forma que eles se tornem em acertos, e o mais

importante, que o aluno aprenda com os mesmos.
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Raffaella Borasi, nas duas dltimas décadas do século XX, dedicou-se & producgao
de textos de extrema validade para aqueles que acreditam que os erros contribuem na
construcéo do conhecimento. Borasi graduou-se em Matemética na Itdlia, com doutorado
na State University of New York, em Buffalo.

Borasi (1996), considera que a andlise de erros na Educacio Matemética é
capaz de responder perguntas que desafiam o professor em sala de aula, perguntas como:
'O que aconteceria se aceitdssemos esse resultado? [ou] Este resultado pode ser
considerado correto em outra situacdo?' (p. 29), referindo-se a alguns resultados
apresentados pelos alunos.

Com o desenvolvimento das nossas atividades, também nos deparamos com
essa realidade, procura,meos de todas as formas dar sentido as respostas dos alunos diante
dos erros, como sugere Borasi (1996), que abandonemos a mera transmissio de contetidos,
e busquemos através de experiéncias praticas em sala de aula, o poder que os alunos tém
de argumentar, de raciocinar e expor suas ideias.

Borasi (1996) considera que, se existe uma pressio por parte do sistema escolar
sobre os alunos, os erros cometidos por eles sio interpretados como frustractes, porque
os levam a investirem tempo e esforcos para néo serem reprovados.

Tomando parte do mesmo pensamento de Borasi (1996), que sugere ambientes
de aprendizagem que propiciem o aproveitamento dos erros cometidos pelos alunos, em
nossas atividades proporcionamos aos alunos o direito de errar, como ja abordamos neste

trabalho.
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5 ANALISE COMBINATORIA: UMA
REFLEXAO PARA O ENSINO MEDIO

De inimeros objetivos que temos no ensino médio, o principal é proporcionar
nos cidaddos um carater critico e que atuem de maneira intensa na sociedade em que
estao inseridos. Neste sentido, o aluno precisa deixar a posi¢io de sujeito “passivo” e se
tornar junto com o professor, agente ativo do processo de ensino e aprendizagem.

No contexto descrito, a Andalise Combinatoria, sendo o ramo matematico que
desenvolve a contagem e organizacido dos elementos de um conjunto sem precisar lista-
los ( PESSOA ; BORBA, 2009), se torna um contetido relevante para o crescimento
analitico, investigativo, reflexivo, hipotético e argumentativo do aluno. Segundo Roa
e Navarro-Pelayo (2001), citado por Almeida (2010, p.18). O crescimento da Anélise
Combinatoria, forma a prineipal base cognitiva do racioeinio l6gico geral. O que nos leva
a plena conviccao de que é preciso refletirmos sobre o processo de ensino e aprendizagem
deste conteudo.

Contudo, o que percebemos, é que o conteiido de Andlise, quando abordado
nas salas de aulas do ensino médio, vem acompanhado de muitos desafios. Desafios
estes que acompanham os alunos desde o ensino fundamental, e que ja foram abordados
neste trabalho. Um deles esta relacionado com a coeréncia e coesao de seus anunciados.
Existem hoje numa mesma questdo a possibilidade de variadas formas de interpretacoes
interligadas pela ma formulacdo da mesma.

No ambiente escolar, este assunto é tratado por muitos professores de forma
abstrata. MENDONCA (2011, p.19) quando se refere ao ensino da Andlise Combinatéria,
diz:

“ (s professores descartam a apresentagio, a preparagio (abordagem do tema)
e direcionam o ensino para situactes com mera utilizacdo de férmulas, sem

levar em conta a construgdo de uma definigdo do problema expressado pelo
préprio aluno.”

Neste sentido, tudo que é desenvolvido pelo aluno, tais como defini¢oes, formulagoes



de ideias, propriedades, tudo é apresentada de forma automaética, com aplicacio de
exercicios caracteristicos dos livros didaticos.

O ensino da Analise Combinatéria, feito de forma atraente, com metodologia
diversificada, que desafia o aluno a ser sujeito ativo na construciao de novos conceitos,
realizacao de trabalhos em grupos, tudo isso proporciona um nivel de satisfagao melthor.
Produz um melhor desenvolvimento do raciocinio 16gico do aluno, sua percepcio e também
seu potencial de “improvisar”, ou seja, fugir dos limites estabelecidos pelos professores e
pelos livros didaticos. Além disso, estd ciente da importancia das aplicacdes de Anélise
nao s6 dentro da matematica, mas em virias outras areas do conhecimento, tais como:
Quimica, informatica, engenharia, e outras De acordo com os Parimetros Curriculares

sNacionais.

Este importante contetido (Andlise Combinatéria) possibilita o desenvolvimento
de intuneras capacidades relacionadas a contextualizagio social e cultural, como
a leitura da realidade existente no mundo social e a movimentagao de diferentes
areas do saber. Acrescenta muito também para o entendimento e a utilizagio
de representagbes graficas, interpretacio de parAmetros mateméticos e métodos
especificos de raciocinar em mateméatica (BRASIL, 2002,p.127)

Como exposto acima, pefcebemos que a quantidade de recursos possibilitados
pela Analise combinatdria sdo imensos, porém com este conjunto amplo de possibilidades,
ainda esbarramos em fatores que dificultam uma melhor compreensdo e exploragdo do

contetdo abordado. Destacaremos alguns destes fatores:

5.1 O livro didatico

Grande parte dos livros didaticos destinados ao ensino médio, apresenta apenas
técnicas para resolver exercicios que priorizam e levam somente a aplicacio de férmulas.
Diante dessa realidade, acreditamos ser importante uma breve e reflexiva explanacio sobre
o contetido de Analise Combinatdria apresentados nos livros didaticos. Quando falamos
de recursos utilizados no processo de ensino e aprendizagem, o livro didatico é um dos

principais, se destaca como um relevante componente do dia-dia das escolas, e é com base



neste relevante componente que o professor baseia sua prética, e na grande maioria das

vezes ¢ seu Unico instrumento de ensino. Segundo SABO (2007)

O estudo da Andlise Combinatdria coloca o aluno diante de um novo raciocinio,
a novos simbolos e significados. Contudo, esses novos simbolos sdo apresentados,
na maijoria das vezes, por expressdes algébricas, acompanhadas por uma série
de exercicios, que potencializam a técnica de repeticdo das mesmas(formulas).

(SABO, 2007, p. 52)

Infelizmente, quando fazemos uma andlise critica dos nossos livros didaticos,
percebemos que existe na sua proposta didatica uma caréncia de interesse em levar o
aluno a desenvolver uma pratica reflexiva. Na sua esséncia, o aluno é tendenciado a se
tornar 1?11'1 simples reprodutor das ideias, conceitos, definicdes, e dos exemplos que sdo

\

expostos no livro.

5.1.1 A Contextualizacio nos livros didaticos.

Quando falamos de contextos e contextualizacdo no ensino da matematica,
muitas das vezes é sinénimo de calorosas discussdes. E comum ouvirmos dos professores
expressoes como: “Esse assunto nao da para contextualizar; Se o livro ndo contextualiza,
eu também nao vou contextualizar; o aluno néo esta nem al pra contextualizacdo;...” .Em
fim, o certo é que este assunto estd presente nos ParAmetros Curriculares Nacionais (PCN)
(BRASIL, 1998 e 2010) e também nas Diretrizes Curriculares.

Neste trabalho trabalho, definimos contextualizagfo como uma ferramenta que
proporciona sentido ao que esta sendo lecionado { Andlise Combinatoria), é o que vitaliza,
que tira o aluno do campo conceitual e o traz para o campo da pratica e da imaginagéo,
proporcionando assim, o que podemos chamar de ensino e aprendizagem.

Portanto, a contextualizacdo é um fat(‘)r de suma importancia no processo,
e nfo deve e ndo pode se desassociar da pratica pedagogica do professor. Contudo,
percebemos que a importincia da contextualizacdo néo esta em consonancia com aquilo
que percebemos na maioria dos livros didaticos, pois 0s mesmos sio direcionados as salas

de aulas como se a realidade de todos os alunos fosse a mesma, ou seja, os livros didaticos



nao levam em conta as diferencas regionais, culturais, cognitivas e econdmicas que existem
neste universo chamado Brasil. Diante desta realidade, o que o professor em sala de aula
pode fazer?

Ao tentar responder esta pergunta, precisamos afirmar que o docente precisa
conhecer o seu publico, s6 assim tera condigdes de transformar a linguagem e sfmbolos
contidos no livro, para a realidade de seu piblico, possibilitando assim a decodificacio
destes simbolos e linguagens por parte dos alunos.

Quando o professor tem um conhecimento, nem que seja prévio da realidade
dos seus alunos, seja ela, cognitiva, regional, cultural e econdémica, ele consegue diversificar
aquilo ele estd ensinando de acordo com a realidade de seus alunos, ele passa a ter
uma reflexao ecritica daquilo que lhe é proposto nos livros diddticos, passa de mero

reprodutor para um facilitador do processo de ensino e aprendizagem. Como afirma

VASCONCELLOS (2008).

[...] contextualizar é apresentar para os alunos o sentido necessirio daquilo que
estamos ensinando, através da problematizagio, do resgate dos conhecimentos
prévios e as informagdes externas trazidas pelo aluno, proporcionando assim,
um ambiente que dard sentido ao contetido, ou seja, que o direcione i sua
compreensdo.(VASCONCELLOS, 2008, p.49)

0O educador critico dos contetidos que sdo expostos nos livros didaticos sempre
fara algumas perguntas antes-de expor a metodologia que o autor propoe, entre elas
estdo:Esta abordagem esta acessivel a realidade dos meus alunos? Os alunos
compreenderdo estes exemplos de exercicios, haja vista que os mesmos mal
conhecem os elementos contidos em tais exemplos? Em fim, o educador em relagio
ao livro didatico, sempre fara o papel de “filtrar” o conteido contido nele (o livro) e
apresentar de maneira que venha proporcionar o que chamamos de ensino e aprendizagem.

As politicas publicas que norteiam os curriculos escolares,e que estéo alicercadas
nas Leis de Diretrizes e Bases da Educagio Nacional (LDBEN) 9394/1996 ressaltam a

contextualizagdo como essencial no desenvolvimento pedagdgico e enfatizam que:



...] E no movimento de contextualizaciio e descontextualizacio que o conheci-
mento com significado é construido pelo aluno, ou seja, o mesmo se identifica
com o8 elementos que lhe sfo apresentados, tanto no ambiente escolar como
também no meio social. Tal principio (contextualizagio) precisa ser feita de
forma intencional, sendo que a mesma serd decisiva para a aprendizagem. O
professor terd que se antecipar aos contetidos que serdo objetos de aprendizagem.
Neste sentido, a contextualizagio ndo serve apenas para ilustrar o enunciado do
problema, mas como uma maneira de dar sentido ao conhecimento matemético

na escola.(BRASIL, 2006, p.83)

Apoiados pelas Leis de Diretrizes e Bases da Educacao Nécional, reiteramos
que o ato de (:ontext.ueilizar o contetido de Andlise Combinatoria, nao se limita apenas
na execucdo de "alguma atividade solta', ela precisa ser intencional, precisa levar em
consideragao as diversas realidades sociais e culturais dos alunos. Segundo o citado, o

professor tera que antecipar aos conteidos, terd que diversifici-los e adapta-los ao seu

publico alvo.

para a escolha dos conteidos que abordard em sala de aula, o educador precisa
verificar os textos, analisar como tais contetidos sdo abordados para poder
adaptd-los para sua propria realidade e a dos alunos, fazendo sempre a compara-
cio do que estd escrito com a realidade dos alunos [...] (LIBANEO, 1990)

Portanto, tomando como pilar de sustentacgio as concepgoes de Libaneo sobre
a contextualizacio, reiteramos que o professor na sua pratica pedagdgica, jamais deve
desassociar a realidade dos seus alunos do conteado que esta sendo lecionado. Acreditamos
que o ensino de Andlise Combinatoria terd resultados bem mais satisfatérios tanto para

quem ensina quanto para qguem aprende.



5.2 A Formacao do Professor de Matematica nas Universidades

D’Ambrosio (1993) enumera as habilidades de modelar um problema em lingua-
gem matemdtica, de fazer andlise de dados, de argumentar, fazer levantamento de hipéteses,
interpretar e justificar conclusées obtidas, como essenciais para o século XXI. Todas as
habilidades citadas sfo de suma importancia para qualquer professor, independente do
nivel que leciona, porém D’Ambrosio (1993} as considera com maior relevancia para o de
nivel superior, que tem a responsabilidade de formar os futuros educadores.

Assim como ja fizemos reflexes sobre alguns fatores que precarizam o ensino
de matemadtica, e em especial do conteiido de Anéalise Combinatéria, gostariamos de

¢
refletir também sobre este importante fator, que é a formagdo do professor dentro das
Universidades. :

Nédo é de hoje que a discussao sobre a formagﬁo do professor de matematica
dentro das Universidades é hastante intensa. Ha mais de um século, Felix Klein (1908),
matematico alemdo, denunciava em sua obra “Matematica elementar de um ponto de
vista Superior’, a falta de consciéncia entre a formacdo nas Universidades dos futuros
professores de matematica e a sua pratica pedagogica nas escolas. Klein (1908) percebe a
fragmentagio dupla que hi. a primeira ocorre quando o estudante universitario se depara
com o0s novos contetidos da mateméatica superior, ndo apresentando nenhuma relagdo com
o que ele estudou na Educagio Bésica; e a outra quando concluem o curso universitario e
assumem a profissao docente, ou seja, comegam a lecionar e percebem o distanciamento
entre o que aprenderam na graduacao e a realidade da Educacio Basica. Os professores ao
sairem das Universidades chegam a concluséo de que a maioria dos contetidos aprendidos

na graduacao tém pouca relagdo com realidade das salas de educacao basica. Como afirma

GIRALDO (2018, p. 37),

- E como que ao ingressar na vida académica, o futuro professor devesse
esquecer de toda matemdtica aprendida na educacdo basica; ¢ ao se formar,
tivesse agora que esquecer de toda matemdtica que aprendera na universidade
para comecar a lecionar na educaco basica.

A fragmentacao observada e denunciada por Klein nao foi um problema restrito
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em seu tempo, tal fragmentacio perdura até hoje, e infelizmente é um grande desafio no
processo de educacdo matematica. Embora se pregue a ideia de fiue para ser um bom
professor de matematica ¢ simplesmente saber muita matemética, contudo, essa ideia
nao garante que o processo de ensino e aprendizagem seja satisfatorio. Como observam

Moreira e Ferreira (2013).

E com muita frequéncia que a formacio sélida em mateméstica para futuros
professores é defendida, sem deixar claro o que é de fato tal solidez ou se
dialogue o seu efeitd?na pratica pedagégica do professor.

De maneira geral, a dualidade entre a matematica aprendida nas Universidades
e a matematica escolar, ¢ concebida da seguinte forma: A Universidade é o lugar onde
todo o conhecimento matemético é produzido, inclusive de como ela vai ser ensinada na
escola. Por sua vez, a escola é o lugar onde aquilo ‘que foi produzido nas Universidades,
¢ simplesmente simplificado.

Para Klein (1908), a escola tem um papel relevante na producio do conhecimen-
to matematico. Para o autor, esse papel é tdo importante quanto o académico. Isto
significa em linhas gerais, que a forma que a matematica é ensinada dentro das salas de
aulas ndo é apenas influenciada por, mas também pode influenciar bastante no desenvolvi-
mento da matematica como ciéncia.

Tendo como objetivo de investigagfo analisarmos e tornarmos mais consistente
a discrepéncia que ha entre a formagao académica e a pratica de sala de aula, elaboramos
uma pesquisa na qual foram entrevistados professores atuantes na educagéo basica, tanto
das redes ptiblica e privada. Com os resultados obtidos ndo s comprovamos a fragmentacéo
que ha entre formacao e pratica pedagogica, mas também fazemos algumas inferéncias

quanto ao ensino da Anélise Combinatéria na Educacao Bésica.



Grafico 1: Na sua graduacao, como vocé avalia a sua formacio para lecionar o
contetido de Andlise Combinatéria na Educacao basica?

® Ruim ou
Regular

o Boa ou
Excelente

Fonte: Pereira (2019)

De acordo o grafico 1, a formacfo inicial do professor de matematica deixa
lacunas que interferem no desenvolvimento dentro da docéncia conforme pontuaram os
respondentes, o que ratifica a nossa reflexdo sobre a ma formacdo do professor nas
Universidades para lecionarem na Educacio Bésica, em destaque na pesquisa, o conteido
de Analise Combinatoria. Na pesquisa foram entrevistados 19 professores que atuantes
em salas de aulas dos ensino fundamental e médio. Destes entrevistados, 14 professores,
que correspondem a 74% responderam que a contribuicio académica para sua atuacio em
sala de aula foi ruim ou regular, e apenas 5 professores avaliaram como boa ou excelente,
totalizando um percentual de 26% dos professores entrevistados.

Diante do resultado, afirmamos que 0 ensino da Anilise Combinatéria na
Educacio Bésica acontecers na grande maioria em niveis ruim ou regular,pois a formacéo
universitaria apresenta lacunas didaticas e pedagdgicas que refletirdo sobremaneira no
processo de ensino e aprendizagem. Klein (2011) se referindo & deficiéncia do professor,

provocada pela mé formacao, diz:

Se ndo forem orientados de forma suficiente, se as informactes acerca dos
elementos intuitivos da matemética nio estiverem contextualizados e ramificados
comn outras dreas do conhecimento. Se principaliente ndo conhecerem a impor-
tdncia histérica, seus movimentos serfo muito inseguros. Caminhardo para
o ramo da matemdtica pura, e nfo serdo mais compreendidos na Educacéo
Basica, desistirdo do que aprenderam na Universidade e, mesmo sua maneira
nova maneira de lecionar, sero sucumbidos pelo tradicionalismo. (KLEIN,
2011, p. 127)



Traduzindo os resultados obtidos com a pesquisa, e alicercados nas ideias de
Klein, apontamos as lacunas que existem na formacio universitaria e de que forma elas
refletirfio nas salas de aula. A grande maioria dos entrevistados na pesquisa considera que
a sua formac@o para lecionar o conteido de Analise Combinatéria na Educagio Bésica
foi deficitaria, variando de ruim para regular. E a reflexdo que fazemos é, que se a maior
parte dos professores teve uma formac¢io ruim ou regular, as chances de propagagio em
niveis também ruim ou regular serdo bem maiores.

Nio estamos generalizando sobre o resultado quanto a mé formacéo do professor
de matemética dentro das universidades para o ensino da Anailise Combinatéria, pois
somos conscientes que em meio as lacunas que ficam na formacao do professor, existem
muitos bons e excelentes profissionais. Retomando para o resultado da nossa pesquisa,
podemos elencar algumas caracterfsticas nio positivas decorrentes das lacunas deixadas
na formacao, e que sdo manifestadas no ensino do contetido de Anéilise Combinatéria no
Ensino Médio. Dentre elas podemos citar a inseguranca na hora de lecionar o contetdo,
a falta de criatividade, a reproducio superficial dos exercicios, que na maioria das vezes

sdo manipulados com a mera aplica¢iao de formulas.



5.2.1 A Matemaitica Académica versus a Matematica para a Educacio Béasica.

Reiteramos aqui que ha uma discrepancia relevante quanto aos contetidos
abordados nos cursos de licenciatura em Matemética e aqueles que sdo fundamentais
para a pratica docente do estudante universitério. Nao queremos neste trabalho de forma
alguma desqualificar os contetidos considerados académicos, queremos apenas trazer a
reflexaio de que os mesmos contetidos nao sao abordados de forma que o futuro professor
de matematica possa aplicd-lo na sua pratica pedagdgica.

Quando nos referimos a formacio académica do professor de mateméatica,
existem diversos estudos e pesquisas sabre tal, e grande parte dessas pesquisas estio
referenciadas no trabalho do pesquisador psicélogo educacional Norte Americano LEE
SHULMAN (1987}, que identifica o descrédito do conhecimento sobre o contetido, quando
nos referimos a avaliacdo de habilidades. Para ele isto é um modelo perdido. Baseado
nessa percepgio critica, o autor sugere a nogio de conhecimento pedagdgico de contetido,
que podemos reduzir em um conhecimento sobre o contetido que vai ser ensinado.

Para GIRALDO, a interpretagdo se Shulman tem uma relevante contribuicao,
que ¢ o reconhecimento e valorizacio dos saberes proprios por parte do professor da
educagao basica.

Grafico 2: A formagio académica proporcionou a vocé ferramentas diddticas como jogos,
brincadeiras, estratégias tteis para o ensino da Analise Combinatoria?

E Sim

Fonte: Pereira (2019)



Analisando o grafico 2, dos 19 professores entrevistados, 17 deles , isto é, 89%
responderam que ndo tiveram nenhuma formacio diddtica por parte da Universidade
quanto ao uso de recursos como jogos, estratégias de ensino que proporcionassem melhor
aproveitamento do contetido de Andalise Combinatdéria em sala de aula. Mais uma vez
o resultado serve de pardmetro ;ﬁeu‘a analisarmos o quanto a formacio do professor de
matemaética estd desconectada com o seu campo de trabalho, que na grande maioria sdo
as salas de aulas da Educacao Basica.

Com a minoria dos entrevistados, ou seja apenas 2 professores, correspondendo
a 11%, responderam que tiveram uma boa formacao didatica para lecionarem o contetido
de Analise combinatéria na Educagao Bésica. Isto significa que a reproducio tradicional e
mecanica deste contetido, acontecera em larga escala, isto porque, se o professor ndo teve
instrumentalizacao pedagogica para manipular o contelido, néo teve suporte pedagdgico
que lhe permitisse uma melhor compreensio e diversificagdo metodolégica na hora de
lecionar, ele ird simplesmente " enquadrar o contetido de acordo com o sen nivel didatico.”
Vale ressaltar que a reflexéo feita ndo é uma regra, pois nfo podemos deixar de afirmar
que existem profissionais que ndo tiveram uma grande formacio académica, porém se
tornaram excelentes profissionais.

A metodologia aplicada quanto no ensino da Anélise combinatéria é a mesma
que ¢ direcionada nos livros didaticos. com pouco aprofundamento para o ensino fundamen-
tal, e mais precisamente para o segundo ano do ensino médio. Geralmente sdo abordados
os exercicios considerados classicos, como o langamento de dados, formagao de anagramas,
combinacoes de placas, etc.

Nossa abordagem reflexiva aqui ndo estd na eliminacio desses tipos de exercicios,
e sim nas multiformes possibilidades de apresentd-los. Portanto, acreditamos que, para
uma expansio metodologica, quanto ao ensino da Anélise Combinatéria na Educagido
Basica, a formacao universitaria para este contetido precisa satisfazer aos anseios didatico-
pedagogicos atual. Que por sua vez, exige uma formacao moderna, diversificada, atraente

e que desperta o interesse pela matematica.
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Grafico 3: Na sua opinido, qual o nivel de importincia que a Universidade d4 ao ensino
da Analise Combinatdoria?

H Ruim ou
Regular

0 Boa ou
Excelente

Fonte: Pereira (2019)

A Analise combinatoéria constitui um dos principais contetidos, tanto para a
matematica pura, quanto para a aplicada. Devido sua vasta aplicabilidade, ela nao é
simplesmente a parte da matematica que estuda as técnicas de contagens mais usadas,
ou seja, os arranjos, as permutacoes e as combinactes. A Andlise é muito mais ampla.
Morgado (2006) afirma que a Anélise Combinatéria trata de problemas além desses citados

pelos alunos.

[...] Trata de virios outros tipos de problemas, e além de estudar os arranjos,
permutacdes ¢ combinagoes, dispde de outras técnicas como o principio da
inclusdo e exclusdo, o principio das gavetas de Dirichlet, as fungies geradoras,
a teoria dé Ramsey, sfo outras importantes téenicas da Andlise Combinatoria.
{(MORGADO et al.,2006, p.1-2) '

Embora concebamos a Analise Combinatdria como sendo de imensuravel impor-
tédncia para o desenvolvimento da mateméatica e de outras areas do conhecimento, no
grafico 3, observamos que dos 19 professores entrevistados, 17 deles, o que equivale a
89%, consideram que o nivel de importancia dado pelas Universidades a este contetido
é ruim ou regular. Devido a relevincia que a Andlise tem, acreditamos que deveria ser

mais bem explorada e valorizada pelo curriculo do curso de matematica, professores,

e consequentemente os alunos, que refletirfo essa baixa importancia quando estiverem
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exercendo a docéncia na Educagio Bésica.

Grafico 4: Vocé saiu da Universidade com boas condicoes técnicas para o ensino de
Anilise Combinatéria na Educacdo bésica? '

B Sim

I Nao

Fonte: Pereira (2019)

O gréifico 4 nos mostra a principal lacuna que ha entre o professor e aluno
quanto ao ensino de Andlise Combinatdria. E qual é essa lacuna? A resposta é a
falta de conhecimento aprofundado sobre o conteiido. A pouca importincia dada pela
Universidade quanto ao ensino de Analise combinatoria, fez com que o aluno, ou o futuro
professor nao tivesse bases consistentes para o ensino deste contetdo. Ao entrevistar um
professor sobre o seu nivel de conhecimento sobre este contetido, tivemos como resposta

palavras diretas e honestas, quando ele afirma:

[...] N&o sei nada sobre isso, ndo estudei na Universidade, nunca aprendi e
nem quis aprender sozinhc. Quando tenho que ensinar Andlise Combinatoria
na escola, eu apenas resolvo as questdes que jé& estio resolvidas no livro. Nio
posso aprofundar aquilo que pra mim é muito superficial.[...]

Acreditamos ser de grande valor pedagogico, as discussoes e reflexdes sobre a
importéncia do ensino da Analise combinatoéria nas Universidades, das novas metodologias
para o ensino fundamental e médio, a énfase na resolucdo de problemas sem o uso de
férmulas, estes e outros sdo pessibilidades termos uma melhor formacgao do professor de

matemética para o ensino do contetido de Anélise Combinatéria.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O que nos motivou a desenvolver este trabalho, foi perceber que depois de
muito tempo dentro da sala de aula, lecionando o contelido de Andlise Combinatéria,
convivendo com outros profissionais da area e compartilhando ‘do mesmo pensamento e
experiéncias: "de que ensinar este contetido é abstrato e muito dificil de ser
ensinado". Quanto aos alunos, a mesma dificuldade existe, pois os mesmos sio levados
a aprenderem por mera aplicaciio e memorizagdo de férmulas, que na maioria das vezes
nao proporcionam nenhuma condicio de reflexdo e producio de novos conceitos.

Com o presente trabalho, refletimos um pouco de como o contetido de Anélise
Combinatéria vem sendo ministrado dentro das salas de aulas da nossa educagio bisica.
Baseado nestas reflexdes, elaboramos algumas propostas que consideramos importantes
no desenvolvimento do contetido de Anélise combinatéria na Educacao Béasica. Tendo
sempre como base as orientacoes da proposta Curricular Nacional.

Assim, nosso trabalho propoe uma reflexdo do contetido abordado, dentro do
Ensino Fundamental sem a necessidade do uso de féormulas. Reforcamos principalmente
a independéncia dos alunos na forma organizar suas ideias para resolverem as diversas
situagbes-problema utilizando a Andlise Combinatéria como ferramenta. De acordo com
(BATANERO, 1997; ESTEVES, 2001;: ROA E NAVARRO, 2001) ressaltam que o avango
do ensino de Analise Combinatdria especificamente do ensino fundamental. precisar levar
o alunato a usufruir das construgdes de diversos agrupamentos, sem que ele recorra a
sistematizagio do estudo.

Tendo como referenciais diversos tedricos que foram citados neste trabalho,
elaboramos algumas atividades praticas que dispensam o uso de formulagoes matematica.
Com a aplicagao das atividades ,propomos que o ensino da Anélise Combinatéria no
Ensino Fundamental, possibilite ao aluno o desenvolvimento do pensamento logico e critico
a partir de suas proprias construcoes. I} para que este objetivo seja alcancado, propomos
que qualquer atividade aplicada em sala de aula deve conter uma boa apresentacéo de tal
atividade, garantir aos alunos o direito de errarem e aproximar as atividades a realidade

do aluno.
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Com a aplicacio das atividades, podemos também ressaltar alguns fatores e
comportamentos que acreditamos serem de salutar importincia para o ensino da Anélise
Combinatéria no Ensino Fundamental. Dentre os importantes fatores e comportamentos,
ressaltamos que percepcdo e a criatividade do aluno precisam sempre ser agucada e
desafiada. Destacamos também a grande importincia do trabalho em grupo, que propor-
ciona interacao e aprendizagem, as diferentes percepcoes que o aluno tem na hora de
resolver um determinado problema, os variados conflitos apresentados pelos alunos na
hora de resolverem um problema, a alto nivel de concentracao dos alunos, a importéncia
de desenvolvermos atividades lidicas, que proporcionam "nos alunos muita liberdade e
descontracao diante dos problemas de Andlise Combinatéria. Traz para eles o prazer em
estudar, a dindmica, a diversdo, e principalmente a valorizacao dos saberes que aluno traz
do seu dia-dia, com ressalta Dantas, Rais, Juy (2012. p. 8)

Em nosso trabalho, também percebemos as criagGes proprias de estratégias dos
alunos para resolverem as questdes, os desentendimentos que proporcionaram interacio, e
algo muito comum a todos os grupos trabalhados: O direito de errar! Sim, de errar mesmo,
e aprender com tais erros. Vivemos em uma sociedade que exige cada vez mais que as
pessoas tém que ser perfeitas, e essa exigéncia hoje tem uma presenca muito forte dentro
das nossas escolas. Contudo, em nosso trabalho refletimos sobre tal conceito, e afirmamos
que o erro tem um grande valor para a educacio, pois eles influenciam notoriamente na
aprendizagem.

Tendo como base o, principal objetivo do Ensino médio, que é proporcionar
nos cidaddos um carater critico e que atuem de maneira intensa no meio em que estio
inseridos. Neste sentido, o aluno precisa deixar a posi¢do de sujeito “passivo” e se tornar
junto com o professor, um agente ativo do processo de ensino e aprendizagem.

Diante do exposto no ultimo paragrafo, propomos também neste trabalho que
o ensino de Analise Combinatoria, sendo esta o ramo da matemadtica que desenvolve a
contagem e a organizacao dos elementos de um conjunto sem precisar listd-los (PESSOA;
BORBA, 2009}, se torne um contetido de grande relevincia para o crescimento analitico,
investigativo, reflexivo, hipotético e argumentativo do aluno.

Pelo exposto neste trabalho, acreditamos que o ensino da Analise Combinatoria
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na Educacdo Bésica, deve ser feito de forma atraente, com metodologia diversificada
capaz de desafiar o aluno a se tornar sujeito ativo na construcio de novos conceitos,
ser intencional na realizagido de trabalbos em grupos. Tudo isso proporciona um nivel
de satisfacdo bem melhor, produz um melhor desenvolvimento do pensamento logico do
aluno, sua percep¢iio e também seu potencial de “improvisar”, ou seja, fugir dos limites
estabelecidos pelos professores e pelos livros didaticos.

Além disso, o ensino da Andlise Combinatéria precisa desperta no 3,111110 a
importéancia para outros ramos do conhecimento, tais como: quimica, informética, engenha-
ria, e outras.

Com a pesquisa e o desenvolvimento deste trabalho, trazemos reflexoes importan-
tes quanto ao ensino do contetido de Andlise combinatéria na educacio basica. Acreditamos
que apesar de todos os desafios que existem no processo de ensino e Aprendizagem quanto a
este contetido, podemos refletir no que foi abordado neste trabalho e proporcionar dentro
das salas de aulas da educag@io basica um ensino satisfatério do conteido de Andlise

Combinatéria.
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Apéndice A

QUESTIONARIO DE AVALIACAO QUANTO A FORMACAQ NA UNIVERSIDADE
PARA LECIONAR O CONTEUDO DE ANALISE COMBINATORIA NA
EDUCACAQ BASICA.

1#) Na sua graduacio, como vocé a sua formagdo para lecionar o contetido de
Anslise Combinatéria na Educacfo bésica?

o Ruim ou Regular

o Boa ou Excelente

22} A formagio académica proporcionou a vocé ferramentas didaticas como

jogos, brincadeiras, estratégias Gteis para o ensino da Andlise Combinatéria?

o Sim

o Nao

3*) Na sua opinifio, qual o nivel de importéncia que a Universidade da ao

ensino da Anélise Combinatoria?

o Ruim ou Regular

o Bom ou excelente

4*) Voc# saiu da Universidade com boas condicBes técnicas para o ensino de

Anélise Combinatéria na Educagio bésica?

o Sim

o Nio
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Apéndice B

NOSSA PROPOSTA DIDATICA PARA OS PROFESSORES QUANTO AO
ENSINO DE ANALISE COMBINATORIA NA EDUCACAO BASICA

e A introducio da Atividade que sera desenvolvida.
e Garantir aos Alunos o direito de ERRAR.

e Uma boa escolha das questGes a serem trabalhadas.

71



